4 Résolution de systemes d’équations

L’objectif de ce chapitre est principalement pratique. Il s’agit de savoir comment
résoudre des systemes d’équations linéaires, ou l'intérét sera d’étudier les systemes
linéaires de n équations a n inconnus.

4.1. Définitions

Définition 4.1 (Equation linéaire). On appelle équation linéaire dans les incon-
nues Ti,Ta, ..., Ty, toute relation de la forme

a1, + asrs + ... + @pT;m = b,

0l a1, ...,ay, et b sont des scalaires donnés de K avec m un entier naturel non nul.

Définition 4.2 (Systeme d’équations linéaires). Soit n un entier naturel non nul.
On appelle systéme de n équations linéaires a n inconnus a coefficients dans K,
toute n-liste d’équations de la forme :

a1121 + a12x2 + ... + a1, = by

a21T1 + aooxs + ... + aspx, = by

() | ,

an1T1 + ap2T2 + ... + QppTn = bn

ot les (x;) sont les inconnues, les (a;;) sont les coefficients, et les (b;) les se-
conds membres du systéme. Tous ces éléments sont des scalaires de K avec
i,5€{1,2,....,n}.

Définition 4.3 (Solution du systeme). Une solution du systéme linéaire (S) est
une liste de n scalaires (a1, a, ..., ) de K, vérifiants les n équations de ce systéme.
L’ensemble des solutions du systéme est l’ensemble de tous ces n-uplets.

Remarque 4.1. Un systeme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit
une seule solution, soit une infinité de solutions.

Définition 4.4 (Incompatibilité). Un systéme linéaire qui n'a aucune solution est
dit incompatible.

Définition 4.5 (Equivalence des systeme). Deuzx systémes sont dits équivalents
s’ils ont les mémes solutions.
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Définition 4.6 (Homogénéité du systeme). On dit qu’un systéme est homogeéne,
si tout les second membre sont nuls.

Définition 4.7 (Rang d’un systéme). Le rang du systéme linéaire (S) est le rang
de la matrice (ai;), ot 4,7 € {1,2,...,n}.

4.2. Forme matricielle du systeme

X1 bl
e Soient A = (ai]‘) S M,L(K), X = , B = S MTLJ(K).

Tn bn,
Alors, (S) s’écrit matriciellement sous la forme : A x X = B, i.e.,

a1 ai2 e Q1p
T by

a1 Q22 ... Q2n
(5) = x =1
Tp br,

apl  ap2 «e o Qpn

e Soient f € L(K"), A la matrice associée & f dans les bases canoniques de K",
X = (21,29, ...,&n), B = (b1,ba,....,b,) € K", alors (S) devient sous la forme :
f(X) =B, ie,

(S) A f(l‘l,l’g, awn) = (b17b27 7bn> .

Remarque 4.2. Résoudre le systeme (S), consiste & trouver un vecteur X €
M, 1(K) tel que A x X = B ou un vecteur X € K" tel que f(X) = B.

Exemple 4.1. On considére le systéme

£L'1+.’E2+2£L'3:5
(S) .Tl—IQ—Igzl
1+ r3= -3

On écrit (S) sous la forme matricielle commme suit :

1 1 2 1 5
el 1 -1 -1 | x| 20 | =
1 0 1 3 -3
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4.3. Résolution du systeme d’équations linéaires

Dans cette section, nous discutons de deux méthodes de solution pour le systeme
(S) ol dans les deux, nous utilisons la forme matricielle de ce systeme.

4.3.1. Résolution par la méthode de ’inverse du matrice

Oun considere le systeme (S) sous la forme A x X = B avec A est inversible. Alors,
I'unique solution du (S) est donnée par X = A~ x B.

Exemple 4.2. Soit le systéme

y+z=2
(S) : r+z=1
r+y=-3

1- On note par A la matrice de coefficients du systéme (S). Sachant que
% (A% — A) = I3, montrer que A est inversible, puis déterminer A~L.
2- Résoudre (S) par la méthode de l’inverse du matrice.

En effet,

e On écrit d’abort (S) sous forme matricielle comme suit :

0 1 1 T 2

Sl 1 01 x|y | = 1

1 10 z -3
0 1 1
Donc, la matrice de coefficients A=| 1 0 1
110

11 10
On a : det(A) = —det 10 ) + det < 1 0 ) = 2. Le déterminant de A est

non nul (2 # 0), donc A est inversible.
e La relation § - (A? — A) = I3 peut s’écrite sous forme : A x [§ - (A—I3)] = I3,

2
1 1 1
22 2
S o -1 _1 _ 1 11
alors on en déduit que A~ = 5 - (A —I3) = 5 —3 3
1 1 _1
2 2 2

e En appliquant la méthode de linverse du matrice A, on obtient ['unique solution
du systéme est donnée par :
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X=A"1'%xB
31 3 2
=153 a x|
VS
-2
=] -1
3

4.3.2. Résolution par la méthode de Cramer
Soit le systeme

a1y + 1222 + ... + ATy = bl

a1 + a92X9 —+ ..+ AonTp — bg

(5):
121 + Ap2®2 + .. + AppTy = by

L’écriture matricielle de (S) est : Ax X = B. On définit une matrice notée A4;, la ma-

-eme

trice déduite de A en remplagant la j colonne de A par le second membre B, i.e.,

aiq cee Q151 bl a1j541 oo Q1np

a1 e a25—1 bg 2541 SN agn
Aj = .

an1 cee Opj—1 b1 Anj+1 P Y )

Théoréme 4.1. Si le déterminant de A est non nul, alors l'unique solution du
systéme (S) est donnée par les formules :

o det(A])

Tj = M, pour tout j € {1,2,...,n}.

Exemple 4.3. On va confirmer la solution du systéme que nous avons vu dans
UEzemple [[.3, par la méthode de Cramer.
Soit le systeme

y+z=2
(S) : r+z=1
r+y=-3
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ot
01 1
S)e| 1 01 x|y | =
1 1 0 1 -3
0 1 1
Onadet(A)=det| 1 0 1 | =2+#0. Alors, d’aprés le Théoréme|4. 1| Uunique
1 1 0
solution du systéme (S) est donnée par les formules :
det(A;) )
xj = det(Aj) , pour tout j € {1,2,3}.
Ona:
2 1 1 0 01 2
A = 0 1 ,Ag = 1 1 1 ,Ag = 1 0 1 ,
-3 1 0 1 -3 0 1 1 -3

avec det(Ay) = —4, det(Az) = —2, det(As) = 6, et par conséquent

- det(Al) - —4

= -~ —_9
T det(4) T 2 ’
2y — det(As2) _ 2 1,
det(A) 2
det(Ag) 6
= = — = 3.
T et(4) 2
Ainsi la solution du systéme (S) est
T T —2
X=| 2 |[=|y |=] -1
T3 z 3

4.4. Exercices

Exercice 4.1. Résoudre dans C de différentes maniéres les systémes linéaires
suivants, d’inconnues x ety :
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