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Barème Correction d’exercice : 1 5pt

1 Soit f la fonction définie sur R2 \ {(1, 0)} par : f(x, y) =
y3

(x − 1)2 + y2

0.5 a f est prolongeable par continuité au point (1, 0) ssi lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) existe

0.5 b On remarque que f est continue sur R2 \ {(1, 0)} car quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas.

0.5 c Pour (x, y) = (1, 0), on utilisant les coordonnées polaires, posons
x = 1 + r cos θ, où r > 0 et θ ∈ [0, 2π[.

y = r sin θ

1 On trouve, |f(x, y)| = |f(1 + r cos θ, r sin θ)| = |r sin3 θ| ≤ r −→ 0
r→0

et finalement,

0.5 lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) = 0.

2 = 1 + 1 2 Donc, f est prolongeable par continuité au point (1, 0) et sa prolongement f̃ continue sur

R2 définie par : f̃(x, y) =


y3

(x − 1)2 + y2 : (x, y) ̸= (1, 0)

0 : (x, y) = (1, 0)

Barème Correction d’exercice : 2 8pt

Soit f la fonction définie sur R2 par : f(x, y) =


x3y2

x2 + y2 : (x, y) ̸= (0, 0)

0 : (x, y) = (0, 0)

1 Montrons que f est continue sur R2.

0.5 a Si (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, on a f est continue, car quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas,(i.e, f est fractionnelle).

b Pour (x, y) = (0, 0), on utilisant les coordonnées polaires, posons, donc
x = r cos θ, où r > 0 et θ ∈ [0, 2π[.

y = r sin θ

0.5 On aura donc, |f(x, y)| = |f(r cos θ, r sin θ)| = |r3 cos3 θ sin2 θ| ≤ r3 −→ 0
r→0

.

0.5 C’est à dire, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

0.5 c D’où la continuité de f sur R2.

0.5 2 a La fonction f est clairement dérivable dans R2 \ {(0, 0)}, car quotient de fonctions
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dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

1 Pour (x, y) ̸= (0, 0), on a ∇f(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

 =


x2y2(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2

5x5y

(x2 + y2)2

.

1 b Si (x, y) = (0, 0), on a :

∇f(0, 0) =


∂f

∂x
(0, 0)

∂f

∂y
(0, 0)

 =


lim
x→0

f(x, 0) − f(0, 0)
x

lim
y→0

f(0, y) − f(0, 0)
y

 =

 0

0

.

c C’est à dire, ∇f(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)⃗i +

∂f

∂y
(x, y)⃗j, si (x, y) ̸= (0, 0)

∂f

∂x
(0, 0)⃗i +

∂f

∂y
(0, 0)⃗j, si (x, y) = (0, 0)

0.5 =


x2y

(x2 + y2)2 ((yx2 + 3y2)⃗i + 5x3j⃗), si (x, y) ̸= (0, 0)

0⃗i + 0⃗j = 0⃗, si (x, y) = (0, 0)

0.5 3 a On a déjà vérifié que la fonction f est dérivable en point (0, 0).

b Vérifions si ses dérivées partielles sont continues en point (0, 0). Alors, on a :

0.5 |∂xf(x, y)| = |
r6 cos2 θ sin2 θ(cos2 θ + 3 sin2 θ)

r4 | ≤ 4r2 −→ 0
r→0

= ∂xf(0, 0).

0.5 |∂yf(x, y)| = |
2r6 cos5 θ sin θ

r4 | ≤ 2r2 −→ 0
r→0

= ∂yf(0, 0).

0.5 c D’où la fonction f est de classe C1 en point (0, 0).

4 D’après question précédente la fonction f est de classe C1 en point (0, 0). Alors, on conclut

0.5 que f est différentiable en point (0, 0). Donc, on a :

0.5 ∀ (x, y) ∈ R : df(0,0)(x, y) = ∂xf(0, 0)x + ∂yf(0, 0)y = 0.

Barème Correction d’exercice : 3 7pt

f définie sur R∗
+ × R, par : f(x, y) = y3 + xy ln x

1 1 a Les points critiques de f . On a : ∇f(x, y) =

 y + y ln x

2y + x ln x



1 b Alors, ∇f(x, y) =

 0

0

⇒


y(1 + ln x) = 0

3y2 + x ln x = 0
⇒


y = 0 ∨ x = e−1

3y2 + x ln x = 0
⇒

1


(x = 1 ∧ y = 0)

∨(x = e−1 ∧ y = ±
1

√
3

e− 1
2 )

⇒ (x, y) ∈
{
(1, 0), (e−1,

1
√

3
e− 1

2 ), (e−1, −
1

√
3

e− 1
2 )

}
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2 Nature des points critiques :

0.5 a Hf(x, y) =


∂2f

∂x2 (x, y)
∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y2 (x, y)

 =


y

x
1 + ln x

1 + ln x 6y



0.5 b Pour le point (1, 0) on trouve : |Hf(1, 0)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1

1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 < 0.

Donc, le point (1, 0) est un point selle.

1 c Pour le point (e−1,
1

√
3

e− 1
2 ) on a :

|Hf(e
−1,

1
√

3
e− 1

2 )| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

√
3

e− 3
2 0

0 2
√

3e− 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2e−2 > 0.

0.5 Comme
∂2f

∂x2 (e
−1,

1
√

3
e− 1

2 ) =
1

√
3

e− 3
2 > 0, alors le point (e−1,

1
√

3
e− 1

2 ) est un minimum.

local.

0.5 d Si (x, y) = (e−1, −
1

√
3

e− 1
2 ), on trouve :

|Hf(e
−1, −

1
√

3
e− 1

2 )| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

1
√

3
e− 3

2 0

0 −2
√

3e− 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2e−2 > 0.

0.5 Comme
∂2f

∂x2 (e
−1, −

1
√

3
e− 1

2 ) = −
1

√
3

e− 3
2 < 0, alors le point (e−1, −

1
√

3
e− 1

2 ) est

un maximum local.

0.5 3 On remarque que f(e2, −
1
2

e) = −
9
8

e3 < −
2

3
√

3e− 3
2
= f(e−1,

1
√

3
e− 1

2 ).

Donc, (e−1,
1

√
3

e− 1
2 ) est un minimum local n’est pas un minimum global pour f .

Remarque ⋆

Pour démontrer la question 3, on peut poser y = −x où x > 0, on aura, donc,

lim
x→+∞

f(x, −x) = lim
x→+∞

[−x3 − x2 ln x] = − lim
x→+∞

x3[1 +
ln x

x
] = −∞

< f(e−1,
1

√
3

e− 1
2 ).

Fin Dr : D. Bouafia ⋆ 25 mai 2023⋆


