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Examen Final de : Fonction de la variable complexe (MATH4) 

 

Exercice N° 1: (5pts) 

Soit 𝑧 =  𝑥 +  𝑖𝑦 où 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 sont deux réels et soit les fonctions 𝑓 𝑒𝑡 𝑔  

𝑓(𝑧)  = 𝑥2 − 𝑦2 −  2𝑖𝑥𝑦 +  2𝑥 +  2𝑖𝑦 

𝑔(𝑧) =  |𝑧|2  +  3𝑧2 

1. Trouver les parties réelles et imaginaires des fonctions f et g. 

2. Vérifier si les fonctions suivantes sont holomorphes dans C ? 

Exercice N° 2: (5 pts) 
 

Calculer l’intégrale suivante :    ∫ (𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧
𝐶

  

1) Le long du cercle |z-1| = 1, du point (2, 0) au point (0,0) [le demi-cercle supérieur]. 

2) Le long du cercle |z-1| = 1 parcouru dans le sens direct. 

3) En déduire ∫ (𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧
𝐶

 où C est le demi-cercle inférieur de centre (1,0) et  de 

rayon 1  parcouru dans le sens direct. 

 
     
Exercice N° 3 : (5 pts)  

 Chercher la série de Laurent de la  fonction    𝑓(𝑧) =
(1+𝑧8)

𝑧4
𝑒𝑧  autour de  

point 𝑧 = 0 

 Indiquer le type de singularité de 0 

 Déduire  le Résidu de 𝑓(𝑧) en 0 (Res(𝑓, 0)) 
 

Exercice N° 4 : (5 pts)  
Calculer l’intégrale suivante : 

∮
𝐳𝟐

(𝒛𝟐 + 𝟏)(𝒛 − 𝟏)𝟐
𝒅𝒛

𝑪

       

Où  C est le cercle |𝑧| = 10 
 

Bonne Chance 
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Correction de l’Examen Final 

Solution de l’exercice N° 1: 

1) 𝑓(𝑧) = 𝑥2 − 𝑦2 −  2𝑖𝑥𝑦 +  2𝑥 +  2𝑖𝑦 = (𝑥2 − 𝑦2 +  2𝑥) + 𝑖 (2𝑦 −  2𝑥𝑦) 

𝑔(𝑧) =  |𝑧|2  +  3𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 3(𝑥2 − 𝑦2 +  2𝑖𝑥𝑦) = (4𝑥2 − 2 𝑦2) + 𝑖(6𝑥𝑦) 

ℜ𝑒(𝑓(𝑧)) = 𝑥2 − 𝑦2 +  2𝑥  … . . (0.5𝑝𝑡)     𝑒𝑡 ℑ𝑚(𝑓(𝑧)) = 2𝑦 −  2𝑥𝑦… . . (0.5𝑝𝑡) 

ℜ𝑒(𝑔(𝑧)) = 4𝑥2 − 2 𝑦2   … . . (0.5𝑝𝑡)     𝑒𝑡 ℑ𝑚(𝑔(𝑧)) = 6𝑥𝑦… . . (0.5𝑝𝑡) 

2) 𝑜𝑛 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖é 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 − 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 (𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑃 𝑒𝑡 𝑄 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑡 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠) 

{
 
 

 
 𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
𝜕𝑄

𝜕𝑦
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑄

𝜕𝑥

… . . (0.5𝑝𝑡) 

a) Pour la fonction 𝑓(𝑧) : 

{
 
 

 
 𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 2    

𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 2 − 2𝑥 ⟹

𝜕𝑃

𝜕𝑥
≠
𝜕𝑄

𝜕𝑦
……… . . (0.5𝑝𝑡)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −2𝑦    

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= −2𝑦 ⟹

𝜕𝑃

𝜕𝑦
≠ −

𝜕𝑄

𝜕𝑥
……… . . (0.5𝑝𝑡)

 

⟹Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées alors 𝑓(𝑧) n’est pas  holomorphe sur 

C… . . (0.25𝑝𝑡). 

b) Pour la fonction 𝑔(𝑧) : 

{
 
 

 
 𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 8𝑥     

𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 6𝑥 ⟹

𝜕𝑃

𝜕𝑥
≠
𝜕𝑄

𝜕𝑦
……… . . (0.5𝑝𝑡)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −8𝑦    

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 6𝑦 ⟹

𝜕𝑃

𝜕𝑦
≠ −

𝜕𝑄

𝜕𝑥
……… . . (0.5𝑝𝑡)

 

⟹Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées alors 𝑔(𝑧) n’est pas  holomorphe sur 

C… . . (0.25𝑝𝑡). 

Solution de l’Exercice N° 2: 

1) Pour le chemin 𝐶1 le demi cercle de centre (1,0) 𝑒𝑡  𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛 1   alors : 

𝑧 = 𝛾(𝑡) = 1 + 𝑒𝑖𝑡   … . . (0.25𝑝𝑡)  ⟹ 𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡  … . . (0.25𝑝𝑡)  𝑎𝑣𝑒𝑐          0 ≤ 𝑡

≤ 𝜋… . . (0.25𝑝𝑡) 
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𝑰𝟏 = ∫(𝑧
2 − 𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= ∫ ((1 + 𝑒𝑖2𝑡 + 2𝑒𝑖𝑡) − (1 + 𝑒𝑖𝑡)) × (𝑖𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡 … . . (0.25𝑝𝑡)

𝝅

𝟎

= ∫(𝑒𝑖3𝑡 + 𝑒𝑖2𝑡) × (𝑖𝑑𝑡)

𝝅

𝟎

= [
1

3
𝑒𝑖3𝑡 +

1

2
𝑒𝑖2𝑡]

𝟎

𝝅

=
1

3
(𝑒𝑖3𝜋 − 1)… . . (0.5𝑝𝑡) 

=
−𝟐

𝟑
… . . (0.5𝑝𝑡) 

2) Pour le chemin 𝐶2 le cercle de centre (1,0) 𝑒𝑡  𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛 1   , étant donné que 𝑓(𝑧) = (𝑧2 − 𝑧) est 

une fonction holomorphe sur C, en appliquant le théoréme de Cauchy … . . (0.5𝑝𝑡)alors : 

𝑰𝟐 = ∮𝑓(𝑧) = 0

𝐶2

… . . (1𝑝𝑡) 

On aura par la suite : 
 

𝑰𝟐 = ∮𝑓(𝑧) =

𝐶2

∫(𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧

𝐶1

+ ∫(𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧

𝐶3

= 𝟎… . . (0.5𝑝𝑡) ⟹ ∫(𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧

𝐶3

=
+𝟐

𝟑
… . . (1𝑝𝑡) 

 

Solution de l’ Exercice N° 3: 

 

𝑓(𝑧) =
1 + 𝑧8

𝑧4
𝑒𝑧 = 𝑓(𝑧) =

1 + 𝑧8

𝑧4
𝑒𝑧 = (

1

𝑧4
+ 𝑧4) (𝑒𝑧) 

 

On a 𝑒𝑧 = 1 + 𝑧 +
𝑧2

2
+
𝑧3

3!
+

𝑧4

4!
+

𝑧5

5!
+ ⋯+ ⋯… …… …… ……… . . (1𝑝𝑡) 

 

⟹ 𝑓(𝑧) = (
1

𝑧4
+ 𝑧4) (1 + 𝑧 +

𝑧2

2
+
𝑧3

3!
+
𝑧4

4!
+
𝑧5

5!
+ ⋯+⋯) 

= (
1

𝑧4
+
1

𝑧3
+

1

2𝑧2
+
1

3! 𝑧
+
1

4!
+
 𝑧

5!
+
𝑧2

6!
+ ⋯+⋯) + (𝑧4 + 𝑧5 +

𝑧6

2
+⋯) 

 

⟹ 𝑓(𝑧) =
1

𝑧4
+
1

𝑧3
+
1

2𝑧2
+
1

3! 𝑧⏟            
𝑃𝑎𝑟𝑖𝑒 𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙𝑒(0.5𝑝𝑡)

+
1

4!
+
 𝑧

5!
+
𝑧2

6!
+ ⋯+⋯

⏟              
𝑃𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒  𝐴𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒(0.5𝑝𝑡)

………………… . . (1𝑝𝑡) 

 La partie principale est finie  (𝑎−5 = 0)…(0.5𝑝𝑡) alors la fonction 𝑓(𝑧) =
1+𝑧8

𝑧4
𝑒𝑧 a un pôle d’ordre 

4en 𝑧0 = 0(0.5𝑝𝑡) 

 le Résidu de 𝑓(𝑧) en 0 est égal au coefficient 𝑎−1 de la série de Laurent: 

Res(𝑓, 0) = 𝑎−1 =
1

3!
 (1𝑝𝑡) 
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Solution: 

 

En appliquant Le théorème des résidus : 

𝐼 = ∮𝑔(𝑧)𝑑𝑧

𝐶

= 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑎𝑗)
𝑗

)… (0.25𝑝𝑡) 

 La fonction 𝑔(𝑧) =
𝐳𝟐

(𝒛𝟐+𝟏)(𝒛−𝟏)𝟐
= 𝐳𝟐

(𝒛+𝒊)(𝒛−𝒊)(𝒛−𝟏)𝟐
 a 3 pôles)… (0.25𝑝𝑡) :  

 deux pôles simples en 𝑧1 = −𝑖  𝑒𝑡 𝑧2 = 𝑖    et un pôle double en 𝑧3 = 1    

 Pour le cercle 𝐶: |𝑧| = 10, tous les pôles sont à l’intérieur de 𝐶)… (0.5𝑝𝑡), alors : 
 Le résidu de  𝑔(𝑧) au pôle simple  𝑧1 =   𝑖 : 

  

𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), 𝑖) = lim
𝑧→𝑖

[(𝑧 − 𝑖) ×
z2

(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 1)2
] = lim

𝑧→𝑖
[

𝑧²

(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 1)2
] =

1

4
)… (1𝑝𝑡) 

 Le résidu de  𝑔(𝑧) au pôle simple  𝑧2 = −𝑖 : 

  

𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), −𝑖) = lim
𝑧→−𝑖

[(𝑧 + 𝑖) ×
z2

(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 1)2
] = lim

𝑧→−𝑖
[

𝑧²

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 1)2
] =

−1

4
)… (1𝑝𝑡) 

 Le résidu de 𝑔(𝑧) au pôle double  𝑧3 =  1: 

𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), 1) = lim
𝑧→1

𝑑

𝑑𝑧
[(𝑧 − 1)2 ×

𝑧2

(𝑧2 +1)(𝑧 − 1)2
] = lim

𝑧→1

𝑑

𝑑𝑧
[

𝑧2

(𝑧2+ 1)
] 

= lim
𝑧→1

2𝑧

(𝑧2 +1)
2 =

1

2
)… (1𝑝𝑡) 

 

𝐼 = ∮
𝐳𝟐

(𝒛𝟐 +𝟏)(𝒛 −𝟏)𝟐
𝑑𝑧 =

|𝑧|=10

2𝜋𝑖 × (𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), 𝑖) + 𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), −𝑖) + 𝑅𝑒𝑠(𝑔(𝑧), 1)))… (0.5𝑝𝑡)

= 2𝜋𝑖 (
1

4
+
−1

4
+
1

2
) = 𝜋𝑖)… (0.5𝑝𝑡) 


