Chapitre 2 Analyse des systemes

Chapitre 2

Analyse des systemes

2.1 Introduction

L'analyse temporelle des circuits linéaires en régime transitoire nécessite la résolution
d'équations différentielles. Pour cela, nous allons introduire un outil mathématique puissant, la
transformation de Laplace.

Cette transformation permet d'associer, a toute fonction f (t), une fonction F(p) d'une
variable complexe p = g + jw. Elle permet de remplacer les opérations analytiques de
dérivation et d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété facilite la résolution
des équations différentielles.

2.2  Transformée de Laplace

Soit f(t) une fonction nulle pout t < 0. On appelle transformée de Laplace de f(t) (si

elle existe), la fonction de la variable complexe p définie :

F(p) =TL{F()} = [, " f() e™Ptdt 2.1

On note : f(t) — T , F(p)

I |

Original Image
Exemple :
) . . 0 si t<0ett=>t
- f(t) = é(t) : impulsion de Dirac : 6(t) = {limf_,o (%) i 0<t<rt (2.2)
As(t)
1
F(p) = TL{S()} = 1 '
0 7
Figure 2.1 Impulsion de Dirac
- f(t) = u(t) : échelon unité de Heaviside : u(t) = {(1) ;Z i i 8 Au() (1.3)
+00
F(p) = TL{u(t)} = f u(t) e Pt dt 1
0
= (TPt g = [~ Le-pt]™T o (=1) =2 >
F(p)= [, ePdt [pe ]0 O(p)p 5 >

Figure 2.2 Echelon unitaire

F(p) =TL{u(t)} = U(p) =% pour Réel(p) > 0
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0 si t<oO

- f(t) =r(t) = t.u(t) : rampe unité: r(t) = {t g >0

F(p) =TL{r(®)} = [ " t.e Pt dt

(2.4)

Atu(d
En utilisant I’intégration par partie :
Onpose:u ==t , dv=e Pt
du=1 , wv=eP/—p -
0 t

onsaitque: (wv) =uv+uv' = [w' =uww - [u'v

Figure 2.3. Rampe unitaire

+ oo t + oo + o0 1
F(p) = f t.e Pt dt = [——e-Pf] — f — e Ptdt
0 p 0 0 p
04 it ptgr = L[l L
0+ . fo e Ptdt . [ o ]0 -
1 7
F(p) =TL{r(t)} =R(p) = F pour Réel(p) > 0
;2 0 si t<0
- == : é *accélération: =1
f > .u(t) : échelon d’accélération: f(t) {% si t20 (2.5)
t
2 oo $2 B E u(t)
F(p) =TL {%.u(t)} = f0+ %.e Pt dt
En utilisant I’intégration par partie :
2 »
On pose : u = % , dv=e Pt 0 t
du =t ’ p = Pt /=p Figure 2.3. Echelon d’accélération
e~Pt]" +o0 , 1 1
F(p) = If(t) l + —f t.ePdt=0+-.TL{r(t)} ==
-rl, Pl p p?

1

F(p) =TL {g.u(t)} == pour Réel(p) > 0

- f(t) = Asin(wyt) : Signal sinusoidal

+ 00 + 00 eja)ot _ e—j(uot
F(p) = j ASin(th).e_pt dt = Aj - 'e_ptdt
0 0 2j

dt

+0o e(fwo—P)t —_ e_(jw0+p)t
—4 f _
0 2j

PO = i le.(jwo_p)t N ei(jwp)t oo
2j|Gwo—p)  (wo+p)],
Fo) = oo ] <
2jlp —jwo) (@ +jwe)l  p? + wi

Aw
F(p) = TL{Asin(wot)} =—5—- pour Réel(p) >0

0
p? + wi
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23

Propriétés de la transformée de Laplace
1. Linéarité

F(p) = TL{f(t)} _
6oy = Tiig(ey = THEfO+F.90} = F@)+5.6() (2.6)

2. Dérivation temporelle

F(p) =TL{f(®)} = TL{f'(©)} =pF(p) —f(0) (2.7)
Pour n=2: TL {%} = p?F(P) — pf(0) — f'(0)

Pour n=3: TL {%} = p3F(P) —p2f(0) —pf'(0) — f"(0)

D'une maniere générale

TL{f™ ()} = p"F(p) — p" ' f(0) = p" 2f'(0) — - = f"D(0) (2.8)
3. Intégration par rapport au temps

F(p) = TL{f (O} = TL{[; f()dt} = Z2 2.9)
D'une maniére générale

TL{fy [} o Jy f(0)E™} = pinTL{f(t)} = % (2.10)
4. Changement d'échelle des temps (a > 0)
F(p) =TLF®)} = TL{f (3)} = aF(a.p) 2.11)
5. Dérivation par rapport a p

F(p) =TLF®)} = TL{-tf (D} = =2 (2.12)
D’une maniére générale

TL{(-D"f(8) } = 2.13)

6. Translation (a > 0)

F(p) =TL{f()} = TL{e™*f()} =F(p +a) (2.14)

7. Théoréme du retard

Soit f(t) = 0 pour t < 0 (fonction causale)

F(p) =TL{f(t)} =TL{f(t —1}=e PTL{f(t} = e "PF(p) pour t=1 (2.15)

8. Théoreme du la valeur initiale

9. Théoreme du la valeur finale
lim Lo {f (t)} = f(00) = limp_o{pF(p)} (2.17)

10. Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Définition : le produit de convolution de deux fonctions f et g est :
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Yy =f®) xg@®) = [ f(©).g9(t - Ddr (2.18)
Alors
Y(p) = TL{f(2) * g(©} = F(p).G(p) (2.19)

2.4  Tableau de quelques transformées de Laplace

Le tableau suivant donne les transformées de Laplace de quelques fonctions.

Fonction f(t)avect =0 F(p)
1
Impulsion de Dirac 6(t)
1
Echelon unité u(t) —
p
1
Rampe t. u(t) —
p
n!
Puissance t" . u(t) 1
p
Exponentielle b.e %, u(t) b
pta
n at n!
t". e u(t) —_—
(p + a)™*?
Premier Ordre - a
1—e ). u(t —
(1=e™). ult) p(p +a)
Sinus . _ Wo
sin(wyt) . u(t) P2+ ol
Cosinus p
cos(wot) . u(t) P2+ ol
Sinus amortie @o

e Usin(wyt) . u(t) m

p+a
(p + a)? + wé

Cosinus amortie e~ cos(wyt) u(t)
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2.5  Transformée de Laplace inverse

Pour retrouver 1’originale d’une fonction F(p) donnée, on décompose cette fonction
(en général, une fraction rationnelle en p) en éléments simples dont en prendra 1’original dans
la table de transformation.
2.5.1 Méthode de décomposition

Soit une fonction F(p) de la forme :
N(p)

F(p) = D(p)

Chacune des valeurs de p qui annule soit le numérateur, soit le dénominateur, s’appelle une
racine. Chacune des valeurs de p qui annule le numérateur est appelée un zéro. Chacune des
valeurs de p qui annule le dénominateur est appelée un pole.
L’idée consiste alors a mettre I’expression du dénominateur sous forme d’un produit de
facteurs ou apparait chacune des racines :

D(p)=®-p)®—p2) (P —Px) - (P~ Pn)
Ceci permettra de décomposer F(p) sous la forme d’une somme de fractions simples. Dans
tous les cas qui vont suivre nous considérerons que :

deg (N(P) < deg (D(p)

Si ce n’est pas le cas, il faudra d’abord extraire la partie entiere par division polynomiale. Puis
traiter uniquement la partie fractionnaire. Deux cas se présentent donc :
Cas 1 : tous les poles p, sont des racines simples (distinctes) :

Dans ce cas la forme décomposée de F(p) sera :

F(p)=i+i+'"+ Ak + ot An

(2.20)
p-P1  P-P2 P-Pk P=Pn

Chaque coefficient A est obtenu par :

Ay = limy_p, (p — P)F (P) (2.21)
et la solution dans le domaine temporel est :

f(t) = AjePt + AjePzt + - + Ay ePkt + -+ A, ePrt avect > 0
Cas 2 : il existe un pole p, qui est une racine de multiplicité m:

Dans ce cas la forme décomposée de F(p) sera :

_ A Ap A; An
Fo) = p—p1  (P—p1)? oot (r-pr)' oot (p—p)" (2.22)
Chaque coefficient A; est obtenu par :
1 . dm—i
Ai = gl s (p — )™ F () (2.23)
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Cas 3 : Cas ou le degré du numérateur est é€gal a celui du dénominateur
Dans le cas ou le deg (N(P)) = deg (D(p)), avant de décomposer la fonction en éléments
simples, on doit d’abord effectuer une division euclidienne de son numérateur sur son

dénominateur.

Exemple 1 (Casl)

Déterminer la transformée de Laplace inverse de la fonction :

1
F(p) =
RN [y
Solution
1) Mettre le dénominateur sous forme de produit :

1 1
P+3)@?+3p+2) (@+3)p+2)(@+1)

F(p) =

2) Mettre F(p) sous la forme d’une somme de fractions partielles :

F(p) = 1 _ a N b N C
P+ +200+D) (@+3) (@+2) @+1)

3) Calcule de la valeur de chaque coefficient :

1 1
a_hm(p+3)F(P)_lmg(p+2)(p+1) 2
1

b= hm (p + 2)F(p) = 11

2(p+3)(p+ 1
1 1

c= hm ('p+1)F(P) 3(p+3)(p+2) "2

4) Exprimer la solution en p:

1 1/2 -1 1/2
F(p) = / /

P+ +Dp+D (@+3) (p+2) (Gp+D)

5) Exprimer la solution dans le domaine temporel :

1 1
£) = —e 3t _ =2t L _ -t
f() 2e e +ze

Exemple 2 (Cas2)

Soit a trouver la solution dans le domaine temporel de :

3 2
p° —4p° +4
F(p) =
p’(p—2)(p—1)
Solution
p’P—4p*+4  a; aq b c

)= -0 p 2 -2 -1

La détermination des coefficients va donner le résultat suivant :
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p3 —4p? +4
Sp-p-1

a, = hm p?F(p) = hm

1 d —4p% + 4
'llm—(sz(p)) = llm—( P’ — 4 > 3

“TT odp\(p—2)(p— 1)
3 2
. . p’—4p+4
lim(p — 2)F(p) = lim 20— 1)
3 2
. . p’—4p°+4
= —1F() =lim————— = —1
¢=lim(p = DFP) =lIm=—57-"—5
pd—4p>+4 3 2 —1 —1

F(p) =

P2r-2p-1) » P2 -2 -1

la solution dans le domaine temporel :

f(t) =3+ 2t —e? —¢t
Exemple 3 (Cas3)

Soit a trouver la solution dans le domaine temporel de :

2p2+8p+5

F(p) =
+2@+1)

Solution
1) Effectuer la division Euclidienne :
2p®+8p+5 2p+1
F(p) = e P =2 T
P+2D@P+1) P+2D@P+1)

2) Mettre F(p) sous la forme d’une somme de fractions partielles :

2p+1 _ a b

) =24 30+ 2t e+ o D

3) Détermination des coefficients de F(p): :
-1
+
+2) (@+1)

4) Exprimer la solution dans le domaine temporel :

F(p) =2+

f(t) =26()+3e 2t —et
2.6  Analyse temporelle

2.6.1 Systeme du premier ordre

Un systeme est dit du premier ordre s’il est régi par une équation différentielle de
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premier ordre telle que :
ds(t)
dt

avec : e(t) et s(t) représentent respectivement I’entrée et la sortie du systeme. En supposant

T. + s(t) = k.e(t) (2.24)

que les conditions initiales soient nulles (CI=0), il est possible de calculer la fonction de
transfert G(p) du systeme en appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de
I'équation (4.1):

T.[pS(p) —s(0)] + S(p) = K.E(p)
St +1] =K.E(p)

Sp) K
E(p) 14 ™
G(p) = T+ (2.25)

Les parametres de la fonction de transfert ou du systeme sont alors :
K : Gain statique
T: Constante de temps

a) Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle d’un systéme est sa réponse a I’'impulsion de Dirac §(t).

Elle caractérise aussi I’identité du systeme.

E(p) G(p) S(p)

e(t) =6() =E@p) =1

Donc

K K
1+t 1+

S(p) = E(p).

La sortie temporelle correspondante s(t) s’écrit :

=TL1{=x T ——
1+ ‘L'p} T 1 1

s() = TL-l{
p+z p+=

K K
T

En consultant une table de Transformée de Laplace, on voit que 1'originale est :

K t
s(t) = ?e_? pourt >0 (2.26)

La courbe correspondante est donnée par la figure ci-dessous :
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s(t)
K/t

0.37K/t

0.05 K /T|rorr A
0 T 3T

~Vv

Figure 2.4 Réponse impulsionnelle d’un systeme du premier ordre

Les points particuliers de cette réponse sont:

& Point de départ: en utilisant le théoréme de la valeur initiale

K
s(0) = plir;ﬁw pS(p) = -
& Point d’arrivés: en utilisant le théoréme de la valeur finale
s(e) = Zlgigg) pS(p) =0
b) Réponse indicielle
La réponse indicielle d’un systeme est sa réponse quand un échelon d’amplitude unité
est appliqué a son entrée. La réponse indicielle nous renseignera sur le comportement du

systéme en régime transitoire.

Dans ce cas-la :

e(t) = u(t) =:Hm=%

Donc
1 K X
S) = E(p) =—X =—7=
1+ 1+ 1
P Topp+D)
La sortie temporelle correspondante s(t) s’écrit :
K K 1 K
= T -1
s(t) = T —X b= ?TL_l — 1 = ?TL_l -+ 1
p(p+3) p(p+2) P+

1 a b T —T

_ =4 = _
P+ P oD P (o)

K T -7 K -K
s(t) = ?TL‘1 —+ =TL 1=+

Pp+) P+

En consultant une table de Transformée de Laplace, on voit que 1'originale est :

s(t) =K <1 — e_g ) pourt >0 (2.27)
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La courbe correspondante est donnée par la figure ci-dessous
s(t) A 5% t— o0

Régime permanent

Régime transitoir

1
1
1
|
|
d
|
1
1

»
>
t

Figure 2.5 Réponse indicielle d’un systeme du premier ordre

Les points particuliers de cette réponse sont:
& Point de départ: en utilisant le théoréme de la valeur initiale

s(0) = lim pS(p) =0
p—+0o0
& Point d’arrivés: en utilisant le théoréme de la valeur finale
s(0) = limpS(p) = K
p—)
Temps de réponse t, du systeme : temps au bout duquel la réponse indicielle atteint

0.95 s(©). C’est le temps de réponse a 5% :
(2.28)

Remarque : Le signal de sortie atteint 63% de la valeur finale en T unités de temps.

Temps de montée t,, : temps au bout duquel la réponse passe de 0.1s(c0) a 0.9 s(0).
tn =~ 2,27 (2.29)
On constate donc que la sortie s(t) atteint pratiquement le régime permanent au bout

d'un temps qui dépend de la constante T . Cette constante T, appelée constante de temps,

caractérise donc la rapidité du systéme a atteindre son régime permanent.

c) Réponse a une rampe
Supposons que le systeme du premier ordre soit excité par un signal de type rampe :
Dans ce cas-1a :
1
e(t) =r(t) =t.u(t) =>E(p) = p—z
Donc
K
K K T

1
)

S(p) = E(p) X =
1 1 1
+1p p +1p p2(p + ?)
—1tK K K

S(p) ==+ b +—= +—+
pP)=_—-T43 = 2
PP e PP il
La sortie temporelle correspondante s(t) s’écrit :
Dr. IDIR A.
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K
= -1tk K K
s(t) =TL 1 —F— T =TL M —+—=+ -
P (p+7) PP+

En consultant une table de Transformée de Laplace, on voit que I'originale est :
t
s(t) =K (—T +t+te T ) pourt =0 (2.30)
La courbe correspondante est donnée par la figure ci-dessous

s(tp
s1(t)
¢ £

t
50

0 >
t

Figure 2.6 Réponse a une rampe d’un systeme du premier ordre

L’écart &, en régime établi, entre I’entrée et la sortie vaut +oosi K < 1, —osi K > 1

etTsi K = 1.1l est baptisé erreur de trainage lorsque K = 1.
En général : erreur de trainage :

£ = Kt (2.31)

Donc, un systeme du 1% ordre suit les variations linéaires de 1'entrée avec un certain

retard, d'ou leur nom de systeme a retard.
2.6.2 Systeme du second ordre

Un systeme est dit du second ordre s’il est régi par une équation différentielle de second
ordre de la forme :

1 d?s(t) N 20 ds(t)
wi dt? = w, dt

+ s(t) = Ke(t) (2.32)

En supposant que les conditions initiales soient nulles, il est possible de calculer la
fonction de transfert G(p) du systeme en appliquant la transformée de Laplace aux deux
membres de 1'équation (2.32):

1 . 2
—[p5®) = ps(©) = 5] + - [pS() — (O] + 5¢) = K-E )

O 12, % 1|S(p) =K.E
(w—gp +w—0p+ > (») =K.E(p)

K
G(p) = (2.33)
EE
wg'p +w0p+1
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Avec :

K : le gain statique, ¢ le facteur ou coefficient d’amortissement et wgla pulsation naturelle.
Comme le dénominateur de la fonction de transfert est d’ordre 2, il est nécessaire

d’‘etudier le lieu de ces racines afin de connaitre le comportement du systeme. Le

discriminant du dénominateur est :

A= %((2 —1) (2.34)
Wo

1 2
Donc : D(p) =w—gp2+w—ip+1 =@ -p)®-p2)

Pour { > 1
Les polyndmes p; et p, sont deux racines réelles négatives ou positives
= Le systeme est stable. (Régime sur amorti).
La réponse est alors qualifiée d’apériodique puisqu’elle ne présente aucun dépassement
relativement a la valeur finale. Plus le facteur d’amortissement est grand, plus le temps de
réponse est conséquent.
Pour ( =1
Les polyndmes p; et p, sont deux racines doubles
= Le systeme est juste oscillant. (Régime amorti critique).
I1 s’agit d’une réponse apériodique la plus rapide. C’est le régime apériodique critique.
Pour { <1
Les polyndmes p; et p, sont deux racines complexes
= Le systeme est instable. (Il oscille : amortissement sur critique).
NB : -si { < 0.7 : Systemes oscillants (Les oscillations sont visibles)
- si { > 0.7: Pas d’oscillations.
a) Réponse indicielle
Soit un systeme linéaire du deuxieme ordre. L’entrée du systeme est un échelon

e(t) = 1.

S(p) K
G(p) = =
E 1 2¢

Discussion suivant la valeur de ¢ :

Casl:(>1
1 2{
Ona:D(p)=w—%p2+w—0p+1=(P—P1)(P—Pz)

Avecpy = —(wo++/{?—1 etp, = —(wy—+/7%?—1
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Le systeme est stable si les poles p; et p, sont négatifs, ce qui correspond a la condition
> 1.
Comme p; X p, = w3 ,etona
K
(1+7p)(1 + 72p)

La fonction de transfert du systeme du 2e ordre apériodique est équivalent a la mise en

G(p) =

série de deux systemes du ler ordre de constantes de temps :

1 1
=—- et =
D1 D2
S _ K
G(p) = E(p) A+ +1,p)
1 K
= S(p) ==

X
p (A+7,p)A+12p)

La réponse temporelle s(t) correspondante s’ “ecrit :

-t -t

s(t) = K. [1 1 (Tlea = Tzea)] pourt =0 (2.35)

71— T2

Avec :

2¢ 1
T1+T2:_ et T1XT2:_

(Oh)

g
oN

Cas2:{=1

. 1
Les racines sont doubles p; , = —wg = —=

Ona:D(p) =wigp2 +i—ip+ 1=(1+1p)?
S@) = X

p (1+7p)?

La réponse temporelle s(t) correspondante s’ “ecrit :

s() =K.[1—(1—wyt) e”®*t] pourt=>0 (2.36)
Cas3: (<1
Les racines sont doubles sont complexes conjuguées :
pr = —(wo +jwe /(P =1 etp, = —{wy — jwey /T2 — 1
Le systeme est stable si Re(p;) < Oet Re(p;) < 0, soit0 <{ < 1,0na:
K Kw}

2¢ )z'p(p2+26w p + w?)
2 0 0
p(wgp TP t1

p? + 2{wep + w§ = (p — p1)(® — p2)

S(p) =

Asservissement & régulation Dr. IDIR A. 25



Chapitre 2 Analyse des systemes

La réponse temporelle s(t) correspondante s’ “ecrit :

s(t) =K. [1 — Jll__qze‘(“’otsin(wpt + (p)] pourt =0 (2.37)

Avec w, = wgy/1—J? et @ =arctg (—1;{2) = arccos({)

La courbe de s(t) est une sinusoide amortie.

D‘ -
/AN %
KE y LS— Y
T— v 00|
! D 1 -5%
| R A ]
I i
l i ]
I :
I t
1 H E
| I
! i
I 1 4
1 1
I i
l 1
00 tpic 1

Figure 2.7 Réponse oscillatoire amortie d’un systeme du second ordre
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