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Chapitre 2 : Comparaison de deux moyennes

Plan du cours

I- Grands échantillons— Test de 1’écart réduit
I1- Petits échantillons— Test de Student
[11- Comparaison de deux variances — Test F de Snedecor

1. Test Z (€) ou de ’écart réduit
Le test Z : comparer des parametres en testant leurs différences
Utilisé pour comparer :
— Une moyenne observée a une moyenne théorique
— Deux moyennes observées

e Principe du test Z
Deux parametres de 2 échantillons que I’on désire comparer :
—HO : Les paramétres des populations d’ou sont issus les 2 échantillons sont identiques
—H1 : Les paramétres sont différents

» On compare les 2 paramétres par leur différence A
« A est une variable aléatoire
* Si HO est vrai alors A est proche de 0 :
— Si HO est vrai et que I’échantillon est de taille suffisante
— La division de A par son écart type suit une loi Z normale centrée réduite de moyenne 0 et
d’écart type 1
* Letest Z consiste :
— a estimer 1’écart type de la différence sd
— a calculer I’écart réduit zo = |A| / sd
— a comparer cette valeur a la distribution théorique de la loi Z
— On utilise la table Z
* Condition d’application :
Effectif de chaque échantillon > 30

e Interprétation du test Z
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* Aurisque 0 =5% :
* Si la valeur observée zo < 1,96— on ne rejette pas HO
— On ne peut pas affirmer que les échantillons proviennent de populations différentes
— la différence entre les parameétres n’est pas significative
* Si la valeur observée zo > 1,96— on rejette HO
— On accepte H1 en affirmant que les échantillons proviennent de populations différentes
— On affirme que la différence entre les paramétres est significative

e Utilisation du test Z

1- Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique
On compare une moyenne observée dans un échantillon a une moyenne connue dans la
population de référence

* Variable quantitative
* Parametre étudié moyenne
 Hypotheses

—HO:M=p

—Hl:M#u

1 : moyenne théorique connue de la population de référence

M : moyenne inconnue de la population d’ou est issu I’échantillon
* Conditions d’applications:

Taille de I’échantillon > 30

» Calculde Z
m— u
P

-

~ 7l

Formulation

— u : moyenne théorique connue de la population de référence

—m : moyenne observée de 1’échantillon

— s : écart type de I’échantillon

—n : effectif

Interprétation

Z0 < 1,96 — Ho non rejetée — M n’est pas significativement différente de p
Z0 > 1,96 — Ho est rejetée — M differe significativement de p

Exemple n°1:

Lors d’une enquéte sur la durée de sommeil des enfants de 2 a 3 ans dans un département
frangais, on a trouvé une moyenne du temps de sommeil par nuit de 10,2 heures dans un
groupe de 40 enfants. L’écart type est 2,1 heures.

La moyenne du temps de sommeil est de 11,7 heures chez les enfants de cet age.
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- Ladurée de sommeil des enfants de ce departement différe-t-elle du temps de sommeil

des enfants de cet 4ge?

Solution n°1:

e HO : les enfants de ce département dorment autant que ceux de la population

« HL1: la durée de sommeil des enfants de ce département est différente

«Z0=(11,7-102)/(2,1/N 40)= 4,5
*45>1,96 —On rejette H) — DS

La population des enfants examinés présente un temps de sommeil significativement

différent de la population générale.

3® Quantiles de la loi Normale (bis). — 51 Z est une va-
riable aléatoire suivant la loi normale A0, 1), la table
donne, pour o fixé, la valeur zy_ 5 telle que

N E = z—am) = o

Amsi, zy_ 400 est le quantile d'ordre 1 — /2 de la lm

normale A0, 17. Ff 0 F1—of2
a | 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0.0 ¥ 2,5758 | 2,3263 | 2,1701 | 2,0537 | 1,9600 | 1,8808 | 1,8119 | 1,7507 | 1,6954
0,1 | 1,6449 | 1,5082 | 1,5548 | 1,5141 | 1,4758 | 1,4395 | 1,4051 | 1,3722 | 1,3408 [ 1,3106
0,2 | 1,2816 | 1,2536 | 1,2265 | 1,2004 | 1,1750 | 1,1503 | 1,1264 | 1,1031 | 1,0803 | 1,0581
0,3 | 1,0364 | 1,0152 | 0,9945 | 0,9741 | 0,9542 | 0,9346 | 0,9154 | 0,2065 | 0,8779 [ 0,8506
0.4 | 0,8416 | 0,8239 | 0,8064 | 0,7802 | 0,7722 | 0,7554 | 0,7388 | 0,7225 | 0,7063 | 0,6003
0,5 | 0,6745 | 0,6588 | 0,6433 | 0,6280 | 0,6128 | 0,5078 | 0,5828 | 0,5681 | 0,5534 [ 0,5388
0,6 | 0,5244 | 0,5101 | 04959 | 04817 | 04677 | 04538 | 0,4399 | 04261 | 0,4125 | 0,3080
0,7 | 0,3853 | 0,3719 | 0,3585 | 0,3451 | 0,3319 | 0,3186 | 0,3055 | 0,2924 | 0,2793 | 0,2663
0.8 | 0,2533 | 0,2404 | 0,2275 | 0,2147 | 0,2019 | 0,1801 | 0,1764 | 0,1637 | 0,1510 [ 0,1383
0,9 | 0,1257 | 0,1130 | 0,1004 | 0,0878 | 0,0753 | 0,0627 | 0,0502 | 0,0376 | 0,0251 [ 0,0125
¥ 10-# 101 10-* 108 107 10-® 10
21— a2 3,2905 3,8006 44172 4,8016 5,3267 5,7307 6,1004
Eremples. — Pour « = 0.5, on trouve z = 0,6745 ; pour o = 0,25, on trouve z = 11503 ; pour

z = 4,8016.

a = 107% on trouve

2- Comparaison de deux moyennes observées
On veut comparer les moyennes observées dans deux échantillons

* Parametre étudié

« Hypotheses
—HO : pl=p2
—Hl:pl#p2

moyennes

plet u2 : moyennes inconnues des deux populations d’ou sont tirés les échantillons

* Conditions d’application :
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Effectif de chaque échantillon > 30
Calcul :

Formulation

—m1 et m2 : moyennes observées des 2 échantillons

—s2 1 ets?2: variances des 2 échantillons

—nl et n2 : effectifs des 2 échantillons

Interprétation

Z0 < 1,96 — Ho non rejetée — p1 n’est pas significativement différent de p
Z0>1,96 — Ho est rejetée — a1 différe significativement de po

Exemple n°2:
On désire comparer la pression artérielle diastolique d’un groupe de sujets sains et d’un
groupe de sujets atteints de drépanocytose. Une étude donne les résultats suivants :

Effectif (n) Pression artérielle Variance (s?)
diastolique
Sujets sains a8 70,1 10,8
Sujets 85 61,8 6,9
drépanocytaires

- Lapression artérielle des sujets drépanocytaires différe t- elle de celle des sujets sains
n
Solution n°2:
* HO: les pressions artérielles sont identiques
« HI : la pression artérielle est différente chez les sujets drépanocytaires
« Sd =(10,8/88) + (6,9/85) = 0,45
*Z0=(70,1-61,8|)/0,45=18,4
* 18,4> 1,96 : on rejette HO — DS
La pression artérielle des sujets drépanocytaires est significativement différente de celle des
sujets sains.

%8 8§ <W

2. Test de Student
Lorsque la taille des échantillons est faible (n<30) le rapport entre les différences de leurs
moyennes et 1’écart type ne suit pas une loi normale centrée réduite Z
On utilise alors le test T de Student
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* Le test de Student sert a comparer :
— Une moyenne observée a une moyenne théorique
— Les moyennes observées de 2 petits échantillons

* Principe : idemaZ
* On calcule la différence A entre les moyennes
* On estime 1’écart type sd de la différence A
* On calcule to=|A| / sd
* On compare cette valeur a la distribution théorique de la loi T de Student
* On utilise la table de la loi T

e Conditions d’application :
— Utilisable si petits effectifs
— Mais la distribution de la variable dans les populations doit étre normale
— Et les populations doivent avoir des variances identiques
* Soit on le sait
* Soit on le teste (test F de comparaison de 2 variances)

e Interprétation du test T
Au risque o =5% :
—to < Ta la différence entre les paramétres n’est pas significative
—to > Ta la différence entre les parametres est significative

e Utilisation de latable T

La table de T est plus difficile a utiliser que la table de Z
* [l y a autant de table de T que de degré de liberté
ddl c’est I’effectif d’un échantillon - 1

— Pour 1 échantillon : ddl =n-1

— Pour 2 échantillons : ddl = (n1- 1) + (n2 - 1)
* En ligne les valeurs possibles de ddl
* En colonne les valeurs de o

Repérer la ligne correspondant au degré de liberté

* Repérer la valeur Ta dans cette ligne

— Si la valeur calculée to < a Ta — on ne rejette pas HO

— Si la valeur calculée to > a Ta — on rejette HO et on accepte H1

1- Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique

On compare une moyenne observée dans un échantillon de petite taille
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a une moyenne connue dans une population de référence

* Variable quantitative
* Parametre étudié moyenne
* Hypotheéses:

—HO : M=p

—H1l:M#pu

u : moyenne théorique connue de la population de référence
M : moyenne inconnue de la population d’ou est issu 1’échantillon
* Condition d’application :
La distribution de la variable doit étre supposée normale dans la population d’ou est issu
I’échantillon

 Calcul:

— U
r=" / avecddl=n-1
S

Jn

» Formulation
— u : moyenne théorique connue de la population de référence
—m : moyenne observée de 1’échantillon
— s : écart type de I’échantillon
—n : effectif
—ddl : degré de liberté

Interprétation

to < ta — Ho non rejetée — M n’est pas significativement différente de p
to > ta — Ho est rejetée — M differe significativement de p

Exemple n°3:
Dans un échantillon de 18 sujets suspects d’étre atteints de trypanosomiase, on mesure la
quantité de protéines dans le liquide céphalorachidien. On trouve dans ce groupe une
protéinorachie moyenne de 460 mg/l avec un écart type de 280 mg/I.
Dans la population générale, la proteinorachie est en moyenne de 300 mg/l.
- On se demande si ce groupe de sujet présente une protéinorachie différente de la
normale ?
Solution n°3:
« HO: la protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase ne differe pas de celle de la
population générale
« H1: la protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase est différente de celle de la
population
*n<30:TestdeT
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« Condition d’application : on suppose que la protéinorachie est distribuée normalement
chez les sujets atteints de trypanosomiase

* t0 = (460 — 300) / (280 /18 ) =2,4

« ddl =17

e Tapour 17 ddl =2,11

*2,4>211:onrejette HO — DS

La protéinorachie des sujets atteints de trypanosomiase est significativement différente de
celle de la population.
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51 T est une vanable aléatowre swvant Ly b de Stu-
dent @ v degres de hherte, la table donpe, pour o Gxe,
la waleur &y, o telle que

| T f| = k.

Ams, f1 o0z est le guantilde d'ordre 1 @2 de b los de
Stwdent 3 v degres de hherde.

=T 0ol | 056 | 0,300 | 0200 | 0,100 | 0,050 | 0,020 | 0010 | 0,001
1 | 0,1584 | 1,0000 | 1,9626 | 30777 | 6,3138 | 12,7062 | 51 5205 | 63,6567 | 6366109
a | n,1421 | 08165 | 1,382 | 1,8856 | 20000 | 43027 | 60646 | 08ME | 31,500
3 | 0,1386 | 0,7640 | 1,2498 | 16377 | 2,3534 | 23,1824 | 45407 | 58400 | 12,9240
4 | 01338 | 0,7407 | 1,1806 | 15332 | 21318 | 27764 | 37460 | 4601 | &6103
s | 0,322 | 0,7267 | 1,1558 | 1,4750 | 20150 | 25706 | 39640 | 40921 | 62688
6 | 01311 | 0,7176 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 24460 | 31427 | 37074 | 59588
7 | 0,1308 | 0,7111 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8046 | 23646 | 20930 | 34005 | 54079
g8 |0,1297 | 07064 | 1,0081 | 1,3068 | 18505 | 29060 | 28085 | 33554 | 50413
o |0,1293 | 07027 | 1,0007 | 13830 | 18391 | 22622 | 28914 | 32408 | 47809
10 | 0,280 | 06008 | 1,0081 | 13722 | 1,813 | 22981 | 27838 | 31603 | 45880
11 | 0,1286 | 06074 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7050 | 22000 | 27181 | 30088 | 4,4370
12 | 0,128% | 06055 | 1,0832 | 13562 | 17823 | 21788 | 26810 | 30545 | 4,9178
13 | 0,281 | 06038 | 1,0785 | 13502 | 1,7700 | 2,160 | 26503 | 30123 | 42908
14 | 0,220 | 0,6024 | 1,0753 | 13450 | 1,7613 | 21448 | 25245 | 20768 | 41405
15 | 0,278 | 0,6012 | 1,0735 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1314 | 2.6ms | 20467 | 4,078
16 | 0,277 | 06001 | 10711 | 13968 | 17450 | 21100 | 25835 | 28%8 | 40150
17 | 0,127 | 06802 | 10600 | 13934 | 17906 | 21008 | 25660 | 2802 | 90651
13 | 0,1274 | 06884 | 1,0672 | 13904 | 17341 | 20000 | 25524 | 28784 | 39216
19 | 0,0274 | 06876 | 1,065 | 1,3277 | 1,7201 | 20080 | 25905 | 28600 | 43,8834
30 | 0,1273 | 0,6870 | 1,0640 | 1,3253 | 1,7247 | 20860 | 25230 | 28453 | 38405
21 | 0,1272 | 06864 | 1,0627 | 1,5292 | 1,7207 | 2070 | 25176 | 2894 | 38108
22 | 0,1271 | 06858 | 1,0614 | 1,3212 | 1.7171 | 20730 | 25083 | 28188 | 87001
23 | 0,1271 | 0,685 | 1,0608 | 1,3195 | 1,7139 | 20687 | 24900 | 28073 | 3 7676
34 | 0,1270 | 0,6848 | 1,0508 | 1,3178 | 1.,7100 | 20630 | 2492 | 27060 | 3 7454
25 | 0,1260 | 06844 | 1,0584 | 13163 | 17081 | 20505 | 24851 | 27874 | 2,7351
% | 0,1260 | 06840 | 1,0575 | 1,3150 | 1,7056 | 20585 | 24786 | 27787 | 8,7066
o7 | 0,1268 | 06837 | 1,0867 | 1,3197 | 1,7083 | 20518 | 24727 | 27707 | 49,6806
23 | 0,1268 | 0,6834 | 1,0560 | 1,5125 | 17011 | 2484 | 24671 | 27633 | 36730
2 | 0,1268 | 0,6830 | 1,055% | 1,3114 | 16001 | 20452 | 24690 | 27564 | 36504
W | 0,267 | 0,6828 | 1,0547 | 1,3104 | 1.6073 | 20423 | 24573 | 27500 | 3,6480
40 | 0,1265 | 06807 | 1,0500 | 13091 | 16830 | 20211 | 24235 | 275 | 35510
B0 | 0,1262 | 06786 | 1,0455 | 1,2058 | 16706 | 20008 | 23001 | 26603 | 94602
g0 | 0,i261 | 06776 | 1,0432 | 12002 | 16641 | 10001 | 23730 | 26387 | 94163
120 | 0,1250 | 0,6765 | 1,0400 | 12835 | 1.6577 | 10700 | 23578 | 26174 | 3373s

Lorsque 1 v, by o est e guantile dlordre 1 a3 de I bod noomale 470, 1),

2- Comparaison de 2 moyennes observées
On veut comparer les moyennes dans 2 échantillons de petite taille
* Parametre étudié moyennes
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* Taille de I’échantillon au moins un inférieur a 30

 Hypotheses:
—HO : pl=p2
—H1:pl#u2
u1 et po : moyennes inconnues des deux populations d’ou sont tirés les échantillons
* Conditions d’application :
— Les distributions de la variable dans les populations d’ou sont tirés les échantillons doivent
étre normales
— Les variances des deux populations d’ou sont tirés les échantillons doivent étre égales

Calcul det:
Estimation de la variance commune aux deux échantillons:

S* = [(n4-1).8% + (n2-
1).S%,]/ (n1 + ny)-2

Ecart type de la différence A = pl - p2 par:

Sd =+ (S% n,)+(S%
ny)

to= | p1-p2 |/ Sd

Formulation
—ml et m2 : moyennes observees des 2 échantillons
— 521 et s22 : variances des 2 échantillons
—nl et n2 : effectifs des 2 échantillons
—ddl : degré de liberté
Interprétation
to < ta — Ho non rejetée — pl n’est pas significativement différent de p2
to > ta — Ho est rejetée — pl différe significativement de p2
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Exemple n°4:

On a mesuré un marqueur biologique chez 2 séries de sujets, I’une composée de sujets sains,
I’autre de sujets atteints d’hépatite alcoolique. L’étude a trouvé les résultats suivants:

Effectif (n) Moyenne du Ecart type
marqueur (g/l)
Sujets sains 15 1.6 0,19
Sujets alcooliques 12 1.4 0.21

- On veut comparer les 2 populations.
Solution n°4:

« HO: la valeur moyenne du marqueur est identique dans les 2 populations
* H1: la valeur moyenne du marqueur est différente chez les sujets atteints d’hépatite
alcoolique
*n<30:testde T
 Condition d’application : on suppose que :

— le marqueur se distribue normalement dans les 2 populations

— Les variances des 2 populations sont égales
*$2=1(15-1) x (0,19)%? + (12-1) x (0,21)?]/(15+12-2)=0,04
«Sd=(0,04/15)+ (0,04 / 12) = 0,077
«to=(1,6-1,4)/0,077 = 2,60

e ddl=15+12-2=25
* Ta pour 25 ddl = 2,06
*2,6>2,06: on rejette HO — DS
Les malades atteints d’hépatite alcoolique présentent une valeur du marqueur
significativement différente de celle des sujets sains.

3- Comparaison de deux variances

Prenons I’exemple suivant:
* On dose I’hémoglobine sanguine de 20 garcons et de 12 filles pris au hasard dans une
population de jeunes agés de 13 a 15 ans.
* Pour les gargons,on trouve
14,00 14,71 14,02 14 20 14 00 14,30 14,70 15,10 15,00 15,60 16,20 16,40
15,40 15,52 16,50 16,10 16,70 17,17 16,41 15,75
» Pour les filles,on trouve
12,12 12,10 11,90 13,20 13,10 13,50 13,40 14,80 13,50 13,88 14,00 14,60
- Peut-on accepter I’hypothése selon laquelle I’hémoglobinémie moyenne est la méme
chez les gargons et chez les filles?

10
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* On supposera que les teneurs en Hb, X et Y,(respectivement chez les gargons et chez
les filles ) sont des variables normales.
11 s’agit ici d’échantillon de petite taille. n; =20 et ny = 12
Il faut vérifier, avant d’appliquer le test de Student , I’égalité des variances.

Comment comparer les variances?

*  On teste I’hypothése HO : 621 = 62,
62, et 62, étant les variances (vraies) respectives des variables.
* Pour comparer 2 variances calculées sur des échantillons indépendants, on utilise le
test F de Snedecor.
« Onforme le rapport FO = S2; / S?;, en mettant la plus grande variance au numerateur.
» Cerapport FO est comparé a la valeur Fa lue sur la table de Fisher a ddl1 =k1 =(n 4 -
1) etddl2 = k2 = (n,—1) au point 2,5%

* Si F0>Fa — HO est rejetée , les variances sont significativement différentes.
* Si FO < Fa — HO n’est pas rejetée, on peut supposer 1’égalité des variances.
Dans notre exemple
* m,=1540 et m , =13,34
$?, = 0,968 et $?, =0,870
« Donc F0=0,968/0,870 =1,11
» Lalecture sur la table de Fisher a (19,11) ddl donne au point 2,5%
Fo = 3,33 pour (15,11) ddlI
Fa = 3,23 pour (20,11) ddl
(19,11) étant intermédiaire entre (15,11) et (20,11) et 1,11 < 3,23
» Nous pouvons affirmer au seuil 0=5% que I’hypothése o2; = 62, ne peut étre rejetée.
La comparaison des moyennes est alors possible en utilisant le test de Student

Les références:
» Schwartz D. Méthodes statistiques.1992
« Ancelle T. Statistique Epidémiologie. Edition 2002
« Bayat S. Introduction a la Biostatistique. Université de Rennes.2009-2010
» Bezzaoucha A. Tests statistiques en science médicales.édition 2004
« Abrouk S. Biostatistique. INSP octobre 2005
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