Université de M'sila Le : 08 /06/2023
Faculté des sciences Durée : 1h30
Département de Physique

Examen de Rattrapage de : Fonction de la variable complexe (MATH4)

Exercice N° 1: (6pts)

1) Démontrer que la fonction f(z) = cos(iz) est holomorphe sur C.

2) Déduire sa dérivée.

Exercice N° 2: (6 pts)

1) Chercher la série de Laurent de la fonction f(z) = zzsinécosﬁ autour

de pointz =0
2)Indiquer le type de singularité de O
3)Déduire le Résidu de f(z) en O (Res(f,0))

Exercice N° 3 : (8 pts)
Calculer les intégrales :

jg Z Arctgz

dz , ¢ ——d
2Z+1%7 (z—1)2 z
C C

Ou C est le cercle |z| = 10

Bonne Chance
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Correction de I'Examen de Rattrapage

Solution de ’exercice N° 1:

f(z) = cosiz =cos(ix —y) = cosixcosy + sinixsiny ........... (0.5pt)
avec : sinix = ishx........(0.5pt)et cosix =chx ...........(0.5pt)
= f(z) =chxcosy +ishxsiny.........(1pt)
P Q
op _9Q
f(2) holomorphe & f(z)vérifiée les conditions de Cauchy — Riemann : {agx agQ ............ (0.5pt)
oy~ ox
(o = sh _ % 0.5pt
o shxcosy = 3y ceevee e (0.5p0)
1P hxsiny = - 22 0.5pt
kay_ chxsiny = 9% vervee e (0.5p0)

= Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiée alors f(z)est holomorphe, et sa dérivée égale a :
: oP .00 . . o :
f(z2)= a(x,y) + La(x,y) =shxcosy +ichxsiny =i(—ishxcosy+chxsiny) .. (1pt)

= f'(z) = i(cosixsiny — sinix cosy) = —isin(ix — y) ... ... ..... (0.5pt)

= f'(z) = —isini(x + iy) = —isiniz ... ........ (0.5pt)

Solution de I’Exercice N° 2:

a2 2 7% . (2 2\ 7% . (4
f(2)=2z Sln?cos?_7sm<?+?> _75171(?) . (Ipt)

On poset=%$zz=§etf(t)=%sin(t)
. t3  t5 t7
Ona Sint=t——+o—— 4+ (1pt)

3 5 7
2 t t t

2 4 6

2t7 2t 2t

f(t)=2_ 3' + 5' — 7| P
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—2X4°% 2x4*% 2x42

+ - + 2 N 6713
12 8 4
7tz 5!z 3!z Partie Anal\;/ltique(o.Spt)

= f(2) = ot

Parie Principale(0.5pt)
= La partie principale est infinie (0.5pt) alors z, = 0 est un point singulier essentiel (0.5pt)
= le Résidu de f(z) en 0 est égal au coefficient a_, de la série de Laurent:

Res(f,0) =a_, =0 (1pt)
Solution de I’exercice 3:

En appliquant Le théoreme des résidus :

I = jgg(z)dz = Zm'ZRes(f, a;)) ... (0.5pt)

c

1) I = f > dz
Cc

La fonction g,(2) = z

z —
(z2+1) ~ (z+i)(z—0)
Pour le cercle C: |z| = 10, tous les pdles sont a I’intérieur de C ... (0.5pt), alors :
Le résidu de g,(z) au pdle simple z; = i:

a2 pblessimplesen z; = —i etz, =i ..(0.25pt) :

N 1 , Z s z _ 1
Res(g1(2),i) = IZILY} [(z —i) X ZF Dz = l)l = IZILY} [—(z n i)] =5 (1pt)

Le résidude g,(z) au péle simple z, = —i:

1
Res(g1(2), =) = lim I(z + 1) X T l.)Z(Z — i)l = lim [ @ f l_)] =2) .. (1pt)

Z 1 1
I = mdz =2mi X (Res(gl(z), i) + Res(g1(2), —i))) ... (0.5pt) = 2mi (E + E)

|z|=10
= 2mi ... (0.5pt)

_ Arctgz

2) IZ = i(z—l)z dz
La fonction g,(2) = ?rc;“’;ﬁ aun pole double en zy, =1 ..(0.5pt) :

7—

Pour le cercle C: |z| = 10, le pole z, = 1 est a ’intérieur de C ... (0.5pt), alors :
Le résidu de g,(z) au pdle double z, = 1:

d Arctgz d
— 1 _ 2 — 1i
Res(g,(2),1) = y_r)l} 17 [(Z 1)% x - 1)2 £1_r)1} P [Arctgz]
= li —1 = 1 1.25pt
=imyzrg gz (12
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|z|=10

Arctgz
(z-1)°

dz =2mi x (Res(g;(2),1)) ... (0.5pt) = 2mi (%) = mi ... (1pt)

S.Bounab




