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Soit f la fonction définie par : f(x, y) =
√

3 − x2 + 2x − y2

1 1 Df = {(x, y) : 3 − x2 + 2x − y2 ≥ 0} = {(x, y) : (x − 1)2 + y2 ≤ 22} = D((1, 0), 2).

Donc, le domaine Df est le disque fermé D((1, 0), 2) de centre (1, 0) et de rayon r = 2.

1 a Présentation de Df .

1 Pour tout (x, y) ∈ Df , la fonction (x, y) 7→ 3 − x2 + 2x − y2 est dérivable (polynôme).

Donc, la fonction (x, y) 7→
√

3 − x2 + 2x − y2 est dérivable dans le disque ouvert D̊((1, 0), 2).

Car pour tout (x, y) ∈ D̊((1, 0), 2) : 3 − x2 + 2x − y2 > 0.

et on a, alors, ∂xf(x, y) =
−x + 1√

5 − x2 + 2x − y2
, et ∂yf(x, y) =

−y√
5 − x2 + 2x − y2

.

1 L’équation du plan tangent à la surface z = f(x, y) au point (0, 0) est donner par

∂xf(0, 0)(x − 0) + ∂yf(0, 0)(y − 0) − (z −
√

5) = 0 ⇒ z =
1

√
5

x +
√

5.

0.5 2 Pour c > 0, on a f(x, y) = c ⇔ (x − 1)2 + y2 = 6 − c2

0.5 a Si c > 2, les courbes de niveau c est l’ensemble vide.

0.5 b Si c = 2, les courbes de niveau c est le point (1, 0).

0.5 c Si 0 < c < 2, les courbes de niveau c sont les cercles C((1, 0),
√

4 − c2).

Barème Exercice : 2 7pt

Soit f la fonction définie sur R2 par : f(x, y) =


x2(y + 1)

x2 + (y + 1)2 : (x, y) 6= (0, −1)

0 : (x, y) = (0, −1)

1 Montrons que f est continue sur R2.

0.5 a Si (x, y) ∈ R2 \ {(0, −1)}, on a f est continue, car quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas,(i.e, f est fractionnelle).
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b Pour (x, y) = (0, −1), on utilisant les coordonnées polaires, posons, donc
x = r cos θ, où r > 0 et θ ∈ [0, 2π[.

y = −1 + r sin θ

0.5 On aura donc, |f(x, y)| = |f(r cos θ, r sin θ)| = |r2 cos2 θ sin2 θ| ≤ r2 −→ 0
r→0

.

0.5 C’est à dire, lim
(x,y)→(0,−1)

f(x, y) = 0 = f(0, −1). D’où la continuité de f sur R2.

0.5 2 a La fonction f est dérivable dans R2 \ {(0, −1)}, car quotient de fonctions

dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

1 Pour (x, y) 6= (0, −1), on a ∇f(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

 =


2x(y + 1)3

(x2 + (y + 1)2)2

x2(x2 − (y + 1)2)

(x2 + (y + 1)2)2

.

1 b Si (x, y) = (0, −1), on a :

∇f(0, −1) =


∂f

∂x
(0, −1)

∂f

∂y
(0, −1)

 =


lim
x→0

f(x, −1) − f(0, −1)
x

lim
y→0

f(0, y) − f(0, −1)
y

 =

 0

0

.

c C’est à dire, ∇f(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)⃗i +

∂f

∂y
(x, y)⃗j, si (x, y) 6= (0, −1)

∂f

∂x
(0, 0)⃗i +

∂f

∂y
(0, 0)⃗j, si (x, y) = (0, −1)

0.5 =


2x(y + 1)3

(x2 + (y + 1)2)2 i⃗ +
x2(x2 − (y + 1)2)

(x2 + (y + 1)2)2 j⃗, si (x, y) 6= (0, −1)

0⃗i + 0⃗j = 0⃗, si (x, y) = (0, −1)

0.5 3 Pour prouver que f nest pas différentiable en (0, −1) il faut montrer que :

lim
(x,y)→(0,−1)

f(x, y) − f(0, −1) − ∂xf(0, −1)x − ∂yf(0, −1)(y + 1)√
x2 + (y + 1)2

6= 0. Notons que,

0.5
f(x, y) − f(0, −1) − ∂xf(0, −1)x − ∂yf(0, −1)(y + 1)√

x2 + (y + 1)2
=

x2(y + 1)
(x2 + (y + 1)2)

3
2

.

Si on pose, x = r cos θ, y = −1 + r sin θ, alors, on aura :

0.5 lim
(x,y)→(0,−1)

x2(y + 1)
(x2 + (y + 1)2)

3
2
= lim

r→0
cos2 θ sin θ 6= 0

0.5 Donc f n’est pas différentiable en (0, −1).

0.5 4 D’après question précédente la fonction f n’est pas différentiable en point (0, −1). Alors,

elle n’est pas de classe C1 en point (0, −1).

Barème Exercice : 3 7pt

Soit la courbe plane d’équation :
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yex + ey sin(2x) = 0. (1)

0.5 1 Posons f(x, y) = yex + ey sin(2x). Alors, f ∈ C1(R2).

0.5 On remarque que (0, 0) est une solution de l’équation f(x, y) = 0 l’équation (1)

1 et on a aussi :


∂f

∂x
(x, y) = ey + ex sin(2y),

∂f

∂y
(x, y) = xey + 2ex cos(2y),

⇒


∂f

∂x
(0, 0) = 1.

∂f

∂y
(0, 0) = 2.

0.5 + 1.5 Puisque
∂f

∂y
(0, 0) 6= 0, il existe une et une seule fonction y = ϕ(x) définie au voisinage

de 0 tel que f(x, ϕ(x)) = 0.

1 2 On a ϕ′(0) = −

∂f

∂x
(0, 0)

∂f

∂y
(0, 0)

= −
1
2

1 L’équation de la droite tangente au graphe de la fonction ϕ est :

y = ϕ(x0)(x − x0) + y0 ⇒ y = −
1
2

x.

1.5 3 lim
x→0

ϕ(x)

x
= lim

x→0

ϕ(x) − ϕ(0)
x − 0

= ϕ′(0) = −
1
2

.

Fin 9 juin 2023 Bon courage


