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PREFACE

La Mécanique des structures est une discipline trés ancienne, qui s’est développée
pour répondre a des besoins de construction, initialement dans le domaine du Génie
Civil. Elle repose sur I’utilisation de modeéles simplifiés, qui permettent 1’analyse des
structures de fagon rapide.

Le présent polycopié intitulé ‘’Mécanique des structures’” s’adresse aux étudiants de
Master 1 en génie civil, systtme < L.M.D”’, option ’Structures’’. Il est élaboré
conformément au programme officiel fixé par le Ministéere de 1’Enseignement
Supérieur et de la Recherche Scientifique (République Algérienne). Ce support de
cours est concu dans le but de permettre de renforcer les connaissances de 1’étudiant en
calcul des structures, d’acquérir des méthodes matricielles et itératives visant la
résolution des systémes hyperstatiques.

Ce polycopié est divisé en sept chapitres. Le contenu du premier chapitre concerne une
introduction sur 1’analyse des structures. Le deuxieme chapitre est consacré a
déterminer les relations différentielles, calcul des fléches et rotations, théorie du
potentiel interne, Théoréme de Castigliano et Enoncé de Menabrea. La méthode des
forces et méthode des déplacements sont présentées, respectivement, aux chapitres
trois et quatre. Le chapitre cing est consacré a exposer les méthodes itératives. Le
sixieme et le dernier chapitre présentent respectivement les poutres continues sur
appuis élastiques et le calcul des structures en arc.
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

1.1. Introduction

La Mécanique des Structures est une discipline trés ancienne, qui s’est développée pour
répondre & des besoins de construction, initialement dans le domaine du Génie-Civil. Elle
repose sur I’utilisation de modeles simplifiés, qui permettent I’analyse des structures de fagon
rapide.

Analyser une structure signifie, pour le concepteur-projeteur, en comprendre le
fonctionnement, le jeu des forces, savoir justifier I'arrangement des composants, leurs formes
et proportions, saisir les principes de résistance et de stabilité essentiels en liaison avec les
matériaux sélectionnés. Ce cours donne une initiation a l'analyse des structures.

1.2. Définition de structure

e Au sens strict, on appelle structure un quelconque assemblage de corps capable d’étre en
équilibre sous I’action d’un systéme quelconque de forces appliquées (dans la limite de la
résistance des materiaux qui la composent).

e [a caractéristique essentielle d’une structure est donc celle d’étre en mesure d’assurer
I’équilibre, pour n’importe quel ensemble de forces appliquées: une structure ne se met pas
en mouvement! (mises a part les déformations dues aux forces, déformations modestes en
HPP et qui, en régime élastique, sont toujours récupérées une fois le chargement terming).

e C(ette distinction permet donc de différencier une structure d’un mécanisme qui, lui, est un
assemblage congu pour permettre le déplacement.

1.3. Définitions et hypotheses

La résistance des matériaux (RDM) est une branche de la mécanique appliquée servant a
étudier le comportement des corps solides sous l'action des différents types de charges. La
résistance des matériaux traite non seulement les méthodes d'ingénieurs employées pour le
calcul de la capacité des structures et de ses éléments a supporter les charges qui leurs sont
appliquées sans se détruire, ou se déformer appréciablement, mais aussi a présenter les
criteres de base pour la conception des structures (forme, dimensions,...) et l'utilisation des
matériaux dans les meilleurs conditions de sécurité et d'économie.

La résistance des matériaux est basée sur les résultats théoriques de la mécanique et les
propriétés des matériaux qui ne peuvent étre disponibles qu'a travers les résultats des travaux
expérimentaux comme le témoigne I'histoire du développement de la résistance des matériaux
qui constitue une combinaison fascinante de la théorie et I'expérience.

Les limites de la résistance des matériaux sont celles imposées par ses hypothéses mémes. Les
disciplines connexes telles que la théorie d'élasticité, de la plasticité ou la méthode des
éléments finis se libérent de certaines de ces contraintes.

Les principales hypotheses de la résistance des matériaux sont les suivantes:

e L'homogénéité, I'isotropie et la continuité du matériau: On suppose que le matériau
posséde les mémes propriétés élastiques en tous les points du corps, dans toutes les
directions en un point quelconque du corps, et que le matériau est assimilé a un milieu
continu.
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

o L'élasticité et la linéarité du matériau: On suppose admet qu'en chaque point contraintes
et deformations sont proportionnelles et qu'apres déformation, I'élément revient a son état
initiale.

e La petitesse des déformations: Les deformations dues aux charges sont négligeables par
rapport aux dimensions des éléments et la configuration géométrique reste inchangée.

e Hypothése des sections planes (hypothese de Navier-Bernoulli): Les sections droites
restent planes et normales a la fibre moyenne au cours de la déformation.

e Hypothése de Saint Venant: Tous les efforts qui interviennent dans la théorie peuvent
étre schématisés par leur torseur résultant.

Ces hypothéses simplificatrices conduisent a des solutions approchées qui permettent en
général une bonne approximation du comportement des structures soumises a différents types
de charges.

L’action extérieure est caractérisée par les différents types de forces connues agissant sur une
structure ou un élément de structure défini par ses caractéristiques géométriques et
mécaniques. Pour une structure isostatique, les efforts internes sont déterminés directement en
utilisant les équations de la statique. Par contre pour une structure hyperstatique, il est
nécessaire de faire intervenir les déformations de la structure pour déterminer les réactions.
L’effort interne qui agit au niveau d’une section d’un élément de structure peut-étre
décomposé en effort normal de traction ou de compression, moment fléchissant, moment de
torsion, effort tranchant ou une combinaison de ces sollicitations. A partir de ces efforts
internes, nous pouvons obtenir des informations sur la répartition des contraintes et des
déformations dans la section droite. Les valeurs extrémes de ces contraintes et déformations
sont les mesures de base des critéres de résistance, de rigidité ou de stabilité pour vérifier ou
dimensionner les éléments des structures.

Forces exténieures

/ structure ou élément -—| caractéristiques géom.

déformation fléchie ¢

compatibilité géom. -—___——__———-.| efforts internes (M, N, T) |
S

[traction /comp] [ flewion | [ cisallement]| | torsion

T

| sollicitation composée |
|
‘ contramnte et déformation |

critéres

dimensionnement wvérification

résultats

Fig. 1
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

La résistance des matériaux a donc pour but d’assurer qu’on utilise dans une structure donnée,
une quantité minimale de matériaux, tout en satisfaisant aux exigences suivantes:

1. Résistance : La piece doit supporter et transmettre les charges externes qui lui sont
imposées, (la capacité qu’a un corps de résister aux forces appliquées).

2. Rigidité : La piece ne doit pas subir de déformation excessive lorsqu’elle est sollicitée, (la
propriété qu’a un corps a résister aux déformations).

3. Stabilité : La piece doit conserver son intégrité géométrique afin que soient évitées des
conditions d’instabilité (flambement).

4. Endurance : La piéce, si elle est soumise a un chargement répété, doit pouvoir tolérer
sans rupture un certain nombre de cycles de sollicitation variable (fatigue).

5. Résiliences : Enfin, dans le cas ou un chargement dynamique (impact) est a prévoir, la
piece doit pouvoir absorber une certaine quantité d’énergie sans s’en trouver trop
endommagée.

1.4. Propriétés des matériaux

Les matériaux résistent, dans la plupart des cas, aux sollicitations auxquelles ils sont soumis
car les forces extérieures qui leur sont appliquées, constituent un systéeme en équilibre. Parmi
ces forces, il ne faut noter les réactions d’appuis ainsi que les liaisons. Mais ce n’est pas tout,
c’est aussi parce que ces matériaux sont doués de propriétés physiques données.

On note parmi les propriétés physiques importantes en résistance des matériaux : 1’élasticité,
la résistance, la rigidité, la ductilité, la malléabilité, ... Grace a ces propriétés, les efforts
internes engendrées dans les matériaux, sont capables de s’opposer a I’action des forces
exterieures, ou :

1. Elasticité : La propriété physique d’un corps a reprendre sa forme aprés suppression
de la sollicitation (charge).

2. Ductilité : La capacité d'un matériau, d'une section, d'un élément ou d’une structure de
subir avant rupture des deformations irréversibles sans perte significative de résistance
sous sollicitations alternées.

3. Malléabilité : La propriété d’un corps de pouvoir étre réduit en feuilles minces. Un
corps ductile est généralement malléable. Un corps qui n’est pas ductile, ni malléable est
un corps dit cassant.

1.5. Classification géométrique des structures
Les structures peuvent étre classifiées selon la géométrie des corps qui les composent. La

classification suivante prend en compte cet aspect mais aussi d’autres particularités, liées par
exemple aux types de lien entre les corps constituant la structure. D’autres classifications des
structures sont possibles, une exclusivement mecanique, qui sera présentée ci-apres et qui
permettra de mieux comprendre la différence entre mécanisme et structure, une autre
typiquement technologique, sur la base du type de matériau utilisé.

- Poutre: on appelle poutre un corps qui a la caractéristique essentielle d’avoir une dimension
nettement plus grande que les deux autres. Une poutre est donc une structure linéaire, qui peut
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

étre identifiée avec son axe: c’est un corps monodimensionnel. Il existe plusieurs types de
poutres:

e Poutre droite: ¢c’estune poutre a axe rectiligne; la section transversale peut étre constante

ou non;

e poutre courbe: c’est une poutre a axe courbe; encore, la section peut étre constante ou non;
appartiennent a cette catégorie les arcs, mais aussi des poutres qui ont pour axe une courbe
tridimensionnelle, comme p.ex. certains escaliers en colimagon;

L =
P>

e barre: c’est une poutre droite, normalement a section constante, qui a la particularité
d’avoir des rotules aux extrémités.

/

- Plaque: on appelle plagque un corps plan qui a une dimension, 1’épaisseur, beaucoup plus
petite que les deux autres. Une plaque est donc une structure plane qui peut étre identifiée
avec son plan moyen; c’est un corps bidimensionnel. Normalement, les plaques ont une

=

épaisseur constante.

- Coque: on appelle coque un corps qui, comme une plaque, a une dimension, 1’épaisseur,
beaucoup plus petite que les deux autres, mais qui n’est pas plane.

—
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

- Charpente: c’est une structure formée par un assemblage de poutres; le plus souvent, il s’agit
de structures planes formees par des poutres droites.

- Treillis: ce sont des structures formées par des barres; tous les joints sont donc des rotules.
Méme dans ce cas il s’agit souvent de structures planes.

- Evidemment, des structures plus complexes peuvent étre formées en combinant plusieurs
types structuraux dans la méme structure.

‘l

1.6. Réaction d'appui (types de liaisons)

Les appuis sont destinés a bloquer les déplacements d’une structure. Dans le plan, trois
possibilités de déplacements sont possibles ; deux translations suivants les deux axes X et Y et
la rotation autour de I’axe Z ; donc trois degrés de libertés (d.d.l.).

Les appuis peuvent étre :

1.6.1. Appui simple

Ce type d'appui illustré par la Fig. 1.2, laisse a la structure toute liberté de pivoter autour de O
(extrémité de la poutre) et de se déplacer perpendiculairement a la droite joignant les points de
contact. Si on néglige les frottements, la réaction d'appui est dans la direction de la droite de
contact, et introduit une seule inconnue dans I'étude de la poutre.

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 6



Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

x

Fig.1.2

1.6.2. Appui double (articulation)

[llustré par une rotule (Fig. 1.3) cet appui autorise les rotations d'une extrémité de la poutre ou
d'un des éléments constituant la structure. La direction de la réaction R est inconnue, mais la
ligne d'action passe par le centre de l'articulation.

yI
Ry

1.6.3. Encastrement

L'encastrement schématisé sur la Fig. 1.4 interdit tout déplacement de la section droite de
I'appui. Sa réaction est une force de densité variable répartie sur toute I'étendue de la section.
En vertu du principe de Saint Venant, ces forces peuvent étre remplacées par leur résultante
générale R, et leur moment M rapportés au centre de gravité G. Ce type d'appui introduit donc
3 inconnues, les deux projections de R sur deux axes du plan moyen et l'intensité du moment
M qui est perpendiculaire au plan moyen.

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 7



Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

1.7. Conditions d’équilibre

e Systemes dans le plan

Puisque I’ensemble des forces peut étre remplacé par une résultante unique ou dans certain
cas par deux forces formant un couple M, donc pour qu’un systéme soit en équilibre dans le
plan (OXY) on doit avoir :

ZFX=O, ZFy=0 et ZMF/O=O

e Systémes spatiaux

Un solide est en équilibre si le systeme des forces qui lui sont appliquées est équivalent a
zéro. Donc un solide dans I’espace pour qu’il soit en équilibre les conditions suivantes doivent
étre vérifiées :

YF, =0, XF, =0, YF, =0, ¥M,=0, YM,=0, et XM, =0

My , My et M, sont les moments de toutes les forces par rapport aux axes X, Y, Z
respectivement.

1.8. Résolution d*un probléme de statique

La résolution d'un probleme de statique consiste a déterminer toutes les actions extérieures au
systéme de solides isolé, notamment les composantes des torseurs mécaniques de liaison.

Il est possible d'écrire les trois équations (vus précédemment) du principe fondamental de
statique pour chaque solide isolé, on dispose donc de 3n équations pour un systeme
comportant n solides.

Les équations du principe fondamental de statique permettront de déterminer les actions de
liaison a condition que le nombre total d'inconnues ne soit pas supérieur a 3n.

Il existe trois cas :

e Systéme hypostatique : si le nombre total d'inconnues de liaison i est inférieur au
nombre d'équations de la statique 3n. Le systeme est un mécanisme.

e Systéme isostatique : le nombre d'inconnue de liaison i est égal au nombre d'équations
de la statique 3n. On dispose alors d'autant d'équations que d'inconnues et il est possible
de déterminer toutes les inconnues de liaison.

e Systéme hyperstatique : le nombre d'inconnue de liaison i est supérieur au nombre
d'équations de la statique 3n. il est donc impossible de déterminer les inconnues de
liaison en utilisant uniquement les équations de la statique. Il faut alors avoir recours a
des principes énergétiques afin d'obtenir (i - 3n) équations manquantes.

1.9. Efforts internes

On appelle forces extérieures ou charges les forces appliquées connues sur une structure
donnée. Suivant le cas, ces charges peuvent-étre réparties avec une densité donnée de volume
(poids propre d’une structure) ou concentrées en un certain nombre de points. Dans cette
catégorie de forces extérieures figurent aussi les réactions d’appuis. Sous I'effet de ces

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 8



Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

charges, les forces entre les particules d’un corps (élément) en équilibre varient. En
Résistance des Matériaux, on appelle souvent cette variation des forces efforts internes.

Afin de faciliter 1’étude des efforts exercés sur chaque particule matérielle, on considére une
section transversale d’un élément soumis a une sollicitation (Fig.1.5). Tout comme n’importe
quel systeme de forces, les efforts intérieurs répartis sur toute la section peuvent étre rapportés
a un point (par exemple le centre de gravité de la section), et de ce fait on distingue le vecteur
force F (N, Tz, Ty) et le vecteur moment M (Mx, My, Mz) résultant des forces intérieures dans
la section. Il convient d’adopter les dénominations suivantes pour les forces et moments
agissant dans une section.

AN

Fig.1.5

1.9.1. Effort normal

La composante N de la résultante F représente la somme des projections de toutes les forces
intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant l'axe longitudinal de
I'élément). L'effort normal provoque une déformation longitudinale de I'élément. N est
considéré positive s'il s'agit d'une traction et négative dans le cas contraire.

1.9.2. Efforts tranchants

Les forces transversales Tz, et Ty sont les sommes des projections de toutes les forces
intérieures dans la section sur les axes centraux principaux de cette derniére. Ces efforts
tranchants provoquent le cisaillement des bords de la section respectivement dans la direction
des axes Z et Y. Le sens de T sur le plan est positif par convention quand il tend a faire
tourner un élément entre deux sections dans le sens des aiguilles d'une montre comme indiqué
sur la Fig. 1.6.
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

Fig.1.6
1.9.3. Moments fléchissants
Les composantes My, et Mz du vecteur moment résultant représentent les sommes des
moments de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport aux axes d'inertie
principaux de cette derniére Y et Z respectivement. La Fig. 1.7 indique le sens positif des
moments dans le plan qui par convention tend les fibres inférieures et comprime les fibres
supérieures de la section.

1.9.4. Moment de torsion
Le moment de torsion Mx (ou Mt) est la somme des moments de toutes les forces intérieures

dans la section par rapport a I'axe de la barre X. Le moment de torsion est positif lorsqu'il tend
a tourner la section dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (sens trigonométrique) en
regardant la section du c6té de la normale extérieure (Fig. 1.8)

Fig. 1.8
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Chapitre 1 : Introduction sur ’analyse des structures

1.10. Méthode des sections

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un élément soumis a une
sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la méthode des sections. Cette
méthode est basée sur le fait que si un ¢élément est en équilibre, sous I’action des forces
extérieures, alors n’importe quelle partie de cet élément sous 1’action des forces qui lui sont
appliquées, est équilibré par un systeme de forces intérieures agissant dans la section.

On considére I’élément AB plan, soumis a ’action d’un systéme de forces extérieures
(Fig.1.9). Pour calculer les efforts et moments dans n’importe quelle section, on coupe a
I’endroit voulu I’é¢lément AB en deux parties. Les valeurs numériques des efforts N, T et M
sont égaux aux sommes algébriques des projections et des moments des forces extérieures
agissant sur une des parties (gauche ou droite) de I’élément sectionné, généralement sur celle
ou les projections et moments se calculent plus facilement.

ISRy / %
y B
. T
\ l\ﬁhr NL‘\' L{FW
&= IIERNN <
Fig.1.9
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

2.1. Généralités

2.1.1. But de I’étude

Lorsque les structures recoivent des charges, elles se déforment. Il est nécessaire de limiter
leurs déplacements pour des raisons d’exploitation des constructions. En effet, un changement
de position trop important peut engendrer, entre autre, des contrepentes, des fissurations dans
certains éléments (cloisons), des vibrations sous les charges variables telles que le vent. . .

Le présent chapitre a donc pour but de quantifier les déformées des structures.

2.1.2. Rappels mathématiques

Dans cette partie de cours, nous aurons besoins de maitriser les intégrales. Les fonctions
étudiées sont généralement assimilées a des polyndmes. L’intégration d’une fonction
polynomiale du type x" est :

.x”+1

+ A4

.fx”dx =

2.1.3. Définitions

a. Deformee

La déformée d’une structure correspond a I’allure de celle-ci lorsqu’elle recoit un chargement.
Elle est intimement liée aux actions qu’elle subit (si I’intensité, le type de chargement...
change, la déformée changera).

Remarque

Il est trés important de ne pas confondre ‘’déformée’” et “’déformations’’. En effet, la
déformation est un allongement par unité de longueur, alors qu’une déformée est la
combinaison entre une translation en (m) et une rotation en (rad).

b. Fleche

Lorsqu’une structure est soumise a un moment de flexion, on observe la translation des
sections droites perpendiculairement a la ligne moyenne de la poutre. Cette translation
s’appelle “’fleche’’.

—» X
2 vﬁé’{“.‘ik@k’- (S)

AN
7
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

c. Rotation
Certaines sections subissent une rotation. Cette rotation est naturellement la méme que celle
de la ligne moyenne:

v o ;- rotation de (S), rotation de la

- ( .
T ‘{ frgne movenne en X,
1(S)

—» X

d. Rayon de courbure

Considérons deux sections (S+) et (S-) infiniment proches. Une fois la structure déformée, les
axes de ces sections se croisent a une distance p de la ligne moyenne. Cette distance s’appelle
“’rayon de courbure’’.

) sH

2.2. Hypotheses

De nombreuses hypothéses doivent étre posées:

- les structures sont composées de poutres (c.f. théorie des poutres);

- les charges sont appliquées de maniére trés lente et progressive;

- les déplacements et rotations sont petits;

- la structure reste dans le domaine élastique;

- les appuis et liaisons internes sont parfaits;

- nous négligerons les effets dus a I’effort normal et a ’effort tranchant;

- nous nous limiterons a 1’étude des poutres homogénes (un seul matériau).

Ces hypotheéses simplificatrices conduisent a des solutions approchées qui permettent en
général une bonne approximation du comportement des structures soumises a différents types
de charges.
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2.3. Notations

Nous poserons:

- la longueur d’un trongon infiniment petit de la poutre dx;

- I’équation de la rotation en fonction de I’abscisse de la section o(x);

- I’équation de la fléche f(x);

- le rayon de courbure p(x);

- la rigidité de la poutre Elsz (X) (si celle-ci est variable) et Elgz (si elle est constante);

2.4. Etude de la déformée

2.4.1. Relation entre la fleche et la rotation

Prenons un trongon dx infiniment petit de la poutre :

La variation de la fleche vaut df

La déformée de cet élément peut étre assimilée a un segment droit :
Nous démontrons donc que :

df

tan(o(x)) =——~ o(x)
N

o(x)=f"(x)

1

—» X
AN
&/

Position initiale
ftx)
de la structure

\’/\ﬂ\\‘i —(-{?

Structure_ S~/ Jf //

deformee dx

Remarque
La rotation ® peut étre assimilée a sa tangente car elle est infiniment petite.

2.4.2. Relation entre la rotation et le rayon de courbure

Soient deux sections infiniment proches dont la variation d’abscisse vaut dx.
La variation de la rotation de la section en x a la section en x+dx vaut dm.
On démontre donc que :

tan(dw) = ax ~ dw

donc p=—"
do

Lo
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

Remarque
La rotation dw peut étre assimilée a sa tangente car elle est infiniment faible.

2.4.3. Relation entre le moment et le rayon de courbure
Soit un trongon dx infiniment petit de la poutre:

Considérons une fibre a ’ordonnée y.
Sous I’action du moment de flexion, cette fibre de longueur initiale dx s’allonge d’une valeur

de Adx.

dow

X

Remarque
Dans le schéma de droite, la valeur de Adx est négative.
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

Nous savons que :

Adx _
——=¢_ (cf contraintes).
dx
Adx _ _o.(v) M.(x)

ads .,
dx E  E Ig,(x)

Dans le schéma de droite :

dx  dx+Ad
1;5111(5:'(0):—3":u
PPy
p—y dx+Adx Y +%
p dx p dx
Donc :
Adx __y
dx p
Au final :

sy M)
dx p  El,(x)

2.4.4. Relation entre la fleche et le moment
En combinant les différentes relations démontrées :

! 1 ' —_— —_— = -
o(x)=f'(x) 5= dx = p TEle’
On montre que :

M, (x)

1
f"(x) = o' (x) =T EL,®

En conclusion :

2.4.5. Conditions limites

En intégrant deux fois I’expression M. (x)

El,, (x)

Afin de déterminer leurs valeurs, il est nécessaire de connaitre la fleche ou la rotation en
certains points particuliers.

, des constantes d’intégration apparaissent.
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

Remarque :
Le nombre de constantes d’intégration est égal & 2 x le nombre de trongons.

a) Conditions aux appuis : Nous savons que les appuis bloquent des mouvements :

Appui — liaison externe

encastrement arficulation appui simple
ZZ - -
% : — ( —
— ’.’\.
=0
o f f

Nous allons donc appliquer les équations au niveau des appuis et ainsi déterminer certaines
constantes d’intégration.

b) Conditions de continuité:

Le reste des constantes d’intégration peut étre résolu a I’aide des conditions de continuite.

En effet, lorsque I’équation du moment change, 2 nouvelles constantes d’intégration
apparaissent. On regardera ainsi s’il ya continuité de la fleche et de la rotation au droit de ce
changement d’équation:

a

Liaison interne
encastrement reldchement

- A

elative — O - continuité de la rotation o
o f:,g,am:g =0 - continuité de la fléche
fj,dm.vg =0 - continuité de la fleche

)]

Exemple:
Soit la poutre suivante a rigidité constante : lp

a) Nature (décomposition minimale)

=
Il
)

1 structure isostatique

J

o
I
%]
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b) Inconnues de liaison

> F=0=X,
Y F=0=Y,-P
S M, =0=-PL+M,

c) Sollicitation

N (x)=0
7, (1)=-P
M, (x)=-P(L-x)=-PL+Px

d) Déformée
d.1) Allure de la déformée

d.2) Intégrations

M. (v)=-P(L-x)=-PL+Px

x lp
Y 3 E 1oz
T L -
L lp .
P TE- Iz )
- L
M,y
adl! |?
N, 4
< L-x ~
lp
A

/ —PL+Px )
ca(x):.[Mf(x)dr:J( )xdxzi B.\"—PLHAJ
E]GZ EIGZ GZ
f(x):'f(r)(.r)dn‘:'f : (Exz—PL,\%A) X dx
: EI_\2
_ (E,\"3—Ex2+Ax+B]
El\ 6 2
d.3) Conditions limites
e Conditions a ’appui A
Encastrementen x =0
f(0)=0 0(0)=0

Université Mohamed Boudiaf de M’sila
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

d.4) Constantes d’intégration
P
—X
2
P

3

©(0)=0-El,0(0)=0=+=—x0"—PLx0+4—> 4=0

PL

f(0)=0—>EI_,f(0)=0= 03—703+B—>B:0

d.5) Equations

®(x)= ! [E,T’PL.\"}

El_,\ 2
f(x)= L (EA‘3——PL1‘2J
Ei.,\ 6 2

d.6) Fleche maximale

e Rotation nulle

, P .
o(x)= ! [P,\-JPL:\-]—O —>El ,0(x)=0=—x"—-PLx
El_, 2

PJ’[I.‘\‘L } =0
‘) v

Solutions : x =0, x=2L

Nous ne pouvons retenir que X = 0, ce qui donne

flo)=——

(' P PL
El_

6 2

02]:0

e Extrémité de trongon

F(o)=—1 [503—})’[03}_0
EI_ 6 2

()=

6 2

1 [f;} PL 2]__ P
EI_, 3EI,,

On en conclue que pour cette poutre

_ Pr
fma.‘(_f(l‘) :‘)EI

- GZ

2.5. Théorie du potentiel interne (méthodes énergétiques)

2.5.1. Hypotheses

Lorsque des forces sont appliquées a une structure, elles effectuent un travail pour :
- déformer la structure,

- produire de I'énergie cinétique,

- vaincre les résistances de frottement (dissipation en chaleur).
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Chapitre 2 : Déformées des poutres

Nous nous placerons dans des conditions telles que I'énergie cinétique et celle dissipée en
chaleur soient nulles. 1l faut pour cela supposer :

1°- que les forces sont appliquées "statiquement”, c'est-a-dire sans produire d'accélération,

2°- que les frottements aux liaisons sont négligeables,

3°- que les frottements internes sont aussi négligeables, c'est-a-dire que le systéme est
parfaitement élastique.

Nous supposerons en outre :

4° -que les déplacements sont petits et sans effet sur les forces extérieures,

5°-que le passage de I'état initial a I'état final de déformation est réversible (nous pourrons
ainsi appliquer la loi de Hooke).

6°-qu'il ne se produit aucune variation de température.

Soit une structure constituée d'une ensemble de poutres. Pour amener cette structure, par
application d'un systeme de forces extérieures, d'un état initial naturel a un état final
caractérisé par un tenseur contrainte et un tenseur dé formation, il faut depenser un travail W.
Si le passage de I'état initial a I'état final se fait de facon réversible, le travail ne dépend que de
I'état final (principe de thermodynamique). Ce travail est par définition le potentiel interne de
la structure. C'est I'énergie potentielle emmagasinée par la structure pendant la déformation.

2.5.2. Rappels

a. Travail d'une force constante

W = F * déplacement projete sur sa direction. Unité : Nm (comme un moment)
b. Travail d'une force qui varie de O a F pour un déplacement I:

A Force
F B
dF
F1
X » Déplacement
0 dx | g

Calculons le travail pour un accroissement dF a partir d'une valeur intermédiaire Fi: le
déplacement est dx et le travail dW = Fidx, il se mesure par l'aire hachurée.
Calculons le travail total de O a F : W = % FIl : mesure de l'aire du triangle OAB.
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état initial

état final

Théoréme de

Déformation élastique
de la poutre

I‘énergie cinétique | =

Travail des forces
extérieues Wext +

Travail des forces
intérieues Wint

Energie de déformation : W = -W;

Int

=Wext

2.5.3. Expression du potentiel interne en fonction de sollicitations internes
On peut donc calculer le potentiel interne d'une poutre en déterminant les déplacements par
les équations de Bresse. On peut procéder plus simplement dans le cas d'une poutre droite.

a. Effort normal N(x)

w=1/,Na¢

Considérons un trongon dx :

dw =1/, N ad(x)

Ad(x) = N 4%/pc  (laloi de Hooke)

dW = 1/2N2 dx/ES

et pour la poutre entiere :

dxt A(dx)

FN

T
LIy

-

NZ
WN = 1/2 f()LENde

Université Mohamed Boudiaf de M’sila

22



Chapitre 2 : Déformées des poutres

b. Moment de flexion M(x) A
.*"IlI I"

On a de méme pour un trongon dx : /]
/L do =M/Eldx
’l |I I|

dW=1/2de [
Rff I|
dw/dx = M/EI -M [ M
dw =1/, M? dx/EI /r—— | ____---3
- -. _____"f!_/_._ Ilr---—-—l‘ll- I .
et pour la poutre entiére — | o
dx

MZ

c. Effort tranchant T(x)

dw =1/, T 2 dx e

avec: A =T/GS,

A . Déformation
S, : Section réduite

\

dx

G : Module d’élasticité transversale +—>
Déformation d{i a ’effort tranchant
dw =1/,T%dx/GS,

et pour la poutre entiere
wr =1/, ‘T
T 2706s,
d. Moment de Torsion Mt
L'énergie emmagasinée dans le trongon dx se calcule comme le travail effectué par Mt lors du

déplacement d @, :

1 M?
AW == M,dp, =L
2 2GIp

Ou Ip : moment quadratique polaire

dx

et pour I'ensemble de la poutre

MZ

Glyp

g : coefficient de torsion est une constante dépendant de la forme et des dimensions de la
section (q = 40 I,,/A*), A : surface de section. Ce facteur vaut 1 pour la section circulaire et

est supérieur a 1 pour les autres cas.
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d. Cas général

Si toutes ces actions sont appliquées ensemble on obtient :

] P > ” 5

INF M~ - M=,
W = i.f( + ! - T - I ).dx
29 BES EI GS, GI

0

N, M et T sont en général des fonctions de x.

Remarque
Dans le cas d'une poutre en flexion simple on néglige en général les déformations dues a T, on
adonc :

MZ

2.5.4. Théoreme de Castigliano

a. Premiére forme du théoreme

Théoreme : Dans un systeme élastique a appuis indéformables, la dérivée de I'énergie de
déformation par rapport a l'une des forces agissant sur le systeme est égale a la projection sur
la direction de cette force du déplacement élastique de son point d'application.

A B C
ow
p" . ' ar, = 0
FVY

b. Deuxieme forme du théoreme
Théoréme

La dérivée de I'énergie de déformation, exprimée en fonction des déplacements des points sur
les quels agissent des forces extérieures, par rapport a un de ces déplacements, est égale a la
force correspondante, calculée suivant la direction du déplacement.

c. Applications
c.1. Calcul de fleche sous charge concentrée

Remarque . .
pour calculer = M avec W= 1 J &_dx
oP 27 EI
Il est en général plus facile de calculer o _ jM ‘SM_ﬁ
SP OP EI
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r/2 P P2
g Te
e 172 L& V= -
ST s
o= e =t
8P 24 EI
Compte tenu de la symétrie, calculons :
74 2 ’% . )
H7zjﬂf.dr et 1%:2j&fﬁifh
ETl oFP EI

0

avec El constant, M =Px/2 e &6M/SP =x/2 onobtient:

pL3
VU, =
48E]

c.2. Calcul de fleche sous charge répartie
On peut aussi calculer le déplacement d'un point ou n'agit aucune force en appliquant une

force fictive @. On calcule I'énergie potentielle avec cette force, puis sa dérivée partielle et on

fait tendre @ vers 0. Cette méthode est pratiqgue pour calculer les fleches sous charges
réparties:

D
RA a
I,
L 1 L
A =1
STI 23 12
R oW et = j M dx en utilisant la symétrie
o o EI

M(x) = Ryx — q x?/2 et Ry,=0/2+ql%/2

SM  «x 2 Yy oM )
50— 2 et Ve = fo M 50 dx onobtient :
5ql4
V. =
384E]
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2.5.5. Théoreme de Ménabréa

a. Théoreme

La dérivée partielle de 1’énergie de déformation par rapport & chacune des inconnues
surabondantes est nulle, a condition que les points d’application des forces ne bougent pas
(Ui=0) ou que les sections ne tournent pas (6; = 0).

oWgq4
OR;

Structure hyperstatique Wd — f(Ri)
d’inconnues surabondantes Rj :l,:

=0

Wy
=0
OR;
Iy a autant d'équations que d'inconnues hyperstatiques.
Hyperstatique Isostatique associé Inconnue | conditionciné- | Ménabréa
hyperstatique matique
E|A C@ ¢ @p=0 oW _
E' Radad aC
. A d up= 0 ow _
& £l oF
N N N + - oW
— —> u, =u — =
< Cd A A aN
b. Application
Poutre encastrée-appuyée
Calculons Raavec Ménabréa : ﬂ =
oR, Yy \RA NRB
M(x) = Ryx_qx%/2, M _ N 4 \/MB
3R, A I
STV ! 1 B
W _ 1 ¢y M E

SR, EI SR,

On obtient :
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2.6. Exercices
Exercice 1

Déterminer la rotation de I’extrémité libre ainsi que la fléche d’une console soumise a une
charge uniformément répartie g.

et

_ qlg f _ CIl4 : ; !
61 ') T BEI
Exercice 2

Soit une poutre homogéne de section constante chargée par une force concentrée F a son
extrémité libre. Calculer la fleche maximale du systéme ainsi que la rotation maximale.

__FI? f= FI13
2EI ' 3EI = |

Exercice 3

Determiner les rotations 6, et 6g aux appuis et la fleche maximale d’une poutre
homogeéne, de section constante et de longueur « | » simplement appuyée et chargée dans
son milieu.

_ FI2
" 16EI
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Exercice 4

Déterminer 1’expression de la déformée d’une console soumise a un couple Mo,

Exercice 5

Pour la poutre ABCDE, déterminer la fleche V¢ au point C, et la fleche Vg au point E de la
poutre illustrée a la Figure 2.

24 KN
l 8 KN/m
A

B

VVVV'Vthv'VE
/'é;f B ¢ /%7

2m_.2m___2m__2m i 2m

ek

El constant, avec E=31000 MPa, et A = (b=30) x (h=40) cm?

Exercice 6

Calculer la fleche du point C par le théoreme de Castigliano pour la poutre suivante a rigidité
constante.

EI=1.72x10°kN.m?
120 KN 180 KN

NI
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Chapitre 3 : Méthode des forces

3.1. Méthode des forces

La méthode des forces s’applique aux structures hyperstatiques lorsque les liaisons sont rigides
et parfaites. Elle est basée sur le choix d’un systéme de base qui permet d’identifier les réactions
surabondantes et aussi le principe de superposition du systéme isostatique simple avec les
charges réelles et des systemes virtuels avec une charge unitaire.

3.2. Principe de la méthode des forces

Le principe de cette méthode consiste a remplacer la structure hyperstatique en une structure
isostatique équivalente c'est-a-dire que les liaisons surabondantes sont remplacées par des
réactions inconnues qu’il faut calculer.

Pour la méme structure il y a plusieurs choix du systeme de base (Exemple, Figure 3.1).

B
H
q \B
h
A
H , < >
al !

<

x “;_I—B
q SRR
B
h
21me nossibilité

_/; A
Sl

Figure 3.1. La structure initiale est transformée en une structure isostatique équivalente
soumise aux charges extérieures et aux réactions choisies (les inconnues X et Xz).

A\ 4

Le systeme isostatique obtenu par suppression des liaisons surabondantes est désigné par:

- Systeme de base,
- Systeme fondamental,
- Systeme principal.
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La structure isostatique équivalente est soumise a deux catégories de forces:

- Forces extérieures de depart (les charges réparties, concentrées,...).
- Réactions introduites (les inconnues hyperstatiques).

3.3. Degré d’hyperstaticité
Le degré d ’hyperstaticité d représente le nombre d’équations supplémentaires qu’il faut pour
calculer toutes les réactions du systéeme.

On peut calculer d a I’aide de la formule des contours:

d=3c—a—2s (3.2)

3.4. Systéme de base

Le systéeme de base est le systeme isostatique obtenu par suppression des liaisons sur abondantes
dont les actions sont remplacées par des forces inconnues. D'une fagon générale, pour une
structure hyperstatique donnée, on peut choisir plusieurs systémes isostatiques de base.

3.5. Différentes possibilités des systémes de base
Différentes possibilités de systémes de bases d’une méme structure plane hyperstatique
(Figure3.2) sont présentées.

d=3c— la— 2s=3.2— 1.2-2.0=4

Figure 3.2. Exemple de structure hyperstatique
18" possibilité

- En effet, on peut rendre isostatique la structure de la Figure suivante en libérant totalement
’encastrement au pied du poteau gauche et en sectionnant le tirant (élément entre les 2 rotules) ;
les inconnues hyperstatiques sont alors: le moment d’encastrement Xi, les réactions
respectivement verticale Xz et horizontale x3 au pied du poteau gauche et I’effort normal X4 dans
le tirant.
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X3

Figure 3.2.a. Type poutre sur appuis simple
2°Me possibilité

- Une deuxieme maniere est de libérer la rotation et la translation horizontale au niveau de
I’encastrement gauche (X1 (moment) et X3 (réaction)), aussi de libérer la rotation au niveau de
I’encastrement de droite X» (moment) et enfin de sectionner le tirant pour faire apparaitre
I’inconnu X4 (I’effort normal).

X3
X1

X2
Figure 3.2.b. Type poutre cantilever
3°M€ possibilité

- On pourrait aussi choisir les inconnues X1, Xz et X3 respectivement le moment interne, I’effort
normal et I’effort tranchant de 1’élément indiqué sur la figure ci-dessous et toujours en gardant X4
comme inconnu (I’effort normal de tirant) (Figure 3.2.C).
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TR SRS T, T
Figure 3.2.c. Type double poutre cantilever
3.6. Exemples
Calculer le degré d’hyperstaticité et représenter les différents systemes de base.
a) 4 )
P PV PV
2\ T 2\
R I
d=1 Possibilité 1 Possibilité 2
TR TR, Ql AT
9 Systémes de base )
b) REER
AN q JA
d=3c—a—2s=3*3-2-2%2=3
-
I EEER’ I EERER’
T X, q A A q T X4
TAETITS TR
) L) Xy
=3
X2 i I b
N Systemes de base
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3.7. Equations canoniques

Dans le paragraphe précédent nous avons noté que pour une structure hyperstatique, il faut
utiliser en plus des trois équations d'équilibre, des équations supplémentaires. Dans la méthode
des forces, ces équations sont connues sous le nom des équations "canoniques” de la méthode des
forces.

Le systeme d'équations canoniques aux inconnues hyperstatiques constitue I'élément de base de
la méthode des forces. Il permet de calculer les inconnues (X1, Xz, X3,..., Xn).

Etant donné une structure en fois hyperstatique, soumis a des forces extérieures. Les équations
canoniques de la méthode des forces s’écrivent sous la forme matricielle:

[65]{Xi}+ [di0]=0 i=1,.,netj=1,..,n (3.2)

Ou sous forme la forme analytique suivante:

(611X1 + 815Xy + -+ 81X + 819 = 0
| 821X1 + 635X + -+ 8, X+ 820=0
RO (33)
81 Xy + 80Xz + -+ + SnXn + Bno = 0
Chacune de ces équations exprime la condition selon la quelle dans un systeme hyperstatique, le

déplacement généralisé correspondant a chacune des forces géneralisées superflues inconnues X;
(i=1,2,..., n) est égal a zéro.

- [63]: matrice des coefficients de flexibilité.

- &j: représente le coefficient de flexibilité c’est le déplacement produit dans la section(i)
selon la direction de la force X;causée par une force X;=1.

- Jio: représente le déplacement produit dans la section(i) du systeme de base sous I’effet des
charges appliquées (charges extérieures).

- Pour la détermination des déplacements généralisés, nous devons utiliser des intégrales de
Mohr (voir § suivant) ou Veretchaguine (méthode graphique).

3.8. Evaluation des intégrales du type flmimjdx par I'emploi de tableaux

En pratique, lorsqu'on analyse des poutres essentiellement fléchies, on néglige habituellement les
déformations dues a l'effort tranchant et a l'effort normal sauf pour certaines constructions
particuliéres (arcs par exemple). Toutefois, il importera de ne pas négliger les déformations dues
a l'effort normal dans les barres de type treillis (tendeurs, suspentes, tirants ...) que l'on trouve
fréquemment incorporés dans des assemblages de poutres. Hormis ces quelques cas particuliers,
I'évaluation des coefficients &;; reposera sur les formules :
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Chapitre 3 : Méthode des forces

1 l
Ir 611 =6]l =Ef0m]mldx
zl 6i0 = %folMomldx (34‘)
l
k 6ii = %fomimidx

Notant que les expressions des moments m; et m; sont toujours linaires sauf pour les expressions
de Mo. Nous pouvons calculer les coefficients de flexibilité &; a I’aide des expressions
analytiques données ci-dessous, aussi par la méthode graphique de Veretchaguine.

Les tableaux présentés ci-dessous, qui s'appellent tableaux des intégrales de Mohr, permettent
d’évaluer ces intégrales pour certains cas de charges extérieures.
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Chapitre 3 : Méthode des forces

: 1l
Tableau 3.1 : Valeur de ; J o Mim;dx

Remarque: Ne pas oublier de multiplier les résultats par%

}Iztro:lﬂre m m mg 4 mg mg
et m | ——— g} Coa| B il
avec leur SIGNE r\l mg = —-md
M M f
C Mm 1/2 M(mg+md) | 1/2 M(mg+md) 0
Mg Nd ; .
1/6(2Mgmg+Mgmd|1/6(2Mgmg+Mgmd
I— V€T 0 +Mdmg+2Mdmd)| +Mdmg+IMdma)| /8 mE(Me—Md)
Mg
Md | 1/2 m(Mg+Ma) 1/6(2Mgmeg+Mgmd|1/6(2Mgmg+Mgmd .. »
&Q mite +Mdmg+2Mdmd){ +Mdmg+2Mdmd) /6 mg(Mg-1d)
Mg " Md
% 0 1/6 Mg(mg~md) | 1/6 Mg(mg-md) 1/3 Mgmg
Mg = —-Md
Mg
[k 1/2 Mgm 1/6 Mg(2mg+md)(1/6 Mg(2mg+md)| 1/6 Mgmg
.
Md o
— ] 1/2 Mdm 1/6 Md(mg+2md)|1/6 Md(mg+2md)] -1/6 Mdmg
/= 1/6 M[mg(1+8) | 1/6 M[mg(1+@)
TS, Ba L 1/2 Mm 1/6 Mmg(1—-2«)
Gl-thué des r.,/,z.n. +md(1+«)] +md(1+a)]
Y
4& 1/2 Mm 1/4 M(mg+md) |1/4 M{mg+md) 0
Mg
|> 1/3 Mgm 1/12 Mg(3mg+md)|l/12 Mg(3mg+md)| 1/6 Mgmg
Md
— 1/3 Mdm 1/12 Md(mg+3md)j1/12 Md(mg+3md{ 1/6 Mdmd
- 2/3 Mm 1/3 M(mg+md) | 1/3 M{(mg+md) -0
Mg - :
T 2/3 Mgm 1/12 Mg(5mg+3md) 1/6 Mgmg
; |
_ Md I
—— || 2/3 wm 1/12 Md(3mg+5md) -1/6 Mdme
‘ L
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Tableau 3.1 (suite) : Valeur de lfi) M;m;dx
1

Remarque: Ne pas oublier de multiplier les résultats par%

Introduire mg md
Metm. | T~ | _—1 | 455>
avec leur SIGNE oL ot Bront des rupports
M M
] 1/2 Mmg 1/2 Mmd 1/2 Mm 1/2 Mm
Mg Md
1/6 m[Mg(1+p)
[: 1/6 mg(2Mg+Md)|1/6 md(Mg+2Md) FUA((1+0)] 1/4 m(Mg+Md)
Mg
. Md 1/6 m[Mg(1+0) ;
kﬂ 1/6 mg(2Mg+Md)|1/6 md(Mg+2Md) SHa((14)] .“'1'/4 m(Mg+Md)
Mg
%‘i 1/6 Mgmg -1/6 Mgmd 1/6 Mgm(1-2a) 0
Mg = —-Md
Mg
1/3 Mgmg 1/6 Mgmd 1/6 Mgm(1+8) 1/4 Mgm
Md
vt | 1/6 Mdmg 1/3 Mdmd 1/6 Mdm(1+«) 1/4 Mdm
h—-‘ .
ooy | /6 Mme(+P) | 1/6 Mmd(i) 1/3 Mm |12 Mm(3-4% )
oA st Bront des nppolrh valable pourl <§
2
~ B> 1/4 Mmg 1/4 Mmd 1/12 Um(3-4<)/p 1/3 Mm
valable pourod<p
Mg . .
l}_ 1/4 Mgmg 1/“Mdmd 1/12 Mdm(1+f+p )| 7/48 Mgm
Md -
_—] 1/12 Mdmg 1/4 Mdmd  [1/12 Mdm(1+w+«))| 7/48 Mdm
1/3 Mmg 1/3 Mmd 1/3 Mm(1+df) 5/12° Mm
Mg -
B 5/12 Mgmg 1/4 Mgmd 1/12 Mgm(5-o-<)| 17/48 Mgm
Md |
—— T 1 /4 ¥dm 5/12 Mdmd  [1/12 Mam(5-p-$Y)| 17/12 Mdm
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Tableau 3.1 (suite) : Valeur de %folMim]-dx

Remarque: Ne pas oublier de multiplier les résultats par %

;}‘“‘:“‘" mg md mg wid
e m ‘*‘—\ /J:—-—[—‘
avec leur SIGNE N —+ A £ Im N\ .
M M
C 1 1/3 ume 1/3 Mmd 2/3 Mm 2/3 Mmg 2/3 Mmd
Mg ud
E 1/12 mg(3Mg+Md) | 1/12 md(3Md+Mg) | 1/3 m{Mg+Md) |[1/12 mg(5Mg+3Md)|1/12 md(3Mg+5Md)
Mg
N‘l 1/12 mg(3Mg+Md) | 1/12 md(3Md+Mg) | 1/3 m{Mg+Md) |1/12 mg(5Mg+3Md)|1/12 md(3Ug+EMd)
e Md
% 1/6 Mgmg 1/6 Mdmd 0 1/6 Mgmg 1/6 Mdmd
Mg = —-Md
Mg -
T~ | 1/4 Mgmg | 1/12 Mgmd 1/3 Mgm 5/12 Mgmg | 1/4 Mgmd
Md _
— || 1/12 Mdmg | 1/4 Mdmd 1/3 Mdm 1/4 Mdmg | 5/12 Mdmd
—h—¥
¥ 2,
Z.%lp. Uy |12 ume(p")|1/12 Umd(14s+&)| 1/3 Mm(14ep)  |1/12 Umg(5-et-d))[1/12 Mmd(5- B~ §
o ot sent dee rapperis ’
"éh 7/48 Mmg 7/48 Mmd 5/12 Mm 17/48 Mmg - | 17/48 Mmd
Mg
‘; 1/5 Mgm 1/30 Mgmd 1/5 Mgm 3/10 Mgmg 2/15 Mgmd
Md
_——1| 1/30 uMamg 1/5 Mdmd 1/5 Mdm 2/15 Mdmg 3/10 Mdmd
1/5 Mmg 1/5 Mmd 8/15 Mm 7/15 Mmg .7/15" Mmd
Mg . ]
T~ | 3/10 Mgm | 2/15 Mgmd 7/15 Mgm | B/15 Mgmg | 11/30 Mgmd
4:]_' 2/15 Mdnig 3/10 Mdmd 7/15 Mdm 11/30 Mdmg 8/15 Mdmd
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Chapitre 3 : Méthode des forces

Tableau 3.1 (Suite) : Valeur de ~ [, M;mdx
1

Remarque: Ne pas oublier de multiplier les résultats par %

| e |

Introduire 1 2
Metm | &/ M.dx | & amp

avec leur SIGNE

1/2 1/2
Moz m, + Teymd
M M
] u? 1/6 M(mg+4mt+md)
Mg Md 2 2 ;
1/3(Mg+MgMd+Md) 1/6 (Mgmg+4Mmt+Mdmd)
vz 5
Mg 2 2
B‘;ﬁud 1/3(Mg+MgMd+Md) 1/6 (Mgmg+4Mmt+Mdmd)
/2
Me Md 2
Do B 1/3 Mg 1/6 Mg(mg—-md)
Mg = -Md
Mg 2
I 1/3 Mg 1/6 Mg(mg+2mt)
Md 2 4
_4] 1/3 Md 1/6 Md(2mt+md)

a | b
I .
o1 sont das repports

2
1/3 M 1/24 M(mg+10mt+md)

1/5 Mg 1/60 Mg[5(3mg+md)+12mo]

2 5
8/15 M 1/15 M[5(mg+md)+8mo)

1/60 Mg[5(5mg+3md)+28mo]
1/60 Mg(limg+md+28mt)

T
Mg
k__
Md
o | 1/5 Mcl2 1/60 Md[5(mg+3md)+12mo)
i "N
Mg
‘—El

8/15 Mg ou
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Chapitre 3 : Méthode des forces

3.9. Procédure de la méthode des forces
Les différentes étapes de calcul par la méthode des forces sont les suivantes:

- Déterminer le degré d’hyperstaticité d=n

- Ecrire les n équations canoniques.

- Choisir le systeme de base (systéme isostatique le plus simple)

- Tracer le diagramme des moments fléchissant Mo du systéme isostatique due aux charges
extérieures (X1=Xz=:--=X,=0)

- Tracer les diagrammes ou épures unitaires m; (i = 1, ... , n) correspondant au systéme
isostatique sans charges extérieures et avec X;=1 et les autres inconnus nuls.

- On calcul tous les coefficients §jet dioa I’aide des diagrammes.

- Résolution du systeme d’équations canoniques

511X1 + 612X2 + -+ 61an + 810=
0621X1+ 622X2+"‘+ 52nxn+ 620=0

5n1X1+ 6n2X2+"'+ 511an+ 51’10:0
- Correction des épures unitaires m;'=mXi (i=1,...,n).
mi =miX1;mz2"'=m2Xz; ...; Mn'=MnXn

- On fait la somme des épures unitaires corrigees Y mi'=mi"+mz"+---+my"
- Endernier, on obtient le diagramme des moments fléchissants final du systeme hyperstatique

*
réel en faisant la somme des moments suivants Manai= Mo + X m
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3.10. Exercices

Exercice 1
Un portiqgue ACB constitué de poutre et de poteau derigidité El en flexion. Tracer les
diagrammes des moments fléchissants Mg, des efforts tranchants T et des efforts normaux N.

P=3kN
C B
vy . %7-1_
B
— 1.5m — ~ B
3m
v .. A
RN
(1= om .
My, Va
- On détermine le degré d ’hyperstaticité d (le nombre d’inconnus)
d=3c—a— 2s
e c: le nombre de contours de la structure (c=1)
e a: le nombre d’appuis doubles (a=1) d=2 }

e s: le nombre d’appuis simples (s=0)

- On écrit le systeme d’équations canoniques :

611X1 +612X2+510:0
621X1+622X2+520:0

- Choix du systeme de base (fondamental)

La structure initiale (hyperstatique) est transformée en une structure isostatique soumise aux
charges extérieures de départ (P = 3kN) et aux deux forces inconnues (X1etX>).

| P=3kN X,

Hp T Txl
— 1.5m —

3m

H

A
S
3
M, T V€ -

Y
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Méthode des forces

- On trace les diagrammes unitaires (ims; myz) et celui des charges extérieures (Mo)

e Etat 0: Charges extérieures # 0 et X1=X>=0

|

l P=3kN

«— 1.5m —>

4,

5kN.m

N

1.5m —
3m
4.5 ]
Diagramme M
HA=O A
T AR
V=3 kN 3m
M4=4.5kN.m < >
e Etat 1: Charges extérieures = 0, X1=1 et X»=0
| 3 ki
X1=1 =1
3m
Diagramme m1
H;=0
xﬁT & RN
VA:—].
M,=3 < 3 >
e Etat 2 : Charges extérieures = 0, X1=1 et X2=0
0
< O -
T Xz—l X2: 1
3m
Diagramme m;
HA=1 A 3
V=0 )
A=
My=3 f < 3m >
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Méthode des forces

Calcul des déplacements §j

85 == [ 'm m.dx (Méthode de VERETCHAGUINE)
17 Ero J

611X1+612X2+610=0
521X1+522X2+620 =0

e Les coefficients 611 et &1 sont obtenus en appliquant au systeme de base la sollicitation

unitaire X:=1.

e Les coefficients 81, et 62, sont obtenus en appliquant au systeme de base la sollicitation

unitaire X;=1.

e Les coefficients 510 et 820 se calculent sous I’effet des charges extérieures (ici la force P=3kN)

appliquées au systéme d’isostatique de base.

e Les diagrammes (m1; mz et Mo) servirons au calcul de ces coefficients.

On trouve,

36 13.5 9
511—5. 812 = 651 = El’ 822 —E
810 = 48.94 et 6, = 20.25

36 +13.5 4894
EI"Y" EI 7

El
13.5X . 9 X 20.25
El “* T EIT*  EI T

A partir du systeme, on trouve:

X1=119kN
X=0.48 kN

- Correction des épures unitaires
e Le diagramme corrigé m* =m1X1
e Le diagramme corrigé m* =m2X>

X;=1.19 kN

Diagramme m+*
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Diagramme m;"
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Chapitre 3 : Méthode des forces

- Diagramme final des moments fléchissants :

Mg =Mo+ m1*+ my*

0.96 kN.m AN g

1.82 118
|4 J $| B
| -
4, <048 048 0.48
09‘% 0.4 R
;_ . ’ .

8P

1.78 KN.m

Diagramme de M

1
1.8/
#-)0.48
| 0.48E
i Al.
5 0.48
0.48 kN.m ) T
82

0.48

- Diagramme de I’effort tranchant

1.82 kN.m

N AN

1.18 kN

o

Diagramme de T

0.48 kN

- Diagramme de I’effort normal

Diagramme de N
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Exercice 2

On étudie la poutre représentée sur la figure suivante. Celle-ci est encastrée en A, repose sur un
appui simple en B et soumise a une charge uniformément répartie sur toute la longueur de la
poutre. La rigidité ET est constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants.

Q\Q q=1t/m
NMNHMELI AR ARARAL.

- On détermine le degré d ’hyperstaticité d
d=4(liaisons) — 3(équations)=1

- On écrit le systeme d’équations canoniques :
611X1+810=0

- Choix du systeme de base (fondamental)

g=1t/m

v HHHH&HIZ}I 222222214

G

A Xy
<<———— 3Im ——>
- On trace I’épure unitaire (diagramme) (m1) et celui des charges extérieures (Mo)

e Etat 0: Charges extérieures #0 et X1=0

ql?

— =45tm
Diagramme M
Hy—o

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 45



Chapitre 3 : Méthode des forces

e FEtat 1: Charges extérieures = 0 et X1=1

-3+ B Diagramme m;
Hy—o
—
&
M.=3 ,I,VA=1

«— 3IMm —>

- Calcul des déplacements &j.

5 = B9 5 = ql*  10.125
U7 3E1 T EI 0= ggr— EI

9 X 10.125

EI? El

A partir de cette équation, ontire: X1=1.125¢

- Correction de I’épure unitaire:
Le diagramme corrigé m* = m1X1

B
3.375 t.m+
Hy—o T
—_—

A X1=1.125¢

M, =3.375t.m l V4,=1125¢t

- On trace le diagramme final des moments fléchissants de 1’état réel par superposition de
I’épure unitaire m" avec le djagramme M.

Mg =Mo+ m™,

1.125tm

Hy—o
=

I B
UA MVA=1_125t
M,=1.125t.m |va=1Ngst

Mnax=1.266 t.m

=

1.125m

Diagramme My
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Exercice 3
On étudie la poutre représentée sur la figure suivante. Celle-ci est encastrée en A, repose sur un
appui simple en B, est soumise a une charge constante de 1t. ET est constante.

On demande de tracer le diagramme des moments fléchissants et de I’effort tranchant.

ﬁ P= 1t
\ !
M, TVA B

<« 1m —><« 1.5m —>l vy,

- On détermine le degré d *hyperstaticité d (le nombre d’inconnus)
d=4(liaisons) — 3(équations)=1

- On écrit le systeme d’équations canoniques :
611 X1+610=0
- Choix du systeme de base (fondamental)

P=1t

55

Hy
Of, X

Ma <« 15m —> <« 1.5m —>

- On trace le diagramme unitaire (m1) et celui des charges extérieures (Mo)

e Etat 0: Charges extérieures #0 et X1=0

Pl
? =15tm
Diagramme My
. -
20, | B
A
T Vai=1t

M,=1.5t¢.
A m < 15m—>< 15m —>
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e FEtat 1: Charges extérieures = 0 et X1=1

=3 B Diagramme m;
Hy—o
—_—
C
MA=3 lVAzl
<« 3Im —>
- Calcul des déplacements &j.
3 9 5P3 2.813
o= 35~ E 010== 8E~" TEI
9 2.813 —0
TR

A partir de cette équation, on tire: X1=0.313 ¢

- Correction de diagramme unitaire :

Le diagramme corrigé m:*= m1X1

938t.m+ B
. m
e

A X1=0.313 ¢

M,=0.938 t.m | vi=0313¢

- On trace le diagramme final des moments fléchissants :
Mg =Moo+ m™;

0.563 t.m

HA=0 B
s + V,=0.313 ¢t
M, =0.563t.m ll/A=O'687 t  M=0.469 t.m

= 1.5m

7z

Diagramme de My
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Sectionl-1 0<x<15m

T
Y Fy=0=T=0.687 t Ha—o /
q 7
! '
M, =0.563 t.m | va=0687¢
«— >

X

Section2-2 1.5<x<3m

YFy=0=>T=0.687-1=0.313¢

HA=_0) | 1tl Ttl
O 1
lva

=0.687t
N 1.5m °~
0.687
A B
+
- 0.313 ¢
1.5m °~

Diagramme de T

Exercice 4
Un portique constitué de deux poteaux et une poutre. Tracer le diagramme des moments
fléchissants.

q=1kN/m
N 2E1
—»
—»
> El
—»
—»
H A Hp B
}R‘?‘:&\\' IR 2
3m B'V
MA VA< > B

- On détermine le degré d’hyperstaticité d
d=3c—a—2s=31-0-2.0=3

=3 inconnues hyperstatiques (X1, X2 et X3)
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- On écrit le systéeme d’équations canoniques :

011X1+812X24+613X3+810=0
021X1+822X24+623X3+820=0
531X1+532X2+633X3 +630=0

- Choix du systeme de base (fondamental)
Les inconnus X1, Xz et Xzreprésente les efforts internes au milieu de la poutre du cadre.

X
q=1kN/m \ X4 X4 T/l
> X2 |\
T L, X3 X3
%
3m Ly
> El
%
H, A Hp ; B
PR —
w., 1 1.5m 1.5m ‘SS Vs
A Ve—— > —>

On trace les diagrammes unitaires (mi; mz; m3) et celui des charges extérieures (Mo)
e Etat 0: Charges extérieures # 0 et X1= X, = X3=0

—

—
(
L

3 3 Diagramme
m % g 0 o
\'\\Q 4.5kN.m

H=SSR

A B
Aﬁ‘\ Ry —
= 1l5m 1.5m
My=4.5kN.m TVA 0 «—>

X1=1\ 1)(1_1
x © > <
3m
Diagramme my
HA=1'|
T 3
TVA:O 1.5m

MA=3

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 50



Chapitre 3 : Méthode des forces

e FEtat 2: Charges extérieures= 0, X1=0, X,=1 et X3=

_ 1.5 15
A 15 _
X2—1

3m
Diagramme mg
Hy=0 [y A
- R
\j TVA:]_ 1.5m
My, =15 «—>

e FEtat 3: Charges extérieures = 0, X1=0, X>=0 et X3=1

IR S 3\
A _ \1
m %
% Diagramme ms %
Y G R
\MAJ=1 AVaz0 1.5m 15m 7
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- Calcul des déplacements &j.

611 = E' 812 = 821 = 83 =85, =0, 822 = %
El El
9 7.5
013 =531=_E» 833 =E
810 = —%» 820 = 275 gy 830 = E3_15

- Le systéme d’équations canoniques

(18 9 10.13
EX1+0X2 EIX T
14.63 6.75
V0 Xs+ X + 0. X5+ —— =0
9 7.5 13.5
L~ EIX1+0X2 EIX +?=0
La résolution du systeme donne
X1=0.66 kN
{ X2=0.45 kN
X3=—0.18 kN.m

Correction des épures unitaires

Le diagramme corrigé m"=mi1X1
Le diagramme corrigé m"=myX>
Le diagramme corrigé m"=msX3

X;=0.66  X,=0.66

3m
Diagramme mq*
N
TVAZO 1.5m 1.5m
M, =1.98 — > —

X,=0.45 X2=0.|45 m

Diagramme m*
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L : 0.18
4 018 -“\\\\-\\\Q 0.18
X3=0.18
\
3m %\
R Diagramme m3* %
B0 \e
Ao RNNNARNNNN
\_/ TVAZO 1.5m 1.5m
M, =018 — >

- Donc le diagramme final du systéme réel:

Mg =Mo+ m1™+ m2"+ ms”*

0.5 kN.m

0.5 kN.m

Diagramme de My
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Chapitre 4 : Méthode des déplacements

4.1. Introduction

La méthode des déplacements ou des déformations est une des méthodes les plus utilisées pour le
calcul des systemes hyperstatiques. Les deéformations (rotations et translations) sont les
inconnues.

4.2. Nombre d’inconnues de la méthode
Le nombre d’inconnues de la méthode des déplacements est égal au nombre de rotations des
nceuds Nr-et le nombre de translations N:du portiqgue (N= (N-+Ny)).

- Nombre de rotations N-: le nombre de rotations d’un portique est égal aux nombre de nceuds
intermédiaires rigides (N-= nceuds intermédiaires rigides).

- Nombre de translations N.: le nombre de translations possibles du portique:

N«=2n — (b+]) (4.1
Avec:

n: Nombre total de nceuds (nceuds et appuis).
b: Nombre de barres.
[: Nombre de liaisons (réactions) verticales ou horizontales.

4.3. Intérét de la méthode des déplacements
On réduit considérablement avec cette méthode le nombre des inconnues surabondantes et elle

permet de déterminer la matrice de rigidité unique du systéme.

Exemple 1
N q
§ vV v vV v vV v v vv v
X A\ JAN A\ AN
1 2 3 4 5 6

Figure 4.1. Poutre hyperstatique

Dans la Figure 4.1, la méthode des trois moments nous donne 6 équations a 6 inconnues ; alors
que la méthode des déplacements nous donne seulement 4 inconnues (car les rotations aux nceuds
1 et 6 sont nuls)

Exemple 2

Dans cet exemple (figure 4.2) nous avons 3 inconnues par liaison encastrée ; ce qui fait en tout 9
inconnues.
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q
Yy Yy Vv Yy
4

e

HAEAL R

Figure 4.2. Systeme hyperstatique

La statique nous donne trois équations (une égquation de moment et 2 équations de projection de
toutes les forces appliquées).

Le degré d’hyperstaticité est (9 - 3 = 6 fois hyperstatique).

Puis que ce systéme est une structure non déplacable (N:=2n—(b+1)=24—-(3+6)
= —1 alors nous avons seulement une seule inconnue puisque nous avons un seul nceud
intermédiaire (le nceud 4). Donc I’inconnues Z1 ¢’est la rotation au nceud 4.

4.4. Principe de la méthode des déplacements
La méthode des déplacements est utilisée pour le calcul des structures constituées de barres

droites encastrées dans les nceuds.

Globalement, le principe de la méthode est décrit par les trois etapes suivantes :

a. On détermine le systeme de base en bloquant (encastrements spéciaux) tous les nceuds
intermédiaires de la structure réelle dans le cas d’une structure non déplagable.
Si le systéme est deplacable, on bloque aussi les nceuds intermédiaires (encastrements
spéciaux) et en bloque aussi les translations a 1’aide de butée (Figure 4.3b).

Chaqgue élement de la structure travaille seul comme le modele bi-encastré ou en castré-articulé.

R
N
A) B) '
o
3
S
Structure initiale (hyperstatique) Structure de base

Figure 4.3. Portique hyperstatique
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b. Afin d'obtenir un systéme équivalent a la structure initiale, on applique des déplacements
(inconnus) correspondant aux liaisons ajoutées (Figure 4.3C).

C) N (3) Ze

Figure 4.3. Portique hyperstatique

Les inconnues du probléme dans le cas considéeré (Figure 4.3C) sont:
Z1: Rotation du nceud 1.
Z: Rotation du nceud 2.
Z3: Rotation du nceud 3.
Z4: Rotation du nceud 4.

Zs: Translation horizontale des nceuds 1 et 2, la variation de longueur de la barre 1-2
étant négligée.

Zs: Translation horizontale des nceuds 3 et 4, la variation de longueur de la barre 3-4

étant négligée.

c. Pour obtenir les déplacements inconnus (Z1, Zz, Z3, Z4, Zs et Z¢) on écrit qu'il y a équilibre des
réactions (moments ou forces) apparaissant dans chaque liaison ajoutée sous I’effet des forces
extérieures et des déplacements imposés. Soit:

Z1 =Y, des moments réactifs dans I'encastrement (1) = 0.
Z> =Y, des moments réactifs dans I'encastrement (2) = 0.
Z3 =Y, des moments réactifs dans I'encastrement (3) = 0.
Z4 =Y, des moments réactifs dans I'encastrement (4) = 0.
Zs =Y des réactions horizontales dans la liaison (2) = 0.

Ze =Y. des réactions horizontales dans la liaison (4) = 0.

Exemple: barre 1-2 et barre 1-3:

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 57



Chapitre 4 : Méthode des déplacements

Z1
AN
nggud (D noels (2)

Figure 4.4. Portique de la figure 4.3. (Exemple : barre 1-2 et 1-3)

Pour terminer, on retient que la méthode des déplacements est caractérisée par:
- Le blocage des rotations des nceuds intermediaires et des translations du portique.

- Donc un seul systeme de base possible, donc une fagcon unique de mettre le probleme en
équations (de ce fait, la méthode est particulierement indiquée pour le calcul automatique).

4.5. Classification des structures
On distingue deux types de structures :

A. Portiques ou structures a nceuds fixes (dit structure non déplacable)

Ce sont des structures dont les nceuds ne peuvent subir que des rotations (Figure 4.5). Une
structure a nceuds fixes possede autant de nceuds intermédiaires que de rotations inconnues Z.

]

Ne=2n— (b+1) =23 — (2 +4)=0
=le nombre de translation est nul

Figure 4.5. Systeme hyperstatique non déplacable

B. Portiques a nceeuds déplagables (structures déplagables)
Ce sont des structures dont les nceuds intermédiaires peuvent subir en méme temps des rotations
et des translations (Figure 4.6).
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N=2n— (b+ )=2.6 —(6 +4)=2
= deux translations

Figure 4.6. Systéme hyperstatique déplacable

4.6. Principe du nceud fixe
Considérons le schéma de la Figure 4.7 dans le quel deux barres AB et AC relient un nceud A a
deux nceuds B et C qui sont fixes en translation dans le plan XY.

Figure 4.7. Principe du nceud fixe en translation

En toute généralité, le point A ne sera mobile que si les longueurs AB et AC varient. Une telle
variation de longueur ne peut résulter que de I’'un et/ou I’autre des effets suivants :

a. Raccourcissement de la corde due la courbure prise sous I’effet de la distribution du moment
de flexion;

b. Variation de la longueur de la corde due a la courbure additionnelle prise sous I’effet de la
déformation d’effort tranchant;

c. Variation de la longueur de la corde induite par la déformation d’effort normal.

Conformément a 1I’hypothése simplificatrice de la méthode des Rotations, les déformabilités a la
base des effets (b) et (c) sont négligées ; ceux-ci ne sont donc pas a considérer; en conséquence,
seul I’effet (a) reste a examiner. Dans le domaine élastique, il est aisé de démontrer, que le
raccourcissement de la corde d’une barre, engendrée par la prise de courbure de flexion, est d’un
ordre inférieur a la variation de longueur produite par 1’effort normal.

Le principe du nceud fixe en translation s’énonce comme suit :

Si, dans un plan XY, un nceud A est relié par deux barres AB et AC a deux nceuds B et C, tous
deux fixes en translation dans ce plan, le point A peut a son tour étre considéré comme fixe en
translation.
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4.7. Principe du neeud mobile

Lorsque la structure plane est constituée d’un réseau de poutres orthogonal & un réseau de
poteaux, il est assez logique de localiser la structure dans un plan XY tel que I’axe des X soit
paralléle aux poutres (barres horizontales) et I’axe des Y paralléle aux poteaux (barres
verticales). L’hypothése simplificatrice a la base de la Méthode des rotations, notamment, la
déformabilité aux efforts normaux est négligeable, revient a supposer I’incompressibilité
(éventuellement I’inextensibilité) des barres.

Les degrés de liberté de la structure a considérer des lors sont:

- Le degre de liberté en rotation des nceuds.

- Le degré de liberté en translation horizontale de toute la file des éléments horizontaux.
- Le degré de liberté en translation verticale de toute la file des éléments verticaux

Ainsi, il suffit désormais d’un blocage simple en translation selon ’axe d’une file des éléments
pour que tous les nceuds de cette file ne translatent pas. En conséquence, la structure
cinématiquement déterminée (Figure 4.8a) est obtenue en disposant d’un blocage simple associé
a chacun des degres de liberté précités. Les blocages simples ainsi requis, en nombre N (N; et
N»), constituent les inconnues cinématiques. Celles-ci sont donc de deux natures :

- Les angles de rotation aux nceuds intermédiaires;
- Les déplacements horizontaux ou verticaux du systeme.

Pour I’exemple de la Figure suivante, on a:
N=2n— (b+0)=2.8 — (10+3)=3
Nr:6

- 6 blocages de rotations de nceuds intermédiaires (Figure 4.8b),
- 2 blocages de déplacements horizontaux (Figure 4.8c),
- 1 blocage de déplacements verticaux (Figure 4.8d).

soit au total M = 9.

La structure cinématiquement (Figure 4.8a) déterminée de référence est la structure d’origine
munie de ces 11 blocages simples (Figure 4.8).
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Figure 4.8. Principe du nceud mobile

4.8. Sollicitations des barres
Les barres sont sollicitées soient par :

- Les charges extérieures (reparties, ponctuelles,...) (connues)

- Les rotations des nceuds intermédiaires..............
- Lestranslations. .....ooveeneee e,

Ce sont les inconnues

4.9. Moments fléchissants et réactions des barres soumises a des déplacements et des
charges

Les calculs des moments et les réactions peuvent étre menés par les méthodes exposées dans les
chapitres (chapitre 6 : Méthode des trois moments et chapitre 3 : Méthode des forces).
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Les diagrammes des moments et les réactions des charges extérieures les plus courantes sont regroupés
dans les deux tableaux suivants.

A. Les barres soumises a des déplacements d’appuis (rotations et translations)

1
]

4EIN 6EI I 2B 6EI/
5—1£| e By I3
B | ST R l
S
3 | 3 % : .
6EI/I2 12EI/I31 6El/ 12EI/I31
T 3 TlZEI/I3
12E11 6EI/I2 6EI/12
T
f’:ll e I [ S—
T N TTeee o-.\\‘l
l. 1 ~
N \‘B:
o ' —
3E|/|BL "
3EI/I31
3EIR
. 3EIP
3EIR
?—» w=1
oo \]Q Ql/’
. 2 Nl ™~ _____________-- -
| il RS
3EN ' "
3EIR
lSEUP
””“[I]:I]]] 3EI/I2|
3EIR 3EI/
16:1 _____ ~~~\ L\
= o
3 s I 5=1
I e

3
3ENI l SEL P

s 3EI/P
3ElI 3EI/I2

Figure 4.9. Moments fléchissants et réactions des barres soumises a des
déplacements d’appuis (rotations et translations)
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B. Barres soumises a des charges extérieures (réparties, ponctuelles, ...)

q
IERNRRRRRTARRRRAR AR

. /8
ql/12 ql2/12 ‘ h}\

o
g

N 3
B [ s O
BRSO

Pab(a+2b)/212

Pazb?/12

Pazb(2a+3b)/213

2Pa%?/I®

l(3a+b)bzll3
8 Fl 8
w I
* 2 2
PIf8 PI/8
P/J p/zT
PI/g 5PI/32
|l a N, b | & a N, b ]
q (e ks 4 (e
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Ca(3a-2l)/l2 A
GaTC/P a( l 3C(I2-b2)/2P
3|
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I
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Figure 4.10. Moments fléchissants et réactions des barres soumises a des charges
extérieures
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4.10. Equations d’équilibre

Chaque équation exprime 1’équilibre des réactions apparaissant dans une liaison ajoutée. Dans
chaque liaison (i) introduite, la résultante des réactions, engendrées par les forces extérieures
(ri0) et par les déplacements appliqués (r), doit étre nulle.

- Tjo: réaction qui apparait dans la liaison ajoutée i sous I’action de la sollicitation globale F
(c’est-a-dire les charges appliquées).

- rjj: réaction dans la liaison i, dont la nature est déterminée par celle de la liaison, sous I’action
du déplacement Z;=1 (coefficient de rigidité).

En vertu du principe de superposition des effets nous pouvons écrire:
Rij= 1iiZ; (4.2)
ou:
- Zjest le deplacement inconnu applique.

- rjjest la réaction dans la liaison i sous I’action d’un déplacement unitaire, rotation
ou translation selon la nature de la liaison j, appliqué a la liaison j.

Ainsi, pour une structure a n inconnues (n déplacements inconnus des nceuds), le systéme
d’équations s’écrit:

r11Z1+r12Z2+ - +r1nZa+R10=0
12121412222+ +120Zn+R20=0

............................................. (43)
T—1)1Z21F " —1)2Z 2+ T iyt R(n—1)0=0
rn121+rn222+"'+ TnnZn"‘RnO:O

Ou encore sous forme condensée:

n

Yrij Zi+Rio=0 avec i=1,...,n

-1 (4.4)
Sous forme matricielle le systeme d’équations canoniques s’écrit:

[7][Z] + [Ro]= 0 (4.5)

[r3] est appelée matrice de rigidite.
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4.11. Etapes de calcul par la méthode des déplacements
L’application de la méthode des déplacements peut se résumer aux étapes élémentaires suivantes

- Déterminer le nombre d’inconnues (N:et N.).
- Ecrire les n équations canoniques.
- Choisir le systeme de base (systéme isostatique le plus simple)
- Tracer le diagramme des moments fléchissants Mo du systéme isostatique due aux charges
extérieures (Z1=Z2=:+-=Z,=0)
- Tracer les diagrammes ou épures unitaires m; (i = 1, ..., n) correspondant au systéme
isostatique sans charges extérieures et avec Zi=1 et les autres inconnus nuls.
- On calcule tous les coefficients de réaction (7, Rio) a I’aide des diagrammes.
- Résolution du systeme d’équations canoniques pour obtenir les déplacements des nceuds.
- Correction des épures unitaires m*= m;Xi (i=1,..., n).
mi'=miZi, my'=mzZz.... mp¥*= mnZn
- On fait la somme des épures unitaires corrigées Ymi'=mi"+my"+---+my’
- En dernier, on obtient le diagramme des moments fléchissants final du systéme hyperstatique
réel en faisant la somme des moments suivants
Mtna= Mo+2Xmi’
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4.12. Exercices
Exercice 1
Calcul des structures a neeuds fixes (ou a neeuds invariables (non déplacables)

On considere le portique suivant, construire le diagramme du moment fléchissant, de 1’effort
tranchant et de I’effort normal. EI est constante.

l P=2kN
A ¢

SRR

Sy

3m

Le nombre d’inconnus hyperstatique

Le nombre de translation n;=2n— (b+1)=2* 3—(2 +4)=0
= Pas de translation (structure a nceuds fixes (non déplacable)).

Le nombre de rotation n,=1 on bloque le nceud intermeédiaire (le nceud B)
- Systéme de base

Z1 lp:zzczv
A 5 C
mm———
g
(a2]
v__| A
R
<_1..5.m_)<_1..5m_>

- Systeme d’équations canonique
1r11Z1+R10=0

- On trace le diagramme unitaire (m1) et celui des charges extérieures (Mo)

e Etat 0: Charges extérieures # 0 et Z1=0
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1.125 kN.m

3m
I
\

T

1.5m

A

M,

1.5m

e Etat 1: Charges extérieures = 0 et Z1=1

\4

3m
3

0.667EI

_Y
0.6667 E[ “Hmmmss
1.5m

i
0.333E1

p . > < 1.5m >

- Calcul des déplacements .

11

RlO

Le coefficient r11 est calculé de fagon a
réaliser 1’équilibre au nceud B du digramme
mi.

On indique r11dans le sens de la rotation
Z1 appliguée a I’encastrement

Le coefficient Rio est calculé de facon a
réaliser 1’équilibre au nceud B du digramme
Mo.

élastique ajouté (voir figure m1) ) R1o
)\,7”11 1.125
\U1.333E1
r11=EI+1.333E1=2.333EI R10=-1.125
0.4821
1121+ R10=0=>2.333E1Z1—1.125=0 =>/1= El
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- Correction du diagramme unitaire
e Le diagramme corrigé mi* = miZ4

W\721=1

I
0.6426 k c
[
0
3
o™
Y o
03200
- Les diagrammes finaux:
Mg = Mo+ m;]
0.64 kN.m
0.64kN.m | -
- C0.3214 kN

1.21 kN
+
A B | ¢ A B _ c
0.79 kN 0.32 kN
0.32 kN 1.21 kN
g - g -
32} I3}
T N
A v A
A o
p 1.5m > < 1.5m > p 1.5m > < 1.5m >
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Exercice 2

Le portique est constitué de barres identiques (I=3m). Tracer le diagramme des moments
fléchissants M.

A
L [ C 2EI D
—>|
—>|
E > EI l=3m
= P EI
—
g_‘ —>
—>|
> A B v
S e
[=3m ~

- Le nombre d’inconnus hyperstatique
Le nombre de translation n;= 2n — (b+1) = 2*4—(3 +2)=1

= Portique a nceuds déplagables (une translation)

Le nombre de rotation n, = 2 on bloque deux nceud intermédiaire (le nceud C et D)
- n=n+n=1+ 2 =3 (une translation (déplacement linaire) Z3 et deux rotations
(déplacements angulaires) (Z1etZ>)

- Systéme de base:

le Z>
™
_ R 23
| R ¢ 2El D >
N
| E1 El
E > h =3m
gy =
AT =
gy —
LA B
A FRRRER
< l=3m >

- Diagrammes des moments fléchissants

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 69



Chapitre 4 : Méthode des déplacements

e Etat 0: Charges extérieures # 0 et Z1=Z2=Z3=0

Z1=0 Z2=0
0.75 b Z3=0
SRS N—
0.375
0]
Mo
A B
0.75 P b\ﬂﬁ
[ =3m ~
Etat 1: Charges extérieures = 0 et Etat 2: Charges extérieures = 0 et
Z1=1et Z2=73=0 Zr=1et Z1=7Z3=0
N zZi=1 1.33E) N Z2=0 N Z1=0 2.67EL0 N Z:=1

1.33E1[5 P ] Z3=0 = P Zg=o
N <=
=

G7EI 33E1
)
0]
mi ma
) + B A 0 67EIE -BO 7EI
< 1=3m > < 1=3m >
e Etat 3: Charges extérieures = 0 et Z1=Z,=0 et Z3=1
NZ7,=0 Zy=0
67EI =
3 o— —s
3 :
/ /
ms
- + B
El 0 0.44EI
= % RS
< [=3m >
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- calcul des coefficients

ru=4El r12=1.33E1 1r31=—0.67EI R10=0.75
\7”21

T11

) r31
2.67E1
1.33E1 —
\ 1.33E1 gy, 0.67EI ) 0.75

T21=1.33E1 T'22=4EI T32=—0.67EI R20=0

-\7"12 \2”22 '\r
20

1.33EI

0.67EI
r13=—0.67EI \im 1r23=—0.67E1 r33=0.89E1 R30=—1.5
Vo — — — —
- l r'33 ‘ R3o
V 0.67E1 ( 0.67EI m5_0445 E'b
]

- Systéme d’équations canoniques

12121+ 12222+ 12323+ R20=0=> Z,=0.314

1r11Z1+7112Z2+1r13Z3+R10=0 { Z1=0.032
{ 1r31Z1+132Z 24713323+ R30=0 Z3=1.95

- Diagramme final Mg = Mo+ m1Z1+ ma2Z2+ m3Z3

122
70 | 1
70 C T
+ -
Valeurs des moments*(0.007)
My
A4 + 0.66
281 S 234 191 = &%
0.66
[=3n ~

2.34
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Chapitre 5 : Méthodes itératives

5.1. Introduction

En mathématiques, une itération désigne I'action de répéter un processus. Le calcul itératif
permet l'application a des équations récursives. Le terme itération est issu du verbe latin
iterare qui signifie “’cheminer’” ou de iter ’chemin’’. Le processus d'itération est employé
fréquemment en algorithmique.

En analyse numérique, une méthode itérative est un procédé algorithmique utilisé pour
résoudre un probleme, par exemple la recherche d’une solution d’un systéme d'équations ou
d’un probléme d’optimisation. En débutant par le choix d’un point initial considéré comme
une premiére ébauche de solution, la méthode procede par itérations au cours desquelles elle
détermine une succession de solutions approximatives raffinées qui se rapprochent
graduellement de la solution cherchée. Les points générés sont appelés des itéreés.

On cherche a résoudre une équation de la forme :
Ax=Dh (5.1)

Les méthodes directes fournissent la solution X en un nombre fini d’opérations. Mais, si la
taille du systéeme est elevée, le nombre d’opérations est important, or les erreurs de calcul
dépendent directement du nombre de calculs. Elles utilisent des propriétés mathématiques
nécessitant un calcul exact, il est difficile de tenir compte des erreurs de calcul dans ce
processus. Donc, le résultat n’est jamais rigoureusement égal a X. 1l peut méme en étre trés
différent.

Les méthodes itératives contrastent avec les méthodes directes qui résolvent le probleme en
une seule étape (par exemple la solution d'un systeme linéaire Ax = b obtenue en calculant la
matrice inverse de A). Le recours au calcul matriciel est indispensable est pratique car :

e Cela permet une écriture compacte d’ensembles des relations devant Etres traitées
simultanément

e Cela se préte particulierement bien a 1’utilisation du calcul par ordinateur.

Un grand nombre de structures utilisées par les ingénieurs dans la construction sont
composées d’éléments semblables relies entre eux en des points pour former les structures
générales que sont les structures en treillis ou les structures en portiques. L’idée étant de
considérer le comportement de chacun des “éléments’” tout seul et ensuite de relier ces
éléments pour reconstituer la structure réelle et ceci de facon a satisfaire au niveau de leurs
jonctions a 1’équilibre générale des forces en place et a la compatibilité des deplacements.
Cette manicre de faire réduit le nombre d’inconnue et transforme en fait les problémes
continue en un probléeme discret ou les inconnues (contraintes, efforts, déplacements) se
situent au niveau des nceuds. Leurs résolutions ensuite se réduit a une résolution d’équation
algébrique facilite grandement par les méthodes itératives (calcul matriciel).
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La barre ou la poutre ainsi constitue sera analyse pour écrire de maniére simple sa relation de
rigidité qui est la relation entre les forces en ses nceuds et les déplacements ou degrés de
libertés (d.d.]) en ces mémes nceuds. Par la suite, La relation de rigidité de la structure sera
obtenue par assemblage des rigidités de ses ¢léments par I’intermédiaire des nceuds. La
relation ainsi constituée, est une relation algébrique qui sera résolu par les méthodes de
calculs matriciels. Il est évident que la taille de ce genre de probléeme sera vite importante,
d’ou la nécessite de disposer d’un moyen automatique de calcul. Le calcul matriciel
s’adaptant facilement a la programmation, on voit bien que I’écriture de programme
informatique sera la solution pour résoudre le probleme vu la taille du calcul éventuel.

Dans la pratique le comportement structurel d'une structure composant de barres ou de
poutres se traduit par une relation dite “relation de rigidité’” ou relation de raideur. Cette
relation de rigidité lie les déplacements des nceuds (ou degré de liberté des nceuds: note par
(d.d.l) de I’¢élément aux forces agissants en ces mémes noeuds. La relation de rigidité sera en
fait un ensemble de relations qui formeront un systéme d’équations algébriques.

Si nous prenons le cas en élasticité des petites déformations et un matériau dont la loi de
comportement est la loi de Hooke, le systéme d’équation obtenu est un systéme d’€quation
linéaire s’écrivant sous forme matricielle (pour une barre ou pour une poutre) :

[Ky1{ap} = {Fy} (5.2)

{qp} : Vecteur dont les composantes sont les déplacements généralisés (translations ou
rotations) au niveau des nceuds de la barre ou de la poutre.

{F,} : Vecteur dont les composantes sont les forces généralisées (forces ou moment) agissants
au niveau des nceuds de la barre ou de la poutre.

[Kp] : Matrice de rigidité dont les composantes sont constantes et ne dépendent que du
matériau (constantes élastiques) et de la géométrie de 1’¢1ément (forme, type, orientation) et
qui lie les déplacements aux forces agissants dans ces nceuds.

Par la suite pour une structure composeées de plusieurs barres ou de poutres, il s'agira de
retrouver la relation de rigidité de la structure compléte a calculer qui sera obtenue en
procédant a lI'assemblage de ces barres ou de ces poutres.

5.2. Notion de rigidité-Relation de rigidité

Nous allons nous intéresser pour commencer aux structures formées d’assemblage de barres
et poutre (structures manipulées en R.D.M) et présenter leurs relations de rigidités en utilisant
les méthodes matricielles.

5.2.1. Concept de Rigidité

Pour comprendre le calcul matriciel des structures, il est nécessaire de maitriser la notion de
rigidité. Pour illustrer cela, nous intéressons a une structure trés simple représentée par un
ressort.
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Fig 5.1. Ressort simple chargé en son extrémité.

En effet le ressort posséde une caractéristique appelé rigidité notée k telle que lorsque, son
extrémité A est fixe et qu’il est soumis & son autre extrémité libre B a une force Fg, (Fig. 5.1),
il s’allonge d’une longueur 6g selon la relation :

k. . 6‘5’ - Fb’ (53)

Si on trace la relation entre la force F et le déplacement 6 pour plusieurs valeurs de F (sans
déformer irrémédiablement le ressort pour rester dans le domaine élastique), nous obtenons la
courbe ci-contre. Ainsi :

k = 2 (5.4)

Sg

3 Pente
o

ou k représente la pente de la droite, ainsi une premiére définition nous donne que la rigidité
est la pente de la droite dans la relation : force-déplacement.

Mais plus généralement, La rigidité est la caractéristique d’un corps qui indique la résistance a
la déformation élastique de ce corps (comme dans notre cas de ’exemple du ressort). Elle est
définie comme la force nécessaire pour provoquer un déplacement unitaire. A I’inverse, on
défini la souplesse (son inverse : 1/k) comme étant le déplacement nécessaire pour provoquer
une force unitaire. Dans le cas présent, il s’agit d’une rigidité de traction-compression (le
ressort peut se comprimer ou s’allonger), plus généralement on peut parler de rigidité de
flexion ou de cisaillement lorsque un élément de structure subit un déplacement transversale
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suite une un effort transversal ou un moment. Dans tous ces cas, puisque la force s’exprime en
Newton (N) et le déplacement metre (m), la rigidité aura pour dimension : newton par métre
(N/m).

Pour étre complet, on peut parler aussi de rigidité angulaire en torsion ou en flexion lorsqu’il
s’agit de déplacement généralise de type rotation. Ce type de déplacement de rotation est
provoque par un moment (ou par une force). Ainsi la rigidité angulaire s’exprime comme :

k = ) M : moment, O rotation (5.5)

Dans ce cas, puisque le moment s’exprime en Newton.métre (N.m) et la rotation en radian
(rd), la rigidité aura pour dimension : Newton-meétre par radian : N.m (le radian ne s’écrivant
dans la dimension).

En résume et selon le cas, connaissant la rigidité (ou la souplesse) d’un ressort, d'une barre ou
d'une poutre, on peut connaitre son déplacement (sa rotation) lorsqu’il est soumit a une force
(ou un moment).

5.2.2. Analogie avec une barre

Si on remplace le ressort par une barre de longueur L, et de section S et de module d’élasticité
E (Fig. 5.2), il suffit alors de retrouver pour la barre son équivalent de la rigidité du ressort,
et lui appliquer la méme relation de rigidité.

Notons par ky la rigidité (a déterminer ?) de la barre alors nous obtenons la relation de rigidité
suivante qui s’appliquera de la méme maniere que pour le ressort :

ky.b6p = Fp (5.6)
....}\.;....._X\\ NOUOOWNWNNNNNN
A
|_0 S—‘)’ <
kb= 7
56 5
Y.

l Fe

Fig. 5.2. Barre encastrée et chargée en son extrémite.

Remarque

Nous voyons que pour une barre simple, il suffit de connaitre sa rigidité et nous pouvons ainsi
calculer son déplacement axial lorsqu’elle est soumise a une charge selon son axe en utilisant
sa relation de rigidité. Nous allons voir dans ce qui suit, comment utiliser ce principe simple
de la relation de rigidité et de I’étendre au calcul d’une structure formée de plusieurs barres
comme par exemple la structure de la figure (Fig. 5.3), afin de trouver la relation de rigidité
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de la structure elle-méme et ainsi trouver ses déplacements lorsque celle-ci est soumise a
systeme de chargement.

5.2.3. Matrice de rigidité d’un ressort

Pour arriver a cette solution, revenons a notre ressort simple et supposons maintenant que ce
ressort fasse partie d’un ensemble et que ces deux extrémités A et B sont libres et peuvent se
déplacer sous I’action de forces en A et B. Notons par

&a k Se
_— —_—
ﬁ ﬁ
Fa Fe
A B
Frn et 6;\ . Fe et 65

la force et le déplacement

la force et le déplacement
a l'extrémité A

a l'extrémité B

Ainsi le déplacement en A ne sera plus seulement cause par la force en A mais aussi par la
force en B et il en est de méme pour le déplacement en B.

La force en A sera égale donc au déplacement da en A par la rigidité en A notée kaa et a
laquelle s’ajoute forcement le déplacement 6g en B par la rigidité en B notée kag et qui s*écrit,
donc :

FA: 6,{\. k,a\;\ + Sg.k;\g (57)

De méme la force en B sera égale au déplacement 6a en A par la rigidité en A notée kea a
laquelle s’ajoute le déplacement 6gen B par la rigidité en B notée kag et qui s*écrit, donc :

Fe= Ona. kea + Os.Kss (5.8)

Si nous réécrivons ces deux équations sous forme matricielle :

FA}_ kaa k;w| 1@1‘ 59
{Fu ~kps kppl (05 &9)

On remarque que nous obtenons une relation de rigidité d’un ressort de rigidité k, dont les
deux extrémités peuvent se déplacer. Il reste a déterminer maintenant les termes de rigidités
inconnus kaa, kas, kea, kes ?
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A partir de ce systéeme d’équations, il est trés simple de retrouver la premiére relation de
rigidité. En effet, il suffit d’éliminer du systéme d’équation, 1’équation donnant le
déplacement en A puisque dans ce cas le déplacement en A et connu (A encastré) et est égal a
zéro pour ne laisser que 1’équation donnant le déplacement en B qui est la relation donnée au
départ, Fg= Oga.kgs

Détermination des termes de rigidités kaa, kag, kea, Kes
1- Nous supposons d’abord le cas ou B est fixe et que A se déplace sous I’action d’une Force
Faa d’un déplacement da (cas initial déja vue).

AP

Faa

A

A I’équilibre : Faat+Fag=0, ainsi Faa =- Fag sachant que la relation de rigidité appliquée au
ressort de rigidité k dans cette situation (A libre et B fixe) s’écrit (déja vue) : Faa= k. da alors
Fag= -k. 6a

2- Nous supposons maintenant le cas contraire ou A est fixe et que B se déplace sous I’action
d’une Force Fgg d’un déplacement dg.

A I’équilibre :
Feat+Fgs=0 ainsi  Fgg =- Fga

Sachant que la relation de rigidité appliquée au ressort de rigidité k dans cette situation (A
fixe et B libre) s’écrit :

Fee=k. o8 alors Fga=-k. 0B
Superposons maintenant les deux cas de chargement pour reconstituer le cas initial :
au point A : Fa=Faa+Fea= k. Oa - k. Og

au point B: Fe=Fapg+Fgp= -k. 6;\ + k. 63
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et plus généralement sous forme matricielle :

oL
fo) L=k kUG
Et donc

b ) [ -q
by Kgpl -k

La matrice ainsi formée représente la matrice de rigidité du ressort de rigidité k par rapport a
ses deux extrémités. Nous pouvons écrire maintenant la relation matricielle de rigidité du
ressort par

(K, ). (5,3 = {F}
o [K,]= —kk _kk] Matrice de rigidité du ressort AB

)

o {6,}= [52} Vecteur déplacements des points A et B
F

o {E}= {F:} Vecteur forces des points Aet B

5.2.4. Matrice de rigidité d’un ensemble de plusieurs ressorts
Supposons maintenant qu’on cherche la relation de rigidité plusieurs ressorts connectes entre
eux :

Cas de 2 ressorts

0g )

O ki —5 K ¢
Fr A ; ; “ vV F
B 3 C c

Méme procédure que pour un 1 seul ressort. Nous bloquons deux points et nous laissons libre
le troisieme

1% cas: Le point A se déplace sous ’action de la force Faa d’un déplacement 55, les points B
et C sont bloques (dans ce cas le ressort ki se comprime et le ressort ko ne se déforme pas):

)
—

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 79



Chapitre 5 : Méthodes itératives

Ainsi, a I’équilibre:

FantFae=0 ainsiFaa=-Fap et Fac =0

La relation de rigidité appliquée au ressort AB de rigidité ki s’écrit (A libre et B fixe) :
Fan= k1. 5;\ alors FA3= -k1. 6;\

2°™M cas : Le point B se déplace sous I’action de la force Fgg d’un déplacement dg, les points
A et C sont bloqués : (dans ce cas le ressort k1 s’allonge et le ressort k> Se comprime)

La relation de rigidité appliquée au ressort AB de rigidité ki ainsi qu’au ressort BC de rigidité
k2 s’écrit pour la méme force appliquée en B (situation ou A fixe et B libre pour le ressort ki
et B libre et C fixe pour le ressort k):

Fee= k1. 68 + k. o8

- a I’équilibre du ressort AB Fga= -Ki. o8

- de méme pour le ressort BC Fgc= -kz. o8

3*Mecas : Le point C se déplace sous ’action de la force Fec d’un déplacement S¢, les points

A et B sont bloques : (dans ce cas le ressort ki reste fixe et le ressort k> s’allonge)

IR

¢ fu

ainsi, a I’équilibre : Fcg+Fcc=0 ainsi Fcc =- Fcg et Fca = 0 la relation de rigidité appliquée au
ressort BC de rigidité ko

s’écrit (C libre et B fixe) :
Fcc= ka. dc

alors Fcg= -ko. dc
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Superposons maintenant les trois cas de chargement pour reconstituer le cas initial :
Ainsi au point A : Fa=Faat+Fga +Fca = K1.6a - k1.08 +0

au point B : Fg=Fag+FgstFcs = -K1. 0a+ (K1tk2). 08 - k2. dc
au point C : Fg=Fac+FsctFcc = 0 -ko. 88 + K2. 6¢
Sous forme matricielle :

F1 kl _kl 0 64‘

Fyp=|=k hisky —ky).105

FC 0 _kz kz 6(:
On vient de montrer que pour I’ensemble des deux ressorts, la relation de rigidité par rapport
aux trois points (A, B, C) s’écrit :

) = K] 46}

[K.]={-k; ki ky —k;| Matrice de Rigidité de I’ensemble des ressorts AB et BC
D _kz kz
5.4
{0,} = {55 Vecteur déplacements des points A, B, C
5C
Fil
[F}— FB Vecteur forces des points A, B, C
e
Fr
Remarque

On voit que cette méthode simple a permis de trouver I’expression, en fonction de rigidités
des deux ressorts, de leur relation de rigidité. Si nous augmentons le nombre de ressorts, la
procédure reste la méme. Cependant elle s’avére non pratique (trop fastidieuse) !l. Elle
devient carrément trés compliquée si jamais les ressorts ne sont plus alignés.

Par conséquent, il est nécessaire d’opter pour une autre démarche plus générale et plus simple.

Solution possible

Puisque on connait pour un ressort seul, la relation de rigidité, est ce qu’il ne saurait pas
possible d’établir la relation de rigidité pour un ensemble de ressorts directement a partir des
relations élémentaires de chaque ressort ?

Une analyse de I’expression de la relation de rigidité des deux ressorts montre qu’il suffit
d’écrire chaque relation de rigidité d’un ressort en fonction de toutes le forces et déplacement
de ’ensemble des ressorts et de procéder ensuite a une simple superposition : Cette étape
s’appelle : assemblage de rigidité.
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Ainsi, prenons le cas des deux ressorts précédent, alors :

- pour le ressort AB, la relation de rigidité s’écrit :

bl

- pour le ressort BC, la relation de rigidité s’écrit :

kl _kl 0
_kl kl 0‘ -[

0y
ay]
00 0

0

A
zﬂ] qui peut s'écrire aussi jFU]
Fe

[FU - é JHF] qui peut s'écrire aussi (F,{={0 k, -k|.{6;
S I A A B P

Ainsi la matrice de rigidit¢ des deux ressorts s’obtient en sommant (en assemblant)
simplement les deux matrices de rigidités des ressorts AB et BC réécrites en fonctions de tous
les déplacements et forces de I’ensemble, ainsi :

k1 _kl 0 _kl 0
[—kl ki, 0|+ k; _kzl = \ 1 ki+k; kz]
0 0 0 —k, —k; ks

En regardant bien I’expression de la matrice de rigidité de I’ensemble, on s’apercoit que cela
consiste plus généralement a considérer que pour un nceud commun au deux ressorts (le point
B dans ce cas) la rigidité totale pour ce noeud, est la somme des rigidités provenant de chaque
ressort : (kitkz). Pour les nceuds A et C, ils gardent leurs rigidités et elle sera celle de
I’ensemble en ces nceuds.

Remarque

Cette sommation a été possibles car les deux ressorts sont alignés (méme repere). Cela voudra
dire que dans le cas contraire il faut d’abord transformer ces relations dans un méme repére
avant de procéder a ’assemblage. Cet aspect sera vu plus en détails par la suite.

5.3. Matrice de rigidité d’une barre et d’un ensemble de barres

Nous allons procéder de la méme maniere pour traiter une barre ou un ensemble de barres
formants une structure pour établir leurs relations de rigidités. En réalité la procédure aboutit
au méme résultat, il reste seulement a définir pour une barre, 1’expression de la relation de
rigidité.

- Rigidité d’une barre de longueur L, de section S et de module d’¢lasticité E (Fig. 5.4) :

En élasticité 1D, nous avons la relation de loi de Hooke qui s’écrit selon I’axe des (x) :

=L.¢,
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i "
Lo
kb: ?
W
OB
Fg
X
N

X

ox : contrainte selon 1’axe (x) qui s’écrit aussi en fonction de la force en B :
Ox =FB/S
&x : déformation selon I’axe (x) qui s’écrit aussi en petite déformation :
Ex = SB/LO
E : module d’¢lasticité

. o , ES
Ainsi, on peut en déduire I’expression : Fj = T 65

(]

Et par identification avec la relation de rigidit¢ d’un ressort, la rigidité k pour une barre

s’écrit :
= E.S
L

o

Ainsi et s’agissant de la barre, tout ce qui a été démontré pour le ressort sera appliqué pour la
barre, il suffit de remplacer la rigidité k du ressort par celle de la barre.

- Matrice de rigidité d’une barre de caractéristique (Lo, S, E), dans le repere (x)

5a S ¢ Os
Fa P L Fg X
S 7
Lo
A B
E.S E.S
)tk -k (6 | Ll
[FB]_L}C RH(FU} ou plus precisément {Fi}: _é E_SD {62}
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- Matrice de rigidité de deux barres de caractéristiques (L1, Si1, E1) et (L2, Sz, E2)

o
L 5, B O S, B c
L >< i .‘ > Fe X
L L 5
A B C
Par analogie avec I’assemblage de deux ressorts :
[ ELSy E.S :
F k _k 0 5 Ll Ll
A 1 1 ; ou plus précisément EA | b El'51+E2'52 b gA
FU = _kl kH‘kZ _kz . (SB p p FB = Ll Ll LZ LZ '(SB
‘ C

On remarque que tant que les barres assemblées sont alignees (référencée dans le méme
repére (x)), la procédure est assez simple. Il suffit de sommer au niveau des nceuds communs
a plusieurs éléments, les termes de rigidités correspondants.

Remarque

A partir de maintenant nous travaillerons seulement avec des structures formees de barres, en
effet le ressort nous a seulement permis d’introduire la notion de rigidité et de comprendre le
processus d’assemblage et de I’appliquer aux barres par analogie.

Application

Soit la structure suivante :

1. Trouver les déplacements u: et us des nceuds 2 et 3.
2. Trouver la force résultante R1 au nceud 1.

) /_®G—’/_@ S

p X
1 2 p,=10 3 B=-15

Résolution

o o Fll _]{[1 '1{“1]
Pour I’¢1ément (1), on peut écrire F21 | -1y
Pour I’élément (2), on a {FH}'k \ : _lHuzl
our I’élément (2), =

F32 ¢ -1 1l

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 84



Chapitre 5 : Méthodes itératives

AE
Ona: kﬁffz:k:T
En élargissant chacune de ces équationson a :
Fiy 1 -1 0] 0y [0 0 0]t
F21 =k(-1 1 0f{% et Fzz =k{0 1 -1{{k
0 0 0 01U F32 0 -1 11\

En les sommant on obtient :

fiy 10 1 -1 0] fy I [-1 0]
F21+FZZ :k'l 2 =] Rz = —1 2 -] uz
0+F, 0 -1 1] R, L 0 -1 1]l

Avec I’encastrement en (1), onaus=0etona:

o (i3 3

On peut y extraire :

e

. -5-L -20-L
D’ou U =— et uz= 1B
De (1 _ R—AEU AE AEO B AE(—SL)_
e.ona: k=T (0)- T+ TO0 T
D’ou Ri1=5

5.4. Structures formées de barres non alignées (Notion de repére local et global)

Nous avons remarqué que I’utilisation d’axes liée a I’élément est trés utile pour définir la
rigidité élémentaire. Ce repere qui est défini (donc choisi) comme ayant le nceud numéroté 1
en son origine et le nceud 2 sur 1'axe des (x) a une distance L est appelé repere local. Ce repere
présente l'avantage d'étre toujours le méme pour toutes les barre pour avoir la méme définition
de la relation de rigidité et surtout de pouvoir y revenir et y définir les efforts internes (effort
Normal dans le cas de la barre).

Dans le cas d’une structure composée d’un assemblage de plusieurs barres, il est nécessaire de
recourir a un systeme d’axes dit global. Ce systéme présentera [’avantage d’étre le méme pour
tous les ¢éléments. Il permet lors de ’assemblage que la rigidité en ce nceud soit obtenue en
sommant les rigidités provenant de toutes les barres y aboutissants et d’exprimer ainsi que les
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déplacements de ce nceud commun a plusieurs barres sont les mémes pour tous ces barres en
ce nceud.

Ainsi le repére global sert a définir les déplacements globaux qui ont donc un sens global (on
dit déplacement de la structure) contrairement aux efforts qui eux auront un sens local car
défini dans un repere local (on dit efforts dans les barres).

e Assemblage de barres non alignées

Intéressons nous maintenant aux structures formées d'éléments de barres qui ne sont pas
alignées et n'ont donc pas le méme repere. La regle générale d’assemblage (déja vue)
consistant a sommer les termes de rigidités d'un nceud commun plusieurs élément reste
valable mais aux conditions évidentes que les termes de rigidité qu’il faudra sommés, soit
exprimer dans la méme référence (dans le méme repére).

Dans ces conditions, nous présentons dans ce qui suit la procédure a suivre pour pouvoir
exprimer les rigidités et plus généralement les matrices de rigidité d'élément de barres dans un
méme repeére.

Pour cela prenons le cas de notre élément de barre (appartenons a une structure) (Fig. 5.5)
placée dans un repere (X,y) par rapport auquel on écrit la relation de rigidité, qu’on nommera
a partir de maintenant repére local et transformons cette relations dans un autre repére qu’on
nommera repere global (X,Y) par rapport auquel (x,y) est orienté d’un angle q, et qui servira
de repére commun a toutes les autres barres et finalement a la structure elle-méme.

F 3
Y X

Relation de rigidité dans le repere local (x) (déja vue)

E.S E.S
{Fxﬂ} — Lo Lo {Sx/l}
F.g E.S E.S | 16yp
L, L,

Ou pus simplement {FM} o [ k _kl _ {5.1%}
EX’B _k k - 6)([,’
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Relation de rigidité dans le repére local (x,y)

En fait c’est le méme repére que le précédent, on rajoute I'axe (y) méme s’il n’y a pas de
(d.d.l) selon cet axe. Il s’agit d’écrire la relation de rigidité en fonction des (d.d.l) selon (x) :
dxa et dxg (la rigidité existe selon cet axe) auxquels correspondent Fxa et Fxg et des (ddl) selon
(y) (méme s’ils n’existent pas car ils sont nuls) et qu’on notera dya et dys et auxquels
correspondent des forces qu’on notera Fya et Fys représentés en pointillé sur la figure (Fig.
5.6).

Ainsi avec les hypothéses précédentes on aboutit a la relation suivante :

Fxa k —k 0 07 (%xa

Fie\l _|=k k 0 ol |%sB

Foal 710 0 0 0] )by

Fyp o o o o g,
Remarques

1) cette relation de rigidité est la méme que celle écrite selon 1’axe (x) seul. On voit bien que
les équations rajoutées n’ont pas d’influence puisqu’elles introduisent des rigidités qui sont
nulles selon I’axes de (y).

2) par commodité, on convient de réarranger le vecteur des (d.d.l) en optant pour I’ordre
suivant : les (d.d.l) sont ordonnés selon 1’ordre croissant des nceuds et ensuite pour celui des
axes (d’abord les (d.d.l) selon (x) ensuite les (d.d.l) selon (y) etc....). Ce qui donne pour notre
expression :

Fra k 0 —k 0 ('(’;JCA
Fyal _fo 0o o of Jva
Fop —k 0 k0| )6
Fyp o o o ol (5,

Ou plus simplement, la relation de rigidité dans le repere local

{ny} = [ny}-{gxy}

Avec
?A kK 0 —k 0 Sxa
_ JFya 1o 0o o0 o Oya
oy} = Fyp Ky | = -k 0 k 0 {0y} = 5;
Fyp 0 0 0 0 5
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Relation de rigidité dans le repére global (X,Y)

X
Pour trouver la relation dans le repére global (X,Y), projetons les (d.d.l) selon (x,y) sur le
repere (X,Y). Pour ne pas encombrer le schéma, nous développons cette projection pour les
(d.d.l) du nceud A seulement car cette projection est identique pour les (d.d.l) du nceud B. les
(d.d.1l) selon (X,Y) sont représentés en rouge sur la Fig. 5.7.
Ainsi : pour le vecteur déplacement on obtient :

0,4 = Oy,c080 + Oy 45ind
5]/)4 = —5“51,'?’19 + 5yACDSQ

De méme pour le vecteur Force :

FXA = FXACOSH + FyASing
FyA = _FXAS.':TIH + FyACOSQ

Nous obtenons la méme chose pour le nceud B :

SXB = §XBCOSQ+ SYBSI'HH

6}'5’ = —5XBSEHQ + SYBCOSQ

FXB = FXBCO.S'9+ FYBSEHG

L’ensemble de la projection pour les nceuds A et B s’écrit sous forme matricielle :

Sxa [ cos8  sinf 0 0 1 (%xa
8ya _ | —sin@ cosf 0 O Sya
Oxi 0 O cos  sinf| ) oxp
Syp 0 0 —sing cosfd \ Sy
Fea [ cos8  sinf 0 0 1 (Fxa
Fya _ | —sin@ cosf 0 0 Fya
Fip 0 0 cosB  sin@ || Fyg
Fup 3 0 0 —sinf cosBd \ Fyp
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Ou plus simplement :
{0y} = [R1.Gyy} ; {Fy}=[R].{Fy}
Avec [R] appelée matrice de transformation (ou de rotation)

cosf  sinf 0 0

IR] = —sintl  cost 0 0
00 cost  sind

00 —-sinf cosf

Revenons maintenant a 1’expression initiale de la rigidité dans le repere local (x,y)

{ny} - leyJ- {5xy}
En procédant aux substitutions des vecteurs forces et déplacements, on obtient

[R]-{ny} = leyJ- [R]. [Sxy}

Qu’on peut transformer en multipliant les deux membres par [R]~ sachant [R]™! [R] = [I]
([1] étant la matrice identite)

[RI7'[R]. {Fxy} = [RI™". [Kyy . [R]. {8}
Et qui se simplifieen  {Fy,} = [R]™%.[K,, | [R]. {6yy)

Ainsi si nous notons par [Kxy], la matrice de rigidité dans le repere (X,Y) la relation de
rigidité s’écrit de la méme manicre que dans le repére (X,y) , ainsi

{Fxr} = [er]- {Sxy}

Et finalement, par identification on arrive a trouver la relation de rigidité dans le repére global
en fonction de la rigidité dans le repére local telle que

[Kyy] = [RI7".[Kyy . [R]

Remarque

Dans le cas qui nous intéresse, la transformation de (x,y) vers (X,Y) définie par la matrice [R]
est orthogonale. Ainsi nous utilisons la propriété qui donne que I’inverse d’une matrice d’une
transformation orthogonale est égale a sa transposé, alors

[RI7* = [R]" [Kxy] = [R]".|[Kyy ] [R]

Remarque

comme la matrice est simple, on peut facilement développer cette transformation pour la barre
et trouver directement 1’expression de la matrice de rigidité dans un repere global quelconque
(X,Y) telle que le repere local (x,y) a I’élément soit orienté d’un angle q par rapport a (X,Y)
Ce qui donne en notant par : c= cosq et s=sinq,
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C s —C —cs
2 o el
s S cS s
[KXY] =k. 2 2
—C —S C cs
—cs —-S§* s st

5.5. Procédure d’assemblage des barres

En général, la procédure d’assemblage se fait de la méme maniere que ce qui a été vue
auparavant pour les barres. Cela revient a sommer les termes de rigidités des éléments au
niveau de leurs nceuds communs (d.d.l) par (d.d.l).

L’essentiel étant de s’assurer de n’assembler que des matrices de rigidités préalablement
transformées dans le méme repere.

De maniere générale, si nous devons donner une définition a I’assemblage, nous pouvons dire
que cela revient a exprimer que :

les composantes du déplacement d’un nceud « i » d’une structure sont les mémes pour tous les
¢léments connectées a ce nceud « 1 » pris séparément, car il est déterminé par une seule
rigidité obtenue en sommant (lors de I'assemblage) toutes le rigidité en "i" provenant de tous
les élément qui y sont connectés

les composantes des efforts en ce noeud doivent s’équilibrer avec les mémes composantes des
efforts provenant des différents éléments pris séparément et connectés en ce nceud Cela veut
dire que I’effort dans une direction pour un nceud d’une structure est égal a la somme des
efforts provenant de chaque élément et dans cette méme direction (Fig. 5.8).

Ainsi, il est aussi nécessaire de procéder a l'assemblage du vecteur forces consistant en la
sommation forces (si elles existent) pour chaque nceuds provenant de éléments qui y sont
connectés

ot

A Fv Noeud « i »
—
&x
B Fx —
Fxc
C
Y
L

Apres désassemblage

avant désassemblage

On voit bien que le nceud « i » apres désassemblage, garde pour chaque élément qui y est
connecté le méme déplacement dA et dB, alors que pour les forces, elles sont telles qu’a
I’équilibre nous obtenons:

Fx=Fxa+Fxs+Fxc

Fyv=Fya+Fys+Fyc
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Résumé

La Procédure d'assemblage concerne :
¢ |'Assemblage des matrices de rigidités
e I'Assemblage des vecteurs forces

5.6. Exemples d’assemblages avec des éléments de barres

a. Barres alignées

Soit un barreau AB modélisé par deux éléments de barre (A) et (B). Dans ce cas, les reperes
locaux (x) des deux élémentsde barre coincident avec (X,Y) choisi pour le Barreau comme
repére global (voir Figure).

les matrices de rigidités des deux éléments s’écrivent dans le repére (x)

/]
Y
i, A 2 83
S —
Ea, Sa, La Es, Ss, Ls X
T E,S
Barre A : [_Akl] kjj:j avec kA:“;J_AA
l'r\.;r _f‘:EJ E S
Barre B : l . _ ”j avec kbv ==
_}\Lr "\13' B

L’assemblage dans ce cas se fera dans le repere global (X,Y) sans transformation des matrice
de rigidité des deux barres . En effet, les repéres locaux (x) des barres sont confondus avec le
repere global (X,Y).

Remarque
On remarque que dans ce cas seul le (d.d.l) de déplacement axiale intervient (pas de
projection de déplacement) car les barres sont alignées sur I’axe (X).

Les matrices de rigidités des barres A et B contiennent respectivement les rigidités relatives
aux d.d.1 des nceuds 1 et 2 et des nceuds 2 et 3. Ainsi pour la barre A, la ligne 1 et la colonne 1
de la matrice de rigidité, correspondent au d.d.1 du déplacement axial au nceud 1 et de méme,
la ligne 2 et la colonne 2 de la matrice de rigidité, correspondent au d.d.l du déplacement axial
au noeud 2 (méme raisonnement pour la barre B et les nceuds 2 et 3).

Lors de I’assemblage, le nceuds 2 est commun aux deux barres ainsi la matrice de rigidité de
la structure assemblée (le barreau) contiendra les rigidités des noeuds 1, 2 et 3 issues des deux
matrices de rigidit¢ comme illustré sur le schéma suivant : il suffit pour procéder a
I’assemblage de former la matrice de rigidité de la structure (le barreau) en plagant les termes
de rigidités des barres (en respectant les numéro des nceuds) dans la matrice de rigidité de la
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structure et en veillant a sommer les rigidités qui proviennent d’un méme nceud (comme dans
notre cas : le nceud 2).

Ligne et Colonne
Ligne et colonne Relatives aunceud 2

| |
Relatives au nceud 1 Neeud 1 |{ Neeud 2 || Neeud3
v v
v |
ek —k' OO Y Neeud 1
’[ A A B i :
—k, k « | k!\ﬁ'k | |
: A ; ’ -ke Neeud 2
kn ks Neeud 3
Neeud 2 Neeud 3

v Yy
l kg —kgle ___EJET_E__.
—kg kg

b. Barres non alignées

Les matrices de rigidité des ¢léments A et B s’écrivent dans les reperes locaux (x,y) :

YA

Ea, Sa, La Es, Se, Ls

< WV

Matrice de rigidité de 1’¢lément A sur (X,y)

k, 0 —ky, O
0 0 0 0
ks 0 ky 0

0 0 0 0

Matrice de rigidité de I’élément B sur (X,y)

rL( B 0 - k B O

0 0 0 0
- k B 0 ;i\ R 0
0 0 0 0
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Pour pouvoir procéder a I’assemblage, il faut que les deux matrices de rigidités des éléments
A et B soient transformées dans le repere global commun aux deux éléments (X,Y),

Ainsi et apreés transformation dans le repere global, notons par :

Matrice de rigidité pour | elément A sur (X,Y)

ri-11 12 13 147
ky koo kj kj
21 22 23 24
k.ﬂ' 1 kq k.)l k.‘l
k31 k?! k33 k3¢
A A A A

41 42 43 14
_kﬂl kl)l kfll kl)l -

Matrice de rigidité pour | élément B sur (X,Y)
rp,11 12 1,13 14
kg k" kp kp
21 22 23 24
kKB kB KR K
31 32 1,33 34
Kp B Kp Kp
41 42 1,43 44
_k][_' kb’ AL" IL(JI_'

Remarque

La différence avec I’exemple précédent est que lors de la transformation de (x,y) vers (X,Y),
il y a création (par projection) de deux (d.d.l) par nceud, selon X et selon Y.
Ainsi pour I’élément A :

Colonnes relatives au Colonnes relatives au
noeud 1 (ddl uset va) noeud 2 (ddl u; et v2)
SN TN
Lignes relatives au _kjl- N kﬁz k‘%gk}ﬁ _
nceud 1 (ddlu; etvy) k}211 kAgz kﬁg kﬁfl
o L SR L ..
noeud 2 (ddl uz et v2) _kf{l k;llrz k/ilB k44_
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Et pour I’é1ément B :

Colonnes relatives au
noeud 2 (ddluz et v,

Colonnes relatives au
noeud 3 (ddl uset vs)

R
< kgt ke ky kg
noeud 2 (ddl u; et vy) kél kéz kéS k§4
< R A
nceud 3 (ddl uz et vs) _kgl kgz kg?) kg4_
Aprés assemblage (selon le principe déja vu) nous obtenons :
neeud 1 (dd! uset vy w20 et neeud 3 (dd! uset vy
N | 7N N
A AN R
o [ LRI L L W L L )
Lkt ke kPR kP KE K
msweran (8 MR . . S I L
Lo 0 K k2 kB kg
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Chapitre 6 : Poutres continues sur appuis élastiques

6.1. Introduction

On appelle poutres hyperstatiques, les poutres dont les réactions aux appuis ne peuvent pas
étre déterminées par les seules équations de la statique. Le degré d'hyperstaticité de la poutre
est égal au nombre d'inconnues surabondantes par rapport aux 3 équations d'équilibre de la
statique. Les exemples de systémes hyperstatiques sont nombreux: la majorité des structures
portantes de génie civil sont hyperstatiques comme les portiques auto-stables, les poutres
continues sur plusieurs appuis etc ... (Fig. 6.1).

B e B B

Poutre continue

Poutre doublement encastrée

orrre T—

Portique simple

Portique autostable a plusieurs étages
Figure 6.1

6.2. Méthode des trois moments
La méthode des trois moments s’applique aux systemes dits poutres continues. On suppose
que l’effet de ’effort tranchant est négligé.

6.3. Principe de la méthode des trois moments
Cette méthode consiste a déterminer les moments fléchissant dans le cas des poutres
continues. C'est-a-dire des poutres qui reposent sur plus de deux appuis.
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Il existe plusieurs fagons pour déterminer le degré d’hyperstaticité :
Le degré d’hyperstaticité est égal au nombre des appuis intermédiaires.

d=r-3 (6.1)
r : nombre de liaisons (réactions)

Ou bien :
d=n,—3 (6.2)

n, : nombre d’appuis
Ou bien :

Le degré d’hyperstaticité est €gal au nombre des appuis intermédiaires.

Exemples :

&
<
&
<

VY VVYVY VYVYVYY

A

e e
1 réaction

»

3 réactifns

Q‘W

Figure 6.2. Poutre sur 2 appuis (1 Encastrement et 1 simple)

N

1
-
.
3
3y >
3
N
3

P e

Figure 6.3. Poutre sur 5 appuis (1 double et 4 simples)
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6.4. Calcul des moments fléchissant dans les appuis

e Considérons I’exemple de la figure 6.3. Le degré d’hyperstaicité de cette poutre est égal a
N-2 ou N représente le nombre d’appuis

e Prenons pour inconnues hyperstatiques les moments fléchissants agissant au droit de
chaque appui intermédiaire. Pour ce faire, on procede a des coupures de maniere a
supprimer la liaison de moment au niveau de chaque appui.

e Dans chaque appui nous avons deux rotations (une a gauche et I’autre a droite).

e Pour une poutre de N-1 travées, on numérote les appuis de 1 a N. La travée l; est comprise
entre les appuis (i) et (i+1), avec une rigidité El;.

(EN)ia (El);
| |
Y v Y f Y ¥ ¥ v W YYY VY ¥ YY Y ¥YYYY YYY Y VY Y Y Y YY
1 i—1 ) A i+1/
[\ L N,
mﬁ. %FF,- -‘I ;;;;;Fﬁ' I m.-' AR
& i-1 < ai

> -
< . >

Figure 6.4. Poutre continue sur N appuis

Une poutre continue comportant N-1 travées peut étre décomposée en N-1 poutres
isostatiques sur lesquelles s’appliquent les mémes charges que sur la poutre continue avec en
plus les moments aux appuis. Nous obtenons alors pour la travée i-leti:

- M;_, désigne le moment sur I’appui 4;_;
- M; designe le moment sur I’appui A;
- M, désigne le moment sur I’appui 4;,,

Z des rotations au niveau du point (i) = 0
On a deux types de rotations :

- Rotation due aux charges extérieures (go"g + $ia)

- Rotation due aux moments fléchissants (@, + @,7)

Z des rotations au niveau du point (i) = ((pig + (Pm) + (% + @) =0

A- Rotations dues aux moments fléchissants (fp—m + W)

Les déformations en général et spécifiguement les rotations dues aux moments fléchissants
peuvent étre évaluée par I’'une des méthodes analytiques connues comme par exemple : la
méthode de Castigliano ou Maxwell-Mohr et aussi la méthode graphique de Veretchaguine.
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Ici le calcul des rotations est effectué par la méthode de Mobhr.

M;_

i—;% 7\ 2VAN -i+%

) o Zeeasd I
< i1 > < - >
Poutre (i-1) - (i) Poutre (i) - (i+1)

Al- Poutre (i-1) - (i) ”
i—-1

Par le principe | 'i_lA i A

L, TS

de superposition
M; ¥ /@ :> Poutle [G—1)— D
/@

i—lA i
T

)
s VAN +1
\ (J I'._' -
Poutre [(i-1) - (i)] Poutre [(i — 1) — (D]
My
i—1/\ i /\
o] [

Dlagrammg fjgs moments fléchissant M_, /(ED),;_, mﬂmﬂﬂm
Poutre auxiliaire .
—

Rz = L, A7
Fa
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EM i — 1) =0 = R, _1 -1 g (11 )
_ = — - = — - — I
;"(E } iti—1 2 (Ef.}i—l i—1 3 i—1
1 M,_,

R' = _.71'_
: 6(EMN; 1 " *

Poutre [(i-1) - (i)]

M;
T 1A i
T T
[P
Diagramme des moments fléchissant wﬂﬂmﬂuﬂ]@iﬂ
M;
Poutre auxiliaire M; /(ED);i—1
b i i
L 1 M, 2
ZM}'(E —1)=0=Rl_, = Emii_l (g Ei—l)
R,_, = _1 M -.!
i—-1 — qoxg - 3 (Esz'—l i—1
1 M, LM
P9 = 6D, 3 (ED,,
A2- Poutre (i) - (i+1)
De la méme pour la poutre (i) - (i+1)
-— 1 Mi 1 Mi+1
P =30, T e ED,
Z Rotations /point (i) = (cpig + qoid) + (go_m + %) =0 (6.3)
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(10 + 0ia) oot g L M I M M,
( . )+ M:lg +1 M; . +1M g+1Mi+lf—0
Pig T Pia 6(EDNi—y, "t " 3(ED, Tt T 3(ED); 6(ED, "~
1 M, 1 l; 1 l; 1M; 4
(Pig +Pia) +¢ & it T3M ((jg;)i_.l + (EI)I-) o@D, T

Cette équation est appelée méthode des trois moments (dite aussi méthode des rotations) ou
aussi méthode de Clapeyron. Elle permet de calculer les moments aux appuis intermédiaires

des poutres continues.

Si toutes les travées de la poutre ont la méme rigidité EI la relation devient :

illl 1+2(11

)M + M1+1I

B- Rotations dues aux charges extérieures
Le tableau suivant résume les valeurs des rotations au niveau des appuis pour différentes

charges extérieures :

Tableau 2.1 :
extérieures.

6EI((PIQ t Qﬂm)

(6.4)

les valeurs des rotations au niveau des appuis pour différentes charges

Schéma statique _ ~
(géomeétrie et chargement) 6Elp; 4 6Elp;
Y
ALII PY A X Pab(a+1) Pab(a+1)
\ﬁ a . b \.&\ _f —f
< ; »
J
Aqy P* A X 3 5 3 ,
‘T_“ T h‘i 2 :&\ _ng _§PE
I “ 1 >
Y q
Al LLLLLLLLLLLLLL & x 1 1
- — 13 _ 13
5 \&-\ 24q 24q
i
q
Aall LLLLLELLL A x 1, 1
¥ ¥ > 21 _ 2 2 2'! _ 2
YT: : »‘4 ) i&\ 24l 7219 ( @) 241(}‘(1 ( Q)
-« I >
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6.5. Exercices

Exercice 1
On considére une poutre continue (ABCD) de trois travées, de rigidité EI constante. Elle
supporte une charge répartie de 5kN/m sur la travée AB et CD et une charge concentrée de
40 kN au milieu de la travée BC.
En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions aux appuis.

- Tracer le diagramme des moments fléchissants et des efforts tranchants.

5kN/m l 40 kN 5kN/m
AY Vv vV v _|B Cv v v v D

/7
E
A 6m 2 5m | 5m

|‘

Degré d’hyperstaticite :

d = 5 — 3 = 2 fois hyperstatiques

Point B :
6M, +2(6 + 10)Mg + 10M, = —6EI(<pBg + ¢¥pq)
~6E1(@p, + ¥54)
3 6°
—6Elpg, = —q—=-5—=-270
! , o = —6EI(pp, + ¢gq) = —1770kN. m?
—6Elppys = —=PI1? = —=40.10? = —1500
8 8 .
Et MA = O
Donc :
32Mg + 10M, = —1770kN. m?
Point C :

10Mg +2(10 + 6)Mc + 6Mp = —6E1 (9, + 9ca)
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_G'EI(:@CQ + ®ca)

3 3 -
—6Elgc, = —§Pl2 = —3540. 102 = —1500
3 e = —6EI(@cy + ®ca) = —1770kN.m?
—6 = —g—=-F—=—
Et MD = O

Donc :

10Mg + 32M; = —=1770kN.m?

32 10 'MB}__ 1770 5 e |
[10 32]{MC - {1770}kN-"1 = Mp = My = —42.14kN.m

Calcul des réactions : par le principe de la decomposition (superposition)

42.14 014
skNm ) ( 140 kN DY SkN/m
C AY v ¥ v B

Ay v ¥ v B B
I

777 m %%%y Sm | 5m
|'\ L

|1

% 6m i

A

Les réactions dues aux charges extérieures
s sl T o T Is

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis

l7.023 7.023T 0T 0 T 7.0l3 7.0123
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Les réactions totales

SKN/m
Ay v Vv Vv \B
,
\ EI
E;E%E” 6m % 5m
X T
R, = 7.023kN Ry = 42.023kN R; = 42.023kN R, =7.977kN
Diagramme des efforts tranchants
22.023kN
20
7.977kN + +
+
_ i 7.977kN
22.023kN 20kN
Diagramme des moments fléchissant
42.15kN.m 42.15kN.m

T gm ;
+ +

6.36kN.m 6.36kN.m

57.86kN.m
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Exercice 2
On considere une poutre continue (ABC) de deux travees, de rigidité EI constante. Celle-ci

est encastrée en A, repose sur deux appuis simples en B et C. Elle supporte une charge
répartie de 6 kN/m sur la travée AB et une charge concentrée de 40 kN au milieu de la
travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions d’appuis en A, B et C.

- Le diagramme des moments fléchissants et de I’effort tranchant.

6kN/m 140 KN
é’ v Vv v B C
7 ;
7 ki
| 5m 77 3m | 3m N

h ] 1 ’
Degré d’hyperstaticité :

d = 5 — 3 = 2 fois hyperstatiques

On remplace 1’encastrement par une poutre bi articlee (4o — A ) de longueur Al

6kN/m 40 kN
A AV v v v IB ¥ C

Point A :

AlM,, + 2(Al + 5)M, + 5M; = —6El(@ag + Pua)

—6EI(@ay + @44)

—6Elp,, = 0 (Auncune charge n'agit sur la poutre A, — A)

5 52 = —6EI(@,, +
_DEI(PBd = —qq = —6? = _1875 (q)Aﬂ q}:‘ld)
— —187.5kN.m?
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Donc : 10M, + 5M; = —187.5kN.m*

Point B :
5Ma +2(5 + 6)M5 + 6Mc = —6EI (@55 + ¢54)
—6E1(@g, + ¢p4)
3 3
—6Elppg = —q = —6—-= —187.5
’ 3 ! 3 * = —6EI(@py + @pa) = —727.5kN.m?
—6Elpg,; = —§P12 = —g40. 62 = —540
EtM, =0

Donc:  5M, + 22Mg = —727.5kN.m?

[10 5 [MA]:_[187.5

: = - = _ .
5 221\M; 727.5]”-’“ = M, =-25kN.m et My = —32.5kN.m

Calcul des réactions

)5 ( 6kN/m \Bj_j(B 1 40 kKN

Ay ‘l’ ¢ ¢ |

;E;%E;’f‘: Sm

"‘\

2 “%  3m ‘ 3m

&
"‘\

L A

Les réactions dues aux charges extérieures

. Il

=15 15 =20 20
2 2

Les réactions dues aux moments appliqués aux niveaux des appuis

6 i 6 T TSAZ 5.42l

Les réactions totales

Ou  R,=15-6=9kN,R; =21+2542 = 4642kN et R, = 20 - 5.42 = 14.58kN
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Diagramme des efforts tranchants

25.42ZkN

9 kN +

[N

>1EN 14.58kN

Diagramme des moments fléchissant

2.5kN.m

1.9/ +

4 25kN.m
43.76kN.

Exercice 3
On considére une poutre continue (ABCD) de trois travées, de rigidité constante sur toutes

les travees. Celle-ci est encastrée en A, repose sur deux appuis simples en B, C et D. Elle
supporte une charge répartie de 8 kN/m sur toute la longueur de la poutre continue
ABCD et une charge concentrée de 20 kN au milieu de la travée BC.

En utilisant la méthode des trois moments, déterminer :

- Les réactions d’appuis en A, B, C et D.

- Le diagramme des moments fléchissants et de I’effort tranchant.

8KN/m |20 kN
R T

S
N
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Chapitre 6 : Poutres continues sur appuis élastiques

Exercice 4
Tracer le diagramme des moments fléchissants et de 1’effort tranchant de la poutre suivante :

lle.\T/m lncx l?kN 22KkN (fotale) 151{.\1

cy ¥ ¥ ¥ |p
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Chapitre 7 :

Calcul des structures en arc

7.1. Arc isostatique

Nous definissons un arc par sa fibre moyenne, asavoir :

y = #x(] —X)

L’angled’inclinaisondelafibremoyenneestdefinipar:

0= 4'Tf(l — 2x)

7.1.1. Cas d’une charge uniformément répartie

p est une charge linéique.

;P
4 B B
Hy=Hp=0

Nx)=p (x — é) sin 0

Vix)=p (x — %) cos 0

M) — px(]z— x)

Le déplacement au centre de la poutre est égal a :
pfP

(1/2) = -

/D =155

7.1.2. Cas d’une charge ponctuelle horizontale

Pb
Vi=-—Vg=——
[
Hy=0
Hp=-F

e Calcul des contraintes généralisées
pourx <a

PF
N(x) = T’ sin 0

Ph
Vix) = 7 cos 6
Pbx

M(x) = — 7
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Chapitre 7 :

Calcul des structures en arc

poura<x<|

Pb
Nkx) = e sin 6
Pb

cos

7Pbx
!

Vix)=

M(x) = — P(y —b)

Le déplacement au centre de la poutre est égal a :

412 (? 3 . 24’ . 1243 8(74) .

AN TR T

v(l’;"Z) = P(] - (?) |:@

7.1.3. Cas d’une charge ponctuelle verticale

. Pl — a)
Vy =
7
Pa
Vg = 22
B 7
Hy=Hg =0

e Calcul des contraintes géneralisées

pour x < a

N(x) = 7@ sin @

Vix) = _@

Px(l —a)
/

cosf

M(x) =

poura<x<I|

N(x) = ? sin &

Pa

F(x) = — 7

Pa
/

cos 8

M(x) = (I —x)

Le déplacement au centre de la poutre (si a < 1/2) est égal a :

Pfa

W] /7Yy = —
A S EYATE

(1" = Px — 8% +200x" — 12.8¢")

¥
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Chapitre 7 :

Calcul des structures en arc

7.2. Arcs hyperstatiques
7.2.1. Arccirculaire a deux articulations sans tirant

SoitI’arc circulaire hyperstatique de lafigure ci-dessous. Lagéométrie de I’arc estun cercle de centre O

etde rayon R. Nous avons également les données suivantes :

- E : module d’élasticité du matériau de I’arc,
- | :moment d’inertie d une section d’arc (considéré comme constant),

- S :aire d’une section d’arc (considérée comme constante),
- G : module de cisaillement du matériau de 1’arc.

V><

Géométrie et Chargement Efforts et moment de flexion

1
¥ = 1 Ao

T+ SR2 x 2a—3sin 2a+4a cos? a

qR
. M= Ng = L
Y q A B >
(9 — 4a?)sin2a — 10a cos 2a — 8a
2a — 3sin2a + 4a cos? «

Y

),< N(¢) = qRe sin ¢ + Xa COS ¢

M(g) = gR*(asin a — @ sin ¢ + COS & — COS @)
— XaR(cos ¢ — cos a)

V(p) = —qRp cos ¢ + Xa sin g

Xa = —Xg = —qRa
N(p) = qR(sin ¢ + ¢ COS ¢ — a cot asin ¢)

X M(p) = qR?(a cot a'sin ¢ — ¢ COs @)

A& B V() = qR(a cot a cos ¢ + ¢ sin ¢ — COos @)
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Chapitre 7 : Calcul des structures en arc

7.2.2. Arc parabolique a deux articulations sans tirant
Soit I’arc parabolique hyperstatique de la figure ci-dessous. Nous avons les données suivantes

- E : module d’¢élasticité du matériau de I’arc

- I : moment d’inertie d’une section d’arc (considéré comme constant)
- S : aire d’une section d’arc (considérée comme constante)

- G : module de cisaillement du matériau de 1’arc

Les équations de la parabole sont les suivantes :

4h
V=12 x(L — x)

¢ - 4h - 2x
ang = 7 7
4h
tan = - A
\

M(x.y)
0
X i
AN A B
| L |
| |
Géomeétrie et Chargement Efforts et moment de flexion
qL?
Kon =Xy =
q A B~ 8h(1+ 151/85h2)
UTITLITILT LTI
YA =Yg = q—LCOSO—XAsinG
Y 2
L -
N(p) = q(z —x) sin @ + X4 cos ¢
% M(o) — ax(t —x) — Xay
A A B 2
qL?
Xn == X
A~ 78~ 96h(1 + 15//85h2)
3L
YA = q(g —x) cos — Xasin 6@
q
I ve = 9 coso — Xasine
C 8
¥ Nac(e) = q(% —x) sin ¢ + X cos @
L
Ncg(e) = _9= sin ¢ + X4 cos ¢
X 8
A& A X {731
- N Mac(e) = o (— = X) — Xay
2 4
X
Mcg(e) = cI?(L — X) — Xay

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 113



BIBLIOGRAPHIE

1. Analyse des structures, ARAM SAMIKIAN, Gaetan Morin.

2. Analyse des structures, Osman Zakaria M., Tome 1, 2, OPU, Alger, 19809.

3. Eléments de la résistance des matériaux, J. COURBON, Dunod.

4. Lecons sur la résistance des matériaux, tome 3, E. DREFFUSS.

5. Notes de cours de mécanique des structures, Ouzandja D., Faculté de Technologie,
Université Med Boudiaf de M’sila, Algérie, 2019.

6. Problemes de résistance des matériaux, MIROLIOUBOV, MIR-Moscou.

7. Problemes de résistance des matériaux, tome 1 et 2, GIET, Dunod.

8. Résistance des matériaux appliquée, tome 1, M.ALBIGES, CITBTP.

9. Résistance des matériaux, tome 1, J. COURBON, Dunod.

10. Résistance des matériaux, V.FEODOSSIEV, MIR-Moscou

11. Résistance des matériaux, KERGUIGNAS, Dunod.

12. Résistance des matériaux de base, Bourahla N., Groupement Economique de Contréle
Technique de la Construction, GECOTEC, 2005.

13. Structures analysis, A.GHALI, NEVILLE, BROWN, Spon -Press.

Université Mohamed Boudiaf de M’sila 114



	3.1. Méthode des forces                                                                                                             30
	3.2. Principe de la méthode des forces                                                                                      30
	3.3. Degré d’hyperstaticité                                                31
	3.4. Système de base                                                                                                                  31
	3.5. Différentes possibilités des systèmes de base                                   31
	3.6. Exemples            33
	3.7. Equations canoniques                            34
	3.9. Procédure de la méthode des forces                                              40
	3.10. Exercices                    41
	4.2. Nombre d’inconnues de la méthode                                         55
	4.3. Intérêt de la méthode des déplacements                      55
	4.4. Principe de la méthode des déplacements          56
	4.5. Classification des structures  58
	4.6. Principe du nœud fixe  59
	4.7. Principe du nœud mobile  60
	4.8. Sollicitations des barres 61
	4.9. Moments fléchissants et réactions des barres soumises à des déplacements et des charges
	61
	4.10. Equations d’équilibre                                       64
	4.11. Étapes de calcul  par la méthode des déplacements   65
	4.12. Exercices   66

	7.1. Arcs hyperstatiques                                                                                                                           112
	2.1.2. Rappels mathématiques
	3.1. Méthode des forces
	3.2. Principe de la méthode des forces
	3.3. Degré d’hyperstaticité
	3.4. Système de base
	3.5. Différentes possibilités des systèmes de base
	1ère possibilité
	2ème possibilité
	3ème possibilité

	3.6. Exemples
	a)

	3.7. Equations canoniques
	3.9. Procédure de la méthode des forces
	3.10. Exercices
	Exercice 1
	0.96 kN.m
	0.48 kN.m
	1.82 kN.m
	Diagramme de 𝑇
	- Diagramme de l’effort normal
	Diagramme de 𝑁
	Exercice 3

	-
	+
	Diagramme de 𝑇
	Diagramme

	- (1)
	+ (1)
	Diagramme

	- (2)
	+ (2)
	- (3)
	+ (3)
	4.1. Introduction
	4.2. Nombre d’inconnues de la méthode
	4.3. Intérêt de la méthode des déplacements
	Exemple 1
	Exemple 2
	4

	4.4. Principe de la méthode des déplacements
	A) B)

	4.5. Classification des structures
	A. Portiques ou structures à nœuds fixes (dit structure non déplaçable)
	B. Portiques à nœuds déplaçables (structures déplaçables)

	4.6. Principe du nœud fixe
	4.7. Principe du nœud mobile
	b

	4.8. Sollicitations des barres
	4.9. Moments fléchissants et réactions des barres soumises à des déplacements et des charges
	A. Les barres soumises à des déplacements d’appuis (rotations et translations)
	B. Barres soumises à des charges extérieures (réparties, ponctuelles, …)

	4.10. Equations d’équilibre
	4.11. Étapes de calcul  par la méthode des déplacements
	4.12. Exercices
	Exercice 1
	Le nombre d’inconnus hyperstatique
	- Système de base
	- Système d’équations canonique
	- Correction du diagramme unitaire
	Exercice 2
	- Le nombre d’inconnus hyperstatique
	- Système de base:
	- Diagrammes des moments fléchissants

	+
	-
	- (1)
	- (2)
	+ (1)
	- (3)
	+ (2)
	- (4)
	+ (3)
	7.1. Arc isostatique
	7.1.1. Cas d’une charge uniformément répartie
	7.1.2. Cas d’une charge ponctuelle horizontale
	7.1.3. Cas d’une charge ponctuelle verticale
	7.2. Arcs hyperstatiques

