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Soit f la fonction définie par : f(x, y) =
√

x2 − y − 1

1 1 a Df = {(x, y) : x2 − y − 1 ≥ 0} = {(x, y) : y ≤ x2 − 1}.

1 b Présentation de Df .

1 2 a Pour c > 0, on a f(x, y) = c ⇔ x2 − y − 1 = c2 ⇔ y = x2 − 1 − c2

Donc les courbes de niveau c > 0 sont des paraboles de sommets (0, −1 − c2) et d’axe x = 0.

1 b Présentation Pc les courbes de niveau c > 0.

0.5 3 Pour tout (x, y) ∈ R2, la fonction (x, y) 7→ x2 − y − 1 est dérivable (polynôme).

Donc, la fonction (x, y) 7→
√

x2 − y − 1 est dérivable dans le domaine ouvert D̊f .

Car pour tout (x, y) ∈ D̊f : x2 − y − 1 > 0, en particulier en point a(2, 0) ∈ D̊f .

0.5 et ainsi, ∂xf(x, y) =
x√

x2 − y − 1
, et ∂yf(x, y) =

−1

2
√

x2 − y − 1
.

0.5 + 0.5 Alors, Dvf(a) = ∂xf(2, 0)v1 + ∂yf(2, 0)v2 ⇒ Dvf(a) =
6

√
3

−
1

2
√

3
= 2

√
3 −

1
2

√
3

.
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Soit la fonction f définie sur R2 par : f(x, y) = xexy
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0.5 1 a Il est claire que f est dérivable dans R2, car composition de fonctions dérivables.

0.5 × 2 b Pour (x, y) ∈ R2, on a : ∇f(x, y) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

 =

 exy + xyexy

x2exy

 .

c La fonction f est différentiable en (1, 0) si et seulement si :

lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) − f(1, 0) − (x − 1)∂xf(1, 0) − y∂yf(1, 0)√
(x − 1)2 + y2

= 0. Notons que,

0.5
f(x, y) − f(1, 0) − (x − 1)∂xf(1, 0) − y∂yf(1, 0)√

(x − 1)2 + y2
=

xexy − x − y√
(x − 1)2 + y2

.

Si on pose, x = 1 + r cos θ, y = r sin θ, alors, on aura :

0.5 lim
(x,y)→(1,0)

xexy − x − y√
(x − 1)2 + y2

= lim
r→0

(1 + r cos θ)e(r sin θ)(1+r cos θ) − 1 − r(cos θ + sin θ)

r

=
0
0

, (forme indéterminée). En utilisant la règle de L’Hôpital, on trouve

lim
r→0

(1 + r cos θ)e(r sin θ)(1+r cos θ) − 1 − r(cos θ + sin θ)

r

= lim
r→0

[
(cos θ + sin θ(1 + 2r cos θ)(1 + r cos θ))e(r sin θ)(1+r cos θ) − (cos θ + sin θ)

]
= 0.

0.5 d Donc f est différentiable au point (1, 0), et sa différentielle est donner par :

df(1,0)(x, y) = (x − 1)∂xf(1, 0) + y∂yf(1, 0) = x + y − 1, ∀(x, y) ∈ R2.

1 2 Comme f est différentiable au point (1, 0), alors elle admet un developpement limité à l’ordre

1 au point (1, 0). On a, donc,

f(x, y) = f(1, 0) + (x − 1)∂xf(1, 0) + y∂yf(1, 0) + o(‖(x − 1, y)‖).

1 D’où, f(x, y) = x + y + o(‖(x − 1, y)‖).

3 La valeur approchée de f en (1.1, 0.1) :

1 Comme, f(x, y) ' f(1, 0) + (x − 1)∂xf(1, 0) + y∂yf(1, 0), si (x, y) ' (1, 0).

1 Alors, on obtient, f(1.1, 0.1) ' 1 + 0.1 × 1 − 0.1 × 1 = 1.
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f définie sur R2 par : f(x, y) = sin(x) + y2 − 2y + 1.

1 1 a Les points critiques de f . On a : ∇f(x, y) =

 cos x

2y − 2

 . Alors,

1 b ∇f(x, y) =

 0

0

⇒


x =

π

2
+ kπ, k ∈ Z

y = 1
⇒ (x, y) ∈

{(π

2
+ kπ, 1

)
: (k ∈ Z)

}

2 Nature des points critiques :
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0.5 a Hf(x, y) =


∂2f

∂x2 (x, y)
∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y2 (x, y)

 =

 − sin x 0

0 2


b Le déterminant de la matrice Héssienne au point (

π

2
+ kπ, 1) est

0.5 |Hf(
π

2
+ kπ, 1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−(−1)k 0

0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2(−1)k. Par conséquent,

0.5 (⋆) Si k est impaire, les points
(π

2
+ kπ, 1

)
présentent des minimums locaux.

0.5 (⋆⋆) Si k est paire, alors
(π

2
+ kπ, 1

)
sont des points selles.

1 3 Si k est impair, on a f(x, y) − f(
π

2
+ kπ, 1) = sin x + 1 ≥ 0.

Donc, les points
(π

2
+ kπ, 1

)
sont des minimums globaux de f .

4 On cherche les extremums liés de f avec le contrainte y = 1.

Par substiation y = 1 dans l’expression de f(x, y) on trouve,

1 F (x) = f(x, y(x)) = sin x. Alors, F ′(x) = cos x = 0 ⇒ x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z.

1 On remarque que f(x, y) = 1, si et seulement si k est pair.

Donc, les points
(π

2
+ 2kπ, 1

)
sont maximums liés de f .

Fin Dr : D. Bouafia ⋆ 15 juin 2023⋆


