Sériés Numériques
Généralités

Définition: Soit (u,,), une suite de nombres réels,on pose

La limite de S,, est appelée série de teme général u,,.

(S;)n estapelée suite des sommes partielles de la série.

1.Convergence

Définition : Une séries de terme générale u,, est dite convergente si la suites
de sommes partielles(S,,) est convergente .

Dans ce cas,la limite de la suite(S,,),, est appelée de la séries et on note :

. _ 400
limy, 60 Sy = Xn=oUn
Une séries qui n’est pas convergente set dite divergente .

En d’autres termes,si on note [l = lim,,_, S,, onaalors:
Yins U, convergeversl=lim, . S,

©Ve> 0,AmEN:YnENnz m=1|5,- 1| < g

©Ve> 0,AmeEN:VReE Nnz m= Y 5u, - 1| < ¢

Exemples

1.Séries géométrique.Une séries géométrique est une séries dont le terme
générale est de la forme u,,=a.q" ,a# 0

Pour ce type de séries ,le calcule de la somm partielle est donné par la formue
suivante: u, = Ug+ Uq +eeeeee. +Uu,=a+a.q+ --.a.q"=a(l+q + ..... +q")



1 _qn‘l'l

a sig# 1

an+1 sig=1

On remarque ainsi que lim,, _ ., S,, existe si et seulment si |q | <1 .Dans ce cas

a
la série géométrique converge etona Y %, a.q"= qu Tem
2.Soit la série de terme général un=mavec n= 1.0n peut écrire apres
1 1
décomposition en éléments simples que : Up=Up=—~ —
N 1 1 1 1 1 1 1 1

D'ou S;=1—-- + —— - + ... + = 2 4 E__2 1=

2 2 3 n—1 n n n+1 n+1
Comme Y2 w H)—IimnmO S,=1,notre série est convergente et vaut 1

Propositionl.

Soient (2 u,) et (2 v,) deux séries, on suppose que ces deux séries ne
different que par un nombre fini de termes(i.e il existe p N tel que pour tout
n= p ona u,=v,)alors les deux séries somt de méme nature.

Proposition2.
Soit (3 u,) une série convergente alors lim,, ., u,,=0.la réciproque est fausse.
Proposition3.

Soient (3 u,) et (3 v,) deux séries convergentes respectivement vers u et
v.Alors :

1.La série) (u, + v,)est convergente et ona :

2noo(Un + V)= 2 pZoUn + 2520 Up=uty

2.Pourtouta R,lasérie(> au,) est convergente et ona :

zn Oaun_ azn Oun_ a



2.Séries a termes positifs

Définition :Une séries (> u,,) est dite séries a termes positifs si u,, = 0 pour
toutn N.

Théoréme(Régle de comparaison avec une intégrale)

Soit f: 1,+00 - R*une application continue,décroissante et positive.On
poseu, = f n pourn N .Alors:

(> u,) converge= f(x) dx existe

Exemples

1)Conidérons 'application f: 1,+ 0o - R™ définie par f x =%.
E1 e i t1 xeto0.D L i

L ;dx=logtetlim, o, | — dx=+o0.Donc (Z;) iverge.

2)Soit la foction f: 1,+ 00 - R™ définie par f x =

e . f est

continue,décroissante et positive.

:f(x)dx=log(£%)-log(§) et comme lim;_ :f(x) dx=log2<+o0 ;Donc
1
n(n+1)

la série(} ) est alors convergent

Séries de Riemann

Définition :Soit @ R.On appelle série de Riemann toute séries dont le terme

s 1
générale est de laforme u,,=—, n> leta R.
n
Les séries de Riemann sont des séries dont le terme positifs.

1 .
ZF est converge pour a> 1 et divergepoura< 1

Exemples: 1.}, %

1 1 1 1 .
= — = — =< f—
W, = ==, 0= 1 s \/ndlverge
1
2.u, = = o=2>1 Zna,ﬁconverge



Proposition(Régle de Riemann)

Soit (2 u,) une séries a termes positifs.

1.5%il existe a >1 tel que la suite n%u,, , soit majorée par un constante
M >0 ;alors () u,,) est convergente.

2. S'il existe a <1 tel que la suite n%u,, , soit minorée par une constante

m >0 ;alors (> u,) est divvergente.

Théoréme(comparaison)

Soit (2 u,) (2 v,) deux séries a termes positifs.On suppose que 0 < v, < v,
pourtoutn N.Alors:

1.(2 v, )converge (3 v,) converge

2..(2 v,)diverge (2 v,) diverge

Exemples

ro
n2+1 ' n241

L 2n2072,

1

- - !I; !I

Zn;,g — est converge d’apres Riemann

1
a=2>1.Donc,s0—5— —; converge.

1 .
2. Zn,,z ,onan-1<n S —  Znzo7; est converge d’apres Riemann

SR
=
&

a = 1.Donc anz d|verge



Théoréme(Critére déquivalence)

Soit (2 u,) et (3 v,,) deux séries a termes strictement positifs.

- u s . A
On suppose que lim,_,— = [,l#. Alorsles deux séries sont de méme
v

n

nature.
Exepmle : Soient les séries (Y w,) et (3 v,) tels que un=% et vn=log(1+%).

- u . PN
Onalim,, 4 ;3 = 1,donc il en est de méme de la nature.

mn

Critere de D’alembert

un+1_ l

Soit( Y u,) une séries a termes strictement positifs . On pose lim,, _

Un

<1 la série ) u, est converge .
[ >1 la série ) u, est diverge .

[ =1 ,on .ne peut rien conclure.

le : 1 1 _
Exempe..znaoﬁ JUn = op et Ungq = o

1
- U.n-|-1 -n+1 1
Ilmn_)w = & 1 ==
u - 2
n 2n

Donc la série est converge.

Critére de Cauchy

Soit( Y u,) une séries a termes strictement positifs . On pose lim,,_ ,, " u_n
1<1 la série ) u, est converge.

[ >1 la série ) u, est diverge.

[ =1 ,on .ne peut rien conclure.

2\n2 - — .. n 2\ ..z 2 2
Exemple : 3 (1+ 2)™, lim,_ o " up=lim, o (1+ ;)"‘a=enm(”r_1)=e"n=ez>1

Donc la série est converge.



Séries alternées

Définition : On appelle série alternée toute série Y u,, vérifiant la relation

Uy Upyq S 0.Le terme général u,, d’une telle série peut-etre noté
- — n — n+1., 1
u,= -1 "vyouu,= -1 v, avec v, = 0.

Dans le cas général une série alternée sera souvent notée > (-1)"|u,| .

Séries absolument convergentes

Définition : Une série Y u,, est dite absolument convergente si la série
> |u,| estconvergente.

Il est claire que toute série a termes positifs convergente est absolument
convergente.

Théoreme

Toute séries absolument convergente est convergente.La réciproque est
fausse.En d’autres termes :

>|u,| converge > u, converge

Exercice :Etudier la convergence des séries suivantes :

1 “Iin n 1n 1

Y22 oy 2n=1SIN——, Fpzq lin

> z
zn_z nzlmn ! cos%



