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Chapitre

Notions de logique

A la limite de la philosophie, la logique est une branche fondamentale des mathématiques
qui permet d’établir la valeur de vérité de propositions et de construire des raisonnements
mathématiques.

Ce document constitue une initiation a cette branche primordiale des mathématiques. Nous
définirons les notions de proposition et d’opérateur, construirons des tables de vérité, expli-
querons les notions d’implication, d’implication réciproque et d’équivalence avant d’aborder les

différents types de raisonnements que 1’on peut suivre en mathématique.
1.1 Définition

Une proposition logique (ou assertion) est une affirmation formée d’un assemblage de sym-
boles et de mots, portant sur des objets mathématiques, a laquelle on peut clairement attribuer
la valeur vraie ou la valeur faux.

On note P une proposition.

Par définition P satisfait les 3 principes (ou axiomes) suivants :
e Principe d’identité : P est P
Autrement dit si P est vrai alors P est vrai et si P est faux alors P est faux.
e Principe de non contradiction : P ne peut pas a la fois étre vrai et faux
e Principe du tiers exclus : Soit P est vrai, soit P est faux.

Il n’existe pas d’autre valeur de vérité en logique mathématique.
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Ces trois principes constituent le fondement de tout raisonnement mathématique. Le dernier

point mérite que 1’'on s’y attarde un instant :

Soit P la proposition «Le carré d’'un nombre réel est strictement positif ».

Alors ? Vrai ou faux?

L’intuition premiere serait de répondre "¢a dépend du nombre”, c’est le cas pour la plupart

des nombres mais c’est faux pour zéro (car 0?n’ ’est pas > 0 ).

Le probléme est que cette réponse est en contradiction avec le principe du tiers exclus. Il

faut donc attribuer clairement a cette proposition la valeur vrai ou la valeur faux.

Etant donné qu’il existe au moins un nombre (ici zéro) pour lequel cette proposition est

fausse, on dira que la proposition P est fausse.

1.1.1 Quelques exemples

Pli

P’

«e nombre de lettres dans I'alphabet francgais est 10.»

La proposition Py est fausse.

P42+ 2=4»

La proposition P est vraie.

o x>1

P35 n’est pas une proposition logique complete car elle contient une variable libre x. On ne
sait pas ce qu’est x (un point ? un nombre entier ? un vecteur ? une étoile de 1'univers ?).

On ne peut donc pas attribuer de valeur de vérité a la proposition Pj.

. «Soit x un nombre réel, alors x > 1»

La proposition P’s est fausse. En effet P’3 est une proposition logique car on a défini
la variable x comme étant un nombre réel. Mais elle est fausse car par exemple 0 est un

nombre réel et 0 < 1

On utilise ici un contre-exemple pour prouver que la proposition P’s est fausse.

(Ce type de raisonnement sera approfondi plus tard).

1.1.

Définition
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A retenir

Les propositions logiques ne peuvent prendre que deux valeurs :VRAI Ou FAUX (d’ou le

nom de logique bivalente).

Il faut bien faire la distinction entre une proposition (qui est une phrase) et sa valeur (qui

est soit VRAI soit FAUX). on dira que la proposition p est fausse

1.2 Opérateurs de base

Les opérateurs permettent de construire de nouvelles propositions a partir d’'une ou de
plusieurs propositions initiales.

Commengons par le premier (et le plus simple!) d’entre eux, 'opérateur « NON».

1.2.1 La négation (non) : Apprenons a dire non!

Soit P une proposition. On définit une proposition « non P» que 'on note « =A» (avec
une sorte de petit L allongé vers le bas) ou encore par P.
Si P est vraie alors P est fausse.

Si P est fausse alors P est vraie.

Pour ceux qui font de la programmation, I'opérateur « NON» (noté en maths) est souvent

noté «!» en informatique

On peut établir la table de vérité de l'opérateur de négation a partir de sa définition.
Définition. Une table de vérité est un tableau définissant la valeur d’une fonction logique pour

chacune des combinaisons possibles des entrées.

Explication. Dans la premiére colonne, je place toutes les valeurs que peut prendre A (c’est
a dire Vrai ou Faux). Dans la seconde colonne, je place la valeur de vérité de A corres-

pondante.

Par convention et pour faciliter la lecture de grandes tables, on écrit F' pour la valeur FAU X

et V pour la valeur VRAI

1.2. Opérateurs de base
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Il est important de bien comprendre comment construire une table de vérité, nous nous en
servirons de nombreuses fois dans ce cours.

Ce connecteur est assez intuitif dans la mesure ou nous 1'utilisons quotidiennement.

Quelques exemples

P : « Alger est la capitale de la Algérie » (ca valeur est V)
P : « Alger n’est pas la capitale de la Algérie »  (ca valeur est F)
@ : «m est un nombre entier » (F)
@ : «m n’est pas un nombre entier » (V)
R : «5 est un nombre impair » (V)
R : «5 est un nombre pair » (F)

Ce premier opérateur doit maintenant vous paraitre assez simple. Pour construire des raison-
nements logiques on a besoin d’utiliser des opérateurs permettant de lier deux propositions

logiques entre elles (on les appelle des opérateurs binaires).

1.2.2 La conjonction «et» , noté « A ».

Soient P et () deux propositions.
On définit une nouvelle proposition «P ET () » que I'on note «P AQ » Cette nouvelle

proposition est

Vraie lorsque P et Q sont vraies en méme temps

Fausse dans tous les autres cas.

On déduit de cette définition la table de vérité de la proposition « P A Q»

1.2. Opérateurs de base
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Les deux premiéres colonnes permettent de lister tous les cas possibles pour les valeurs de
vérité de P et de Q. La derniere colonne associe la valeur de vérité de la proposition « P A Q ».
Il est important de bien comprendre la table de vérité de 'opérateur «ET» car il est utilisé

dans de nombreux raisonnements.

Quelques exemples

Qxemple 1. «5 est un nombre inférieur a 10 et 5 est pair »
Soit P : «5 est un nombre inférieur a 10» P est vraie
Soit Q : « est pair » Q est fausse

La proposition A est la proposition « P A Q»

D’apres la table de vérité de 'opérateur binaire « ET», on en déduit que la proposition A
est fausse. &xemple 2 : «La lettre A est une voyelle et T est une consonne. ” En résonnant

de méme, on en déduit que la proposition B est vraie.

Exemple 2. «La lettre A est une voyelle et T est une consonne.»

En résonnant de méme, on en déduit que la proposition B est vraie.

1.2.3 La disjonction «ou », noté ” V ».

Le deuxieme opérateur binaire que nous allons étudier est 'opérateur «OU».
Soient P et () deux propositions.
On définit une nouvelle proposition « P ou ) » que 'on note «P VQ » .

Cette proposition est :

Fausse lorsque P et Q sont fausses en méme temps

Vraie sinon

1.2. Opérateurs de base
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Autrement dit, la proposition « PV @) » est vraie uniquement si P ou @ est vraie (ou les

deux!).

Exemple. «5 est un nombre inférieur a 10 OU 5 est pair »

Quelle est la valeur de vérité de cette proposition ?
Correction.

Soit P : « 5 est un nombre inférieur a 10 ». Est vraie

Soit @Q : «5 est pair». Est fausse

La proposition ” PV Q ”

D’apres la table de vérité de 'opérateur "OU», la proposition de I'exemple est vraie

Les opérateurs binaires « NON», «ET», et «OU» sont les plus importants en mathématiques
car ils permettent de définir tous les autres opérateurs.
Nous voila au cceur du sujet ! En effet les implications et les équivalences sont utilisées dans

la grande majorité des démonstrations en mathématiques. Bien les comprendre permet donc

d’éviter des erreurs de raisonnement dans une copie... mais aussi dans la vie!

1.2.4 Notion d’implication « = »

L’implication est un opérateur binaire (c’est a dire, qui lie deux propositions entre elles).
Soient deux propositions P et ().
On note P = @ (et on lit P implique Q )

Plusieurs formulations pour une méme notion

P = (@ se lit aussi :

1.2. Opérateurs de base
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v' Si Palors @)
v 1l suffit que P pour que @
v' Il est nécessaire que () pour que P

v' Il faut que @ pour que P

Ainsi, a chaque fois que vous entendez dans le langage courant I'une des formulations, c¢’est

en fait une implication

Exemple.

«1Il suffit qu’il soit la pour que je sois joyeux. » correspond a «Il est la » = « Je suis joyeux»

«Il pleut. » = «Le sol est mouillé. ». Il pleut alors le sol est mouillé, cela veut dire bien
qu’il est impossible qu’il pleuve et que le sol ne soit pas mouillé.

«Si je suis fatigué, je vais me reposer.» C’est a dire que « Je suis fatigué. » = « Je vais me
reposer. »

Soient P et () deux propositions.

On définit une nouvelle proposition «P PQ » (que 'on lit P implique @ )

Cette proposition est :

Fausse lorsque P est Vraie et @ est fausses

Vraie sinon

PlQ|P=q
viv] Vv
V|F| F
FlVv| VvV
F|F| V

Autrement dit, la proposition «P PQ » est fausse uniquement si P est Vraie et () est fausse).

1.2.5 Implication réciproque « = »

Encore un petit quelque chose. P et () sont toujours deux propositions. La proposition
() = P est appelée I'implication réciproque de la proposition P = (). Retenez cette expression,

on va s’en resservir dans deux lignes!

1.2. Opérateurs de base
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1.2.6 Equivalence « < »

Le symbole de I'équivalence est <. Une double fleche qui n’est pas sans rappeler la fleche
de l'implication vue juste au-dessus.

Soient P et () deux propositions.

On définit une nouvelle proposition «P < @ » que l'on lit «P équivaut a @ »
Ou « si et seulement si Q) »
C ’est aussi «l'implication P = (@) et 'implication réciproque @ = P »

Cette proposition est :

Vraie lorsque P et Q ont la méme valeur de vérité (toutes deux vraies, ou toutes deux fausses).

Fausse sinon

P\ Q| PsQ
VIV V
VI F F
FlVv F
F | F Vv

Pour démontrer une équivalence, on utilise souvent la regle de la double implication :
v" On démontre dans un premier temps une implication,
v' puis dans un second temps on démontre I'implication réciproque

Evitez les confusions!

Il ne faut pas confondre implications et équivalences.

~

A chaque fois que vous devez donner la valeur de vérité d’une équivalence vérifiez bien la

valeur de vérité de la double implication.

1.2. Opérateurs de base
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1.2.7 Propriétés

1. (e P) s (PL=P)AN(Py= P)

2. El S P

3. LVP & P

4. P VP < P

5 VP& PIAP,

6. LAP, & P VP

7. PAN(PaANPy) < (PLAP) AP

8. PV (P,VP) & (PLVE)V P

9. PAN(P,VP) < (PLANP) V(P AP;)
10. PV (P APs) < (PLV P) A (P V Ps)
11. (P, = P) < P AP,

12. P, = P, < P, = P, «La loi de contraposition»
Démonstration

(1) (2)
v Démontrons la propriété 1 : (P, < Py) (PL = P) A (Py = Py)

On utilise la table de vérité.

P | P |PA=P | P=P|(1):PehP|2:(PA=DE)AN(FP=P)|(1) < (2
VIV V V |4
VI F F V F F |4
Flv V F F F |4
F|F V V V V |4

1.3 Les quantificateurs

Soit P la proposition « 8 est un nombre pair». On peut remplacer le nombre 8 par un autre

nombre quelconque afin de former de nouvelles propositions. On pourra par exemple écrire la

1.3. Les quantificateurs
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proposition P(6) « 6 est un nombre pair » qui est vraie, ou la proposition P(3) « 3 est un
nombre pair » qui est fausse.

On écrira alors la forme générale de cette proposition P(x) : « x est un nombre pair ”, x est
appelé argument de la proposition P. La valeur de vérité de la proposition P(x) dépend de z.

Le probléme est que je ne sais pas ce qu’est = dans la proposition P(z). Dans notre exemple,
x est un nombre il faut le préciser car sinon notre proposition n’a pas de sens (par exemple
P(ABC) : "le triangle ABC est un nombre pair » n’a pas de sens).

On a donc inventé des quantificateurs pour indiquer que ’on prend notre x parmi un en-

semble déterminé.

1.3.1 Le quantificateur universel « V »

On note "pour tout z élément de FE, la proposition P(z) est vraie » ainsi «Iforall = lin

I0Omega, P(z) »
Oula! C’est quoi tous ces symboles ?!

Du calme, du calme. On s’habitue rapidement a lire les quelques symboles mathématiques.

v Le symbole V (un A retourné) se lit "quelque soit”. C’est un quantificateur, il indique que la

propriété est vraie pour tous les objets satisfaisants la condition qui suit.
v/ X est un objet mathématique (un nombre, un point, un vecteur...).

v' Le symbole € signifie "appartient a ». C’est un opérateur qui permet de dire que x appartient

a un ensemble précisé.

La notation V vient de I'allemand Alle qui signifie «tous » en francais.

Exemple.
Traduire la proposition sous sa forme mathématique équivalente (en utilisant le quantifi-
cateur et le connecteur logique adéquat).
P : «Pour tout x nombre réel, il suffit que x soit supérieur ou égal & 5 pour que z? soit

supérieur ou égal a 25 »

1.3. Les quantificateurs
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Correction.

La formulation «il suffit que P soit vraie pour que () soit vraie » se traduit par P = () Cette
équivalence est vraie pour tout x nombre réel, on utilise donc le quantificateur V.

P(x): Y reERx>5 = a2>25

Quantificateur connecteur

1.3.2 Le quantificateur existentiel «d»

La proposition Q : «Tous les étudiants sont présents ”.

Essayez de déterminer Q (dans une phrase francaise).
Attention! Il y a un piege!
Le contraire de «Tous les étudiants sont présents» n’est pas «Tous les étudiants sont
absents» ! En effet, il suffit qu’un seul étudiant soit absent pour que la proposition Q soit
fausse.

On dira donc que la proposition contraire de () est « Au moins un étudiant absent »

7

Il nous faut un autre quantificateur pour traduire ” il existe au moins un ». On pourrait
noter ce quantificateur (non V ), car il est simplement la négation du quantificateur universel.

Mais pour simplifier la notation, on utilisera le symbole 3 (un E & I'envers).

Et oui 3 vient de 'allemand Existieren (” exister » en frangais).

3 s’utilise exactement de la méme facon que V.

Exemple.
P(x) : 3z € R tel que 22 =1

La proposition P se lit "Il existe au moins un nombre réel x dont le carré est égal a 1. ».

Voyez comme la notation mathématique est plus pratique!

1.3.3 Plusieurs quantificateurs

On peut utiliser deux quantificateurs (ou plus) dans une méme proposition. Dans ce cas

I'ordre des quantificateurs est important.

1.3. Les quantificateurs
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Exemple. Traduisez en frangais les propositions $P$ et $Q$ et donnez leur valeur de vérité :
P(z):Vr e N;Jy e N:x <y «N lensemble des entiers naturels »

Qx):FzreN,VyeN:z <y
Correction.

La proposition P signifie «Pour tout entier naturel x, il existe un entier naturel y strictement
supérieur a x. »La proposition P est vraie

La proposition @ signifie «Il existe un entier naturel strictement inférieur a tous les entiers
naturels » La proposition () est fausse. Pour le prouver, on peut utiliser un contre-exemple. En

effet il n’existe aucun entier naturel strictement inférieur a 0.
Ces deux propositions si proches en apparence n’ont donc absolument rien a voir!

Retenez donc que changer la nature ou l'ordre des quantificateurs change le sens de la

proposition.

1.3.4 Propriétés

1. V2P(z)) = (32P(x))

2. (JzP(x)) & (VaP(x))
Exemple. Donner la négation de la proposition de 'inclusion « A C B»

Correction.

La proposition A C B s’écrit « Ve;x € A = x € B »

Donc La négation de A C B s’écrit A C Bou A ¢ B quirevient a chercherVo;x € A = « € B.

On utilise la propriété 1 :

Il vient : Voo € A= 1 € B& Jao;0 € A= 2 € B «on utilise (P, = P,) < PLA Py »

dryxe A=rveBedryxeAetr é B

ACBseVr,xre A=x< B
On résumé :

FtA¢ B< Ju;x € Aetx ¢ B

1.3. Les quantificateurs



Chapitre 1. Notions de logique 13

1.4 Les types de raisonnement

Nous avons maintenant tous les outils en main pour réaliser des raisonnements mathéma-
tiques complets.

Un raisonnement permet d’établir une proposition a partir d’une ou de plusieurs propositions
initiales admises (ou précédemment démontrées) en suivant les régles de la logique. Nous allons
dans cette derniere partie détailler trois "types” de raisonnement, trois "méthodes” pour
démontrer une proposition :

— Trouver un exemple ou un contre-exemple

— Démontrer la contraposée

— Raisonner par ’absurde

Ces différentes formes de raisonnements devront s’appliquer dans des cas bien particuliers.

1.4.1 Exemple et contre-exemple

Pour montrer qu'une proposition de la forme « existsz € E, P(z) est vraie”, on cherche un
x pour lequel P(x) est vraie. C’est donner un exemple.
Exemple. P: «3(z,y,z) € N3: 22 = y2 + 2%». Démontrer que P est vraie
Correction. Soient z =5,y =4,z = 3.
z,y et z vérifient 22 = y* + 2%( car 25 = 16 +9)
Donc la proposition P est vraie.

Pour montrer qu’une proposition de la forme «Vz € E , P(x) est fausse», on montre que sa

négation « Jz € E, P(x) est vraie ». C’est donner un contre-exemple.

Exemple. Soit P la proposition «Vn € N,n? + 1, est un nombre premier »
Démontrez que P est fausse.

Correction. Pour démontrer que P est fausse on va montrer que P est vraie.

P est la proposition « In € N, n? + 1 n’est pas un nombre premier ».

Soit n=3. Et n?2+1=10

1.4. Les types de raisonnement
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10 n’est pas un nombre premier.
n est un exemple de la proposition P.
n est un contre-exemple de la proposition P.

Donc la proposition P est fausse.

1.4.2 La contraposée

J’espere que vous vous souvenez de la table de vérité de 'implication! Comment ¢a non ?!
Je vous laisse la retrouver (dans votre esprit si possible sinon plus haut sur cette page) avant

de passer a l'exercice suivant
Exercice. Soient P et () deux propositions. Montrer que (P = Q) équivaut a (Q = P)

Porrection.

Vous l'avez deviné, on utilise une nouvelle fois une table de vérité pour justifier cette

équivalence.

NN << |
o< g SO
< < |=|<|"
< g Ii<|I< |
< |=ml=|I<|U
< | %m =<

équivaut a

Donc (P = Q) &> (Q = P)

1.4.2.1 Définition

La proposition (Q = P). Est appelée proposition contraposée de la proposition (P = Q)
Une proposition et sa contraposée sont équivalentes, ce qui signifie que ’'on peut démontrer
I'une pour démontrer 'autre. On souhaite par exemple montrer que (P = Q). Le raisonnement

par contraposée consiste a prouver que (Q = P).

1.4. Les types de raisonnement
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1.4.2.2 Exemple et exercice

Exemple. Pour démontrer que «S’il pleut, alors le sol est mouilléy, je vais démontrer que ”Si

le sol n’est pas mouillé, alors il ne pleut pas».
Exercice. Démontrez la proposition P : Vn € N si n? est pair = n est pair.
Indication 1 : Soit n un entier naturel. Donc deux cas :
vV nestpair:dn € N:n =2k avec k € N
v  nestimpair: In e N:n=2k+ 1 avec k € N

Correction.
On réalise cette démonstration par contraposition. Ainsi plutét que de montrer que si n?
est pair, alors n est pair. Nous allons montrer que si n est impair alors n? est impair.
n est impair : 3k € N:n =2k + 1 avec k € N (d’apres I'indication)
donc
n? = (2k+1)* = 4k* + 2k + 1 (On éléve au carré) alors n? = 2 (2k* + k) + 1 (on factorise)
( k est un entier naturel, donc (k% + k) est aussi un entier naturel)

Finalement : n? = 2h + 1 avec h = (2k* + k) € N est impair

=

—
On a monté que si n est impair alors n? est impair. Donc Vn € N si n? est pair = n est

pair

On obtient le résultat demandé.

1.4.3 Le raisonnement par I’absurde

A quoi bon mettre de I'absurdité dans un raisonnement logique ?!

Drole d’'idée en effet ! Mais rassurez-vous, le raisonnement par l’absurde (comme son nom
ne l'indique pas) n’a rien d’absurde. Il est méme tout ce qu’il y a de plus logique!

Ce raisonnement repose sur le principe du Tiers-exclus, a savoir que si une proposition n’est
pas fausse, alors elle est vraie. Imaginons par exemple que vous savez que quelque chose est vrai,

mais vous ne savez pas le démontrer. En raisonnant par ’absurde vous allez commencer par

1.4. Les types de raisonnement
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admettre par hypothese que cette chose est fausse. Puis en suivant les régles de la logique vous
allez développer les conséquences de cette hypothese et aboutir & une contradiction irréfutable
(comme 1 = 2, ou 2 et 4 sont premiers entre eux). Vous allez en déduire que votre hypothese
de départ est nécessairement fausse, c’est a dire que la chose que vous vouliez démontrer n’est

pas fausse, donc qu’elle est vraie.*

1.4.3.1 Définition

Le raisonnement par ’absurde est une forme de raisonnement logique. Il consiste
v soit & démontrer qu’une proposition P est vraie en prouvant I’absurdité de la proposition P

v soit a démontrer qu’'une proposition P est fausse en déduisants logiquement des conséquences

absurdes.

Voyons maintenant le raisonnement par I’absurde dans toute sa splendeur a travers I'un de ses

exemples les plus classiques : lirrationalité de v/2. «P : /2 ¢ Q»

1.4.3.2 Exemple

On souhaite démontrer que la proposition P est vraie.
P:«/2 ¢ Qv, «v/2 est un nombre irrationnel »

On raisonne par I'absurde. On va donc montrer que la proposition P est absurde.
P Se traduit par « V2 e Q» ou bien « v/2 est un nombre rationnel ».
Si V2 € Q, il peut se mettre sous la forme d’une fraction. C’est & dire qu’il existe p
appartenant a Z et il existe q appartenant a Z tel que v/2 = § avec p et q premiers entre eux.
On simplifie cette égalité :
2

9P

7 (On éleve au carré)

2¢° = p® (Par produit de ¢* )

Donc p? est pair, donc p est pair (Démonstration par contraposée du paragraphe précédent)

Donc Jk € Z tel que p = 2k (propriété vue précédemment)

1.4. Les types de raisonnement
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En remplacant dans 1'égalité précédente, on obtient : 2q% = (2k)? = ¢* = (2k)? = 2k?
Donc g2 est pair, donc q est pair ce qui est impossible car p est pair et que p et q sont premiers
entre eux.

On aboutit a une contradiction.

Donc la proposition P est fausse.

Donc v/2 est un nombre irrationnel.

Dans le cas ou la proposition a démontrer est de la forme P = @, raisonner par 1’absurde
consiste & démontrer que la proposition P A Q est fausse. Pour se faire, on suppose que P est
vraie et que @ est fausse, on développe les conséquences et on montre que l'on arrive a une

contradiction.

1.5 Exercices corrigé

Exercice 1. Parmi les expressions suivantes lesquelles sont des propositions 7 Dans le cas d'une

proposition dire si elle est vraie ou fausse
(a) 2+3=5
(b) VneN, n+4+2=4
(c) IneN n+2=3
(d) Cet exercice est difficile
(e) xeN
Solution.
a. Cette expréssion est une proposition vraie
b. Cette expréssion est une proposition fausse, car pour n =1 € N, on an + 2 = 3 # 4.

c. Cette expréssion est une proposition vraie, car il existe un élément n = 1 € N, tel que

n—+2=3.
d. Cette expréssion n’est pas une proposition, car on peut pas lui attribué une valeur de vérité.

e. Cette expréssion n’est pas une proposition, car nous ne savons la nature de I’élément z, donc

on peut pas lui attribué une valeur de vérité.

1.5. Exercices corrigé
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Exercice 2. Dans le LMD mathématique et informatique, un étudiant qui sera admis en
deuxieme année choisira entre mathématique OU informatique mais pas les deux si-

multanément. C’est le OU ’exclusif (V). Donner la table de vérité.

Solution. Voici la table de vérité du ” ou exclusif ” est différent de la table de la disjonction
7 V7”7 car dans cas particulier, On remarque que le” ou exlusif” est vrai que si les deux

assertions P et () sont différentes. Donc, on peut choisir les deux en méme temps.

P Q| PYQ
10 |1
011
1|10
0100

Exercice 3. Dans quels cas les propositions suivantes sont elles vraies?
(a) (P= Q)N (P=Q)

(b) PA@AR) & Q

(c) (PVQ)= R) <= (P= R)N(Q = R).

Solution.

a. (P= Q) A (P = Q)

PlQ|PIP=Q|P=Q|(P=Q ANP=0Q)
1 ({0 1]0 10 1 0
011111 1 1
1 (1 ]0 |1 1 1
01011 0 0

b. PA(Q A R) < @ (Devoir pour les étudiants)

c. S(P\/Q):>R)<:>(P:>R)A(Q:>R)

J/

g

) @)

1.5. Exercices corrigé
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PlQRIPVQIP=R|Q=R|1)|©@]| 1)@
1 (1)1 |1 1 1 1 1 1
1101 0 0 0 |o |1
1 /0|1 |1 1 1 1 1 1
1o o1 0 1 0 |0 |1
0olol1]o0 1 1 11 |1
011011 1 0 0 0 1
01 (1|1 1 1 1 1 1
0ololo]o 1 1 11 |1

Exercice 4. Soient les quatres propositions suivantes

a- JreRVyeR x+y>0

b-VzeR JyeR z+4+y>0

c-VxeRVyeR x+y>0

d- Iz eRVyeR y? > .

Ces propositions sont elles vraies ou fausses 7 Donner leur négation.
Solution.

a. reRVyeR x+y>0

L’assertion (a) est fausse : Est-ce- qu’on peut trouver un réel = pour que pour tout réel y leur
somme soit toujours positive? c¢’est pas toujours vraie, car il suffit de prendre par exemple
y=—(x+1). Onobtiendraz +y=2x—2x—1=—-1<0.

La négation de 'assertion (a) est : Vx € R, dy € R; 2+ y < 0, qui est une assertion vraie

b.VieR,JyeR x+y>0.

L’assertion (b) est vraie : en effet, pour tout réel x il exsite un y qui dépend de x. Prenons par
exemple y = —xr + 1 implique que r +y=2z—x+1=1>0.

La négation de l'assertion (b) est : 3z € R,Vy € R x4+ y > 0, qui est une assertion fausse
c. L’assertion (c) est fausse. Il suffit de trouver un « et un y qui ne vérifie pas (c). Par exemple

r<0ety<O.

1.5. Exercices corrigé
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La négqtion de cette assertion est : dr € R, dy € Rz + y < 0 qui est une assertion vraie.
d. Devoir pour les étudiants
Exercice 5.
1. En utilisant le raisonnement par I’absurde démontrer que
(a) V2 n’est pas un nombre rationnel
(b) Sin € N* alors n? + 1 n’est pas le carré d’un entier naturel
2. Monter par récurrence
(a) Vn e N\1+22 432+ ... .. +n? = 2otlntl)

(b) Vn € N2" > n.

3. En utilisant le raisonnement par la contraposé démontrer que si U'entier (n? — 1) n’est pas

divisible par 8, alors alors n est pair.

Solution.

1. En utilisant le raisonnement par ’absurde démontrer que
(a) V2 n’est pas un nombre rationnel

Supposons par I'absurde que v/2 soit rationnel : alors ott a,b > 0 (sont des nombres
entiers positifs). Maintenant, Il est possible de simplifier la fraction jusqu’a ce que a,b

soient premiers entre eux (c’est-a-dire la fraction ne puisse plus étre simplifiée). tels que

ﬁ:%:a:\@b:zlﬁ:cﬂ

alors, on déduit que a? est pair, d’oll a est pair aussi (voir I'exemple du cours), c’est &

dire : 3 un entier positif k£ tel que
a® = 4k* = 26> = b* = 2k?

Alors, b? est pair, d’ott b est pair. Par conséquent, il est possible de simplifier la fraction
7 par 2, ce qui contredit I'hypothese que a, b sont premiers entre eux.
(b) Devoir.

2. Monter par récurrence

1.5. Exercices corrigé
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a. Vn e N1 +224+3%+......... +n2:w.

1- Vérifions si cette proposition est vraie pour n =1 et 2 .

1(1+1)(2+1)

Pourn=1, ona: 5

=1, vraie

2(2+41)(4+1)

Pour n =2, on a : - =1+ 22 =5, vraie.

2- Supposons que cette est vraie pour n, c’est a dire (P(n) est vraie ). Et montrons

que la proposition (P(n + 1) est vraie ).

3- D’aprés 2, on a

Pln)&VneN1+22+3+......... +n? = ;
alors,
1+22 432+, +n?+(n+1)?
P(n)
1)(2
nn+1)2n+1) 6(n+1)°
B 6 6
2 1)+6 1 2n? + 7 6
_(n+1) n(2n + ); (n+ )]:(n"‘l)l n +6n—|— }

(n+1)(n —16—52)(271 +3) _ P(n+1).

b. Vn € N2" > n. Devoir.

3. En utilisant le raisonnement par la contraposée démontrons que si 'entier (n? — 1) n’est pas

divisible par 8 , alors alors n est pair.

C’est a dire : (n2 — 1) n’est pas divisible par 8 =

P
Maintenant, on doit utiliser la contraposée

[

n est impair : alors 3 un entier k tel que n =2k +1 = (n2 — 1) est divisible par 8 : alors, J1
Q P
Supposons que , n est impair, alors 3 un entier & tel que n = 2k + 1, d’ou n? = (2k + 1)?

Alors,
n?—1=02k+1)*-1

= 4k% + 4k.

Maintenant, nous avons deux cas : k est pair ou k est impair.

1.5. Exercices corrigé
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1- Si on suppose que k est pair, alors, il existe un &’ telque k& = 2k’, d’ou
n® —1 =4k + 4k
= 4 (2K + 4 (2K
= 8k + 8K =8 (K* + k') = 8p.
2- Si k est impair, alors, il existe un £” tel que k = 2k” + 1, on a :
n? —1=402k +1)>+42k +1)
— 4 (2K") + 4 (2K") + 4+ 4 (2K") + 4
= 8k"* 4 8k" + 8k" + 8
=8 (K™ +2K"+1) =8p'.

D’ou (n? — 1) est divisible par 8 .

1.6 Exercices non résolus

Exercice 1. Soient P, () et R trois propositions. Démontrer les propriétés suivantes :

1. P=Q) & (Q=DP)

2. (P=Q) = (PAQANQAP)

3. (PANQAR) & (PAQ)V(PAR)
Exercice 2. Ecrire avec des quantificateurs les phrases suivantes :

1. f est une fonction constante sur R.

2. Le graphe de la fonction f coupe la droite d’équation y = x.

3. L’équation sinx = x a une et une seule solution dans R.

4. Pour chaque entier, on peut trouver un entier strictement plus grand.
Exercice 3. Nier les formules suivantes :

1. 0<2<25= /r <5.

2.0<z<lou2<y<3.

3. dx € R|cos(z) =0et dz € R|sin(x) = 0.

1.6. Exercices non résolus
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4. Ve > 0,3a >0 |Vr € Dy, (Jr —zo| < a = |f(x) — f (x0)] > €).
Exercice 4. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) reR|VyeR:z+y>0;

(b) VieR:IyeR|z+y>0;

(c) VeeR:VyeR:z+y>0;

(d) Iz eR|VyeR:y*>z.
Exercice 5. Montrer les formules suivantes :

1. |z| < 0.1 = |22% — z| < 0.12 (Raisonnement direct).

2. Pour tout entier n,n* + 3n est pair (Cas par cas).

3. Vn € N : n? est pair = n est pair (Contraposée).

4. /2 est irrationnel (L’absurde).

5. Va,b € RT : 14 = &= = a = b (L’absurde).

6. Vn € N: 2" > n (Récurrence).

7. a;b; c;d des nombres réels tels que a < bet ¢ < d, a-t-on toujours ac < bd ? (Contreexemple).
Exercice 6.

1. Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Montrer que
(GkeN|b=ka)et (FkeN|a=kb)) = (a=0)
2. Démontrer par récurrence les égalités
J— n+1 = 12 nn+1)2n+1) & 13— n(n+1)\°
Z = 2 ; 2= (=5

3. Soit n € N. Demontrer par I’absurde que n? + 1 n’est pas le carre d’'un entier.

1.6. Exercices non résolus
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Ensembles et applications

2.1 Définitions et exemples

2.1.1 Ensembles et éléments

* Intuitivement, un ensemble est une collection d’objets. Les objets d’un ensemble sont appelés
éléments de cet ensemble et qu'un élément a appartient a E (on écrit : @ € E ) ou

n’appartient & E (on écrit : a ¢ E ).

* Un ensemble particulier est I’ensemble vide, noté () qui est I’ensemble ne contenant aucun

élément.

* Un ensemble F = {a}, formé d’un seul élément, et appelé un singleton. - Soit E un ensemble.
Si un ensemble A est contenu dans F, on dit que A est une partie ou un sous ensemble de
E. Les éléments de E n’appartenant pas a ’ensemble A constituent une nouvelle partie

de E, appelée complémentaire de A dans E et notée A° ou bien Cg(A). Formellement,

Cp(A)={z e E|x¢ Al

2.1.2 Opérations sur les ensembles

A partir de deux ensembles $A$ et $BS, on peut construire d’autres.

* On dit que A est inclus dans B ( A est un sous-ensemble de B ou une partie de B ) et on

24
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note A C B si tout élément de A est aussi un élément de B.

ACB& (Vre A=z € B)

*

On dit que A et B sont égaux si et seulement si A C B et B C A.

*

Soient A et B deux ensembles. La réunion de A et de B et noté AU B (lire A union de B)

est I’ensemble des éléments appartenant a A ou appartenant a B.

AUB={x|x€ AVzx e B}

*

Soient A et B deux ensembles. L’intersection de A et de B et noté AN B (lire A inter B )

est I’ensemble des éléments appartenant a la fois a A et a B.

ANB={z|x€ ANz € B}

*

On dit que A, B sont des ensembles disjoints si AN B = ().

Exemple. Dans N, si 'on désigne par D(n) I'ensemble des diviseurs de l’entier naturel n, on

aura

D(24) UD(16) = {1,2,3,4,6,8,12, 16,24} et D(24) N D(16) = {1,2,3,4,8}

2.1.3 Propriétés et regles de calculs

Voici quelques propriétés et regles de calculs sur les ensembles.
Proposition 2.1 Soient A, B, C des parties d’'un ensemble E. Alors
1. AUA=AANA=A.
2. AUD=A,AND=0.
3. AUB=BUA AN B = BN A (Commutativité).
4. AU(BUC)=(AUB)UC,AN(BNC)= (AN B)NC (Associativité).

5. AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC) = (AN B)U(ANC) (Distributivité).

2.1. Définitions et exemples
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Preuve. On démontre que AU (BNC)=(AUB)N(AUC)

Soit x € AU(BNC)<zeAouxe (BNO)
szreAou(xeBetzel)
S (xeAouzxeB)et (xr€ Aoux e ()
S((reAUB)et (xe AUC)
srze(AUB)N(AUQ).

O

Définition 2.1 (L’ensemble des parties) Soit £ un ensemble. On admet qu'il existe un

ensemble noté P(E), tel qu'on ait 1’équivalence
XePE)eXCE

P(E) est appelé 'ensemble des parties de E.
Remarque 2.1 Si card (F) = n, alors card P(E) = 2™.

Exemple. Si £ = {1,2,3}. Alors, card P(E) = 23 = 8 et

P(E) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Définition 2.2 (Différence ensembliste) Soient A, B deux sous-ensembles de E.

1. La différence de A et de B noté A\ B est formé des éléments qui sont dans A mais qui

ne sont pas dans B c.a.d A\B = AN Cg(B).

2. La différence symétrique de A et de B noté AAB est 'ensemble (A\B) U (B\A) ou
bien l’ensemble (AU B)\(A N B).

Exemple.

1. Dans N, onaD(24)\D(16) = {3,6,12,24} et D(16)\D(24) = {16}. Aussi, D(24)AD(24) =

{6,12,16,24}
2. L’ensemble R\Q contient des nombres irrationnels comme .

Remarque 2.2 Lorsque A C F, on a: E\A = Cg(A).

2.1. Définitions et exemples
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Proposition 2.2 Soient A, B deux sous-ensembles de E. Alors
1. AAA=0.
2. A\ = A.
3. AUCE(A)=FE.
4. ANCg(A) =10.
5. Cg (Cg(A)) = A.
6. Cp(ANB)=Cg(A)UCg(B).
7. Cg(AUB) =Cg(A)NCg(B).
Preuve. On démontre que Cg(AN B) = C(A) U Cg(B).
Soit x € Cg(ANB) < x ¢ (AN B)

s x e (ANDB)

SrcAetxeB

sSreAouxreB
sr¢Aouxr ¢ B
< x € Cp(A)UCg(B).

O

Définition 2.3 (Partition) Soit E un ensemble. Une partition de E est un ensemble {E;} de

parties de F, qui vérifie les deux conditions suivantes :
1. E=,, E
2. ENE; =0(Vi#jel).
Exemple. Soit A un sous-ensemble de E. Alors 'ensemble { A, Cg(A)} est une partition de E.

Définition 2.4 (Produit cartésien) Soient A, B deux ensembles. Le produit cartésien, noté

AB, est I'ensemble des couples (z,y) otz € Aety € B.

AB ={(z,y) |x € Aety € B}

Exemple.

2.1. Définitions et exemples
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1. RZ=RR = {(z,y) | =,y € R}.
2. Soient A = {1,2,3} et B = {a,b}. Alors, AB = {(1,a),(1,b),(2,a), (2,b), (3,a),(3,b)}.
Généralisation

Si on considere des ensembles Aq, As, ..., A, on peut de méme définir les n-uples

(x1,@9,...,xy) o0 T € Ay, 29 € Ao, ..., x, € A,.
A1A2...An:{(l’l,l'Q,...,In)|ZL’1 EAl,(L’Q GAQ,...,IHEAH}.

Proposition 2.3 Soient A, B, C, D quatre sous-ensembles de E. Alors
1. (AC)U (BC)=(AUB)C.
2. (AC)U(AD)=A(CUD).
3. (AC)N(BD)=(AnB)(CnND).
Preuve. On démontre que (AC) U (BC) = (AU B)C.
(AC)U (BC) ={(z,y) | (z,y) € AC ou (z,y) € BC'}
={(z,y)|(x€AetyecC)ou(x € Betyec()}
={(z,y) | (r€ Aouzx e B)etyeC}

= (AUB)C.

2.2 Applications

2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.5 Soient F, F' deux ensembles. On dit que f est une application de E dans F’ si
pour chaque élément x € F, il existe un élément unique y € F tel que f(z) = y et on

note

f+E — F ou bien E-LF

* L’ensemble E est dit ensemble de départ et I’ est dit ensemble d’arrivée. L’élément x

est dit 'antécédent et y est dit 'image de x par f.

2.2. Applications
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* On note par §(E, F) I'ensemble de toutes les applications de E dans F.

Exemple.

f:41,2,3} — {2,4,5}
n’est pas une application.
2

x x
f:F — FE
2. L’identité est une application et sera tres utile dans la suite.
A
P,:FF — FE P,: EF — F

3. les projections
(z,y) = P(zy) == (z,y) = Pylz,y)=y

sont des applications aussi.
Définition 2.6 (Restrictions et prolongements) Soit f une application de E vers F

1. On appelle restriction de f a une partie A C E, l'application notée fj4 : A — F
définie par
fia=f(x), VreA
2. On appelle prolongement de f a un ensemble £’ contenant £, toute application g de
E’ vers F dont la restriction est f.

Exemple. Si f est l'identité de R*dans lui-méme, elle posséde une infinité de prolongement a

R, parmi lesguels :
1. L’application identité de R.
2. L’application "valeur absolue” de R dans lui-méme.

3. L’application h définie par h(z) = 3(x + |z]), et qui est identiquement nulle sur R~.

2.2.2 L’image directe et I’image réciproque

Définition 2.7 Soient E, F' deux ensembles

1. Soit A C Eet f: E — F, I'image directe de A par f est un sous-ensemble de F

définie par

f(A) = {f(z) | x € A}

2.2. Applications
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2. Soit B C F et f: E— F, I'image réciproque de B par f est un sous-ensemble de F
définie par
7 (B) ={z| f(z) € B}
f+ N — N

Exemple. Soit f une application donnée par :
n = 2n+1

1. Soit A ={0,1,2}, alors f(A) = {f(n) | n € A} = {£(0), F(1), f(2)} = {1,3,5}.
2. Soit B = {5}, alors f1(B) = {n € N | f(n) € B} = {n € N| f(n) = 5} = {2}.

Proposition 2.4 Soient f : E — F une application, A;, A; deux parties de E et By, By deux

parties de F. Alors
(1) f(ALUA) =f(A)U f(A), f(AiNAs) C f(A)N [ (A2);
(2) Si A; C Ay, alors f(Ay) C f(Ay):
(3) A C fH(f(A));
(4) fH(BLUBy) = fH(B)U S (By), fH(BiNBa)=f""(B)Nf 1 (B);
(5) Si By C By, alors f~ (By) C f~'(By):
(6) f(f"(B) C Bu.
Preuve : On démontre la propriété (2)

Soit y € f(Ay), alors 3z € A; | f(z) = y, et comme A; C Ay, donc Iz € Ay | f(z) = v.
Douy € f(A,).

O

Définition 2.8 (La composition) Soient F, F,G trois ensembles et f, g deux applications

telles que
E-Lr%a

On peut en déduire une application de E vers G notée h = g o f et appelée application

composée de f et g, par

2.2. Applications



Chapitre 2. Ensembles et applications 31

Remarque 2.3 En général, on a fog # go f ceci est illustré par les fonctions réelles
fx) =22 gx)=22+1
foglw)=flg(x)] = fRr+1) = 2z +1)*, go f(x)=glf(x)] =g (2°) = 22" + 1.
Alors, fog#go f.

* Par contre la composition des applications est associative ho (go f) = (hog)o f.

2.2.3 Injection, surjection, bijection

Définition 2.9 Soient F, F' deux ensembles et f : ' — F une application

1. f est injective si et seulement si
Ve, o' € E, f(x) = f(2') =2z =2
2. f est surjective si et seulement si
Vye F,az € E |y = f(z)

* Une autre formulation : f est surjective si et seulement si f(EF) = F.

3. f est bijective si f a la fois injective et surjective. Autrement dit :
Vye F,lz € E |y = f(x)

Remarque 2.4 Si f est bijective, et seulement dans ce cas, a tout y € F on fait correspondre

un z € F et un seul. On définit ainsi une application bijective, notée
' F—F
et appelée application réciproque de f, et on a ’équivalence
y=J@) e a=f"()

Exemple. Soit f: N — Q définie par f(x) = p%ﬂ Montrons que f est injective Soit z, 2’ € N

tels que f(x) = f(2'). Alors 17 = 77, donc 1 + 2 = 1 4 2’ et donc x = 2. Alors f est

injective.

2.2. Applications
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Par contre f n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas d’antécédent
par f. Ici il est facile de voir que I'on a toujours f(x) < 1 et donc par exemple y = 2 n’a

pas d’antécédent. Ainsi f n’est pas surjective. Donc n’est pas bijective.

Théoréme 2.1 Soient F, F, G trois ensembles et f, g deux applications telles que f : E — F

et g: F — G

1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

[\

. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.
4. Si f et g sont bijectives, alors (go f)™' = flog L
Preuve.

1. Comme f et g sont injectives, alors
(gof)(x) =(gof)y) = flx)=fly) =z =y
2. Comme f et g sont surjectives, alors on a
(go NIE) =glf(E)] =9(F) =G.

3. Directement d’apres (1) et (2).

4. Soit z € G, comme g o f est bijective donc 3z € E | (go f)(z) = z.
Ona(gof) (=) = (g0 ) (g0 N@) ==
D’autre part (f ' og™') (2) = (f1og™") ((gof) (@) = [~ (g7 (9(f(x))) = [ (f(2)) = =.

Done, (go f)7H(z) =(fog™!)(z) Vz€G. Doy, (gof)™'=f"log™

2.3 Exercices corrigé

Exercicel.

2.3. Exercices corrigé
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1. Soit 'ensemble A = {1,2,3,4,5}. Les propositions suivantes sont elles vraies ?
2€¢A3CADeA{D}CcAAU{D}=A

2. Soient B = {1,2} et C' = {1,3} deux ensembles.
(a) Déterminer BN C, BUC,Cy(B),C4(C), A\B et BAC.
(b) Déterminer BC, BO, B{(0} et P(P(B)).
Exercice2. Soient A, B, C' trois parties de I’ensemble E. Montrer que :
1. AnNB=0< AC Cg(B)
2. AC B< Cg(B) C Cg(A).
3. Cg(ANB)=Cg(A)UCEg(B), Cg(AUB)=Cg(A)NCg(B)
4. A\(BUC) = (A\B)N (A\C).
5. Cg(A)ACE(B) = AAB, Cg(AAB) = Cg(A)AB(x)
6. (AC)U (BC) = (AUB)C.
7. AC B=P(A) C P(B).
Exercice3. Soient A, B, C trois parties de I'ensemble E. Montrer que :
1. A=B& AnB=AUB.
2. AUB=AnC&BCACC.
3. ANB=0< Cg(A)UCg(B) = E.
4. ANB=0) < A=B.
5. (ANB)\C = (A\C)N(B\C) = (A\C)NB = (B\C)N A.
Exercice4. Soit f : E — F une application. Soient A, B deux parties de I'’ensemble E et

C, D deux parties de ensemble F. Montrer que :
L. f(ANB) C f(A)Nf(B), f(AUB)= f(A)Uf(B)(x)

2. f est injective <> f(AN B) = f(A) N f(B).

3. fH(CnD)=fHC)nf U D), fHCUD)=fHC)UfHD)(*)

4. f(f7H(@) cC.

2.3. Exercices corrigé
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5. f est surjective & f (f71(C)) = C.
6. 71 (Cr(C) =CpfHCO). 7. fTHCAD) = f~H{C)AfH(D).

Exerciceb. Soit 'application f définie par

fR—R
T —
2z

1. f est-elle injective 7 surjective 7
2. Montrer que f(R) = [-1,1].
3. Montrer que 'application g définie par
g:[-1,1 — [-1,1]
z— g(x) = [(x)
est une bijection et trouver I'application réciproque g *.

Exercice6. Soit £ un ensemble non vide. On considere une application f de E dans R telle

que

i) f(¢) =0,

i) f(E) =1,

iii) VA, B € P(E) : f(AUB) = f(A) + f(B), si ANB = ¢.
1. Pour toute partie A de E, exprimer f (Cy) en fonction de f(A).
2. Démontrer que : VA, B € P(E) : f(AUB) = f(A) + f(B) — f(ANB).
3. On suppose de plus que

iv) VA € P(E) : f(A) > 0.
(a) Montrer que VA, B € P(E): AC B = f(A) < f(B).

(b) Montrer que VA€ P(E) : 0 < f(A) < 1.

2.3.1 corrigé

Exercicel.

2.3. Exercices corrigé
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1.
* 2 € A signifie que 2 est un élément de A. Elle est vraie car les éléments de A sont 1,2
et 3.
* 3 C A signifie que 3 est une par lie de A. Elle est fausse car 3 ust un élément de A et
non une partie de A.
* ¢ € A signifie que ¢ est un élément de A. Elle est fausse car lu élément de A sont 1, 2
et 3 mais ¢ ne figure pas parmi ce éléments
* {¢} C A signifie que le singleton {¢} est une partie de A Elle est fausse car {¢} est
une partie de P(A) et non partie de A.
* AU{o} ={1,2,3,¢}. Ene est fausse car A possede trois éléments.
2.
a) BNC ={1};BUC ={1,2,3};Ca(B) = {3,4,5}; C4(C) = {2,4,5}; A\B = {3,4,5}.
BAC ={BUC)\(BNC)={1,2,3}\{1} = {2,3}
b)
* BC ={(z,y) |re BAye C}={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}.
* Bo={(x,y)\z € BAy € ¢} or ¢ ne contient aucun élément, alors Bop = ¢.
* B{o} ={(z,y)\v € BAy € {¢}} ={(1,9),(2,0)}.
* P(B) ={¢,B,{1},{2}}, donc
P(P(B)) = {¢; P(B)i{o}:{B}: {{1}};{{2}}: {0, B} {o. {1} }: {o. {2} }: {B, {1} }:{B, {2} };
H1h A28 de, B A1 {0, B, {211 {B, {1}, {2} {o, {1}, {2}}-
Exercice2.

1. AmB:gb(:)AC%’(B).
= On a AN B = ¢. Soit x € A et supposons que x ¢ C(B).
E

Alorsa:géC(B):>xeCEJ(CE(B)):B:>xeAﬂB:>AmB#¢
E

ce qui est absurde . Donc x € Cg(B)

2.3. Exercices corrigé
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< On suppose que AN B # ¢. Alors, 3z € EJr € ANB = 2 € ANz € B et comme
A C Cg(B), donc

reC(B)NzeB=zxzec(B)NB=¢
E E

Contradiction. Donc, AN B = ¢.
2. AC B <= Cg(B) C Cg(A).
= Supposons que A C B et x € Cg(B). Alors xz € CSEB) = 1 ¢ B et comme A C B.
donc x ¢ A=z € g(A) = Cg(B) C (A).
= Onag(B)Cg(A) Alors,:CEA:>$¢C§EA):>$§E%’(B):>$€B.
Danc, A C B.

re€Cg(ANB)s ¢ (ANB)<—x¢ AVae ¢ B

srxeC(A)VveeC(B)

szeC(AUC(B).

De méme pour la réunion.

4. A\(BUC) = (A\B)N (A\C).

A\(BuC) % AmC(BUC) N < Cz(B) N Cg(0) )

YA
- (Am Cp (B)> N (A NCp (O)> = (A\B)N(A\0).
5. Cp(A)ACE(B) = AAB,

D apres la définition : AAB = (A\B)U(B\A) = (ANCg(B))U(BNCg(A)) En remplagant

A par Cg(A) et B par C(B) dans la formule précédente
E

CAAG(B) = (GANG(B) U(GBN\GMA) = (C(4) 1 B)U(G(B) N 4)

— (ANC(B)) U (BN (A(A) = AAB

Car N, U sont des lois commutatives.

2.3. Exercices corrigé



Chapitre 2. Ensembles et applications 37

6. (AC)U (BC) = (AU B)C.

(AC) U (BC) = {(,9)/(x,) € AC ou (z,y) € BC}
={(z,y)| (r€AetyeC)ou(zre€BetyecC}
={(z,y) | (r€Aouz e B)etyecC}
=(AUB)C.

7. AC B= P(A) C P(B).
D’apres la définition : P(A) = {X | X C A} on trouve :
X € P(A) = X C Aet comme AC B. Alors, X C B =z € P(B). Donc !’ inclusion.
Exercice4.
1. f(ANB) C f(A) N f(B).
Soit y € f(AN B), il existe v € AN B tel que y = f(x), or x € A donc y = f(x) € f(A)
et de méme x € B donc y € f(B).
D'ou,y € f(A) N f(B).
2. fest injective & f(AN B) = f(A) N f(B).
<= Soient 1,z € E tels que f (x1) = f (z3). Posons A = {x;}
B = {x2}. Ona g (1) = g (22) € g(A) Ng(B) = g(AN B).
Donc, g(AN B) # ¢ et par suite, AN B # ¢. Ceci implique 1 = 5.
— On a dapres (1) f(ANB) C f(A) N f(B).
On démontre maintenant quef(A) N f(B) C f(AN B).
Soit y € f(A)N f(B) =y € f(A) Ay € [(B).
=dreAly=f(x) NIz € Bly= f(2).

Alors, f(z) = f(2') et commef est invective donc z =

=r€ANB= f(z)e f(ANB)=y e f(ANB).

Done, f(A) N f(B) C f(ANB). D'ou, f(AN B) = f(A) N f(B).

2.3. Exercices corrigé
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3. f-1(CND) = f1(C) N f(D)
f(CNnD)={x; f(z) eCND}
= {#; f(x) e CA [f(x) € D}
= {(&; f(z) € C) et (z; f(x) € D)}
=[O N D).
4. Soit f(z) € f(f )=z € f2C)= f(x)eC
Done, f(f~'(c)) € C.
5. f est surjective < f (f'(c)) = C.
<= on démontre que Vy € F,3r € E |y = f(x).
Yy € F:y e {y} et daprés I'hypothese on pent écrit {y} = £ (F~'({y}))
Alors, 1l existe un élément E avec 2 € f~({y}) = f(z) € {y) = f(z) =y

= On a d’ apres (4) f(f7*(c)) C C, on démontre main tannant que C' C f (f'(c)).

Soit y € C, donc y € F et commefert surjective. Alors
Jz € E |y = f(z). Done, f(z) e C =z € fc)= flz) € f(f'(c))

Ao, y € £ (F-1(C)). D’ oty, £ (f-1(C)) S C.
(6) fH(Cr(C)) =Crf1(C).

v € fH(CF(C) & f(2) eCr(C) & f(z) ¢ Coad f(C)

(o)
sze [
F

(7) f7H(CAD) = fHC)AF (D).
f7HCAD) = fTH(C\D) U(D\C)) = [H(C\D) U f(D\C)
= [NCNCr (D) U fH(DNCr (C))
()N fHCr D)) U (FHD) N fH(CR(C))).
fHeyNCef YD) U (fH(D)NCafH(C)).
= (fTHONSHD)) U (fFHDNFHO)
= [HC)AFTH(D).

I
—~

2.3. Exercices corrigé
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Exercice5.
, .. . o 4 . 1

1. f n’est pas injective car f(2) = f(1/2) = ; mais 2 + 5.

f nést pas surjective car "2” n’apas d’antécédent

En effet : L’equation f(z) = 2 devient 22 — x + 1 = 0 qui né pas de solutions réelles.
2. On sait que f(R) = [—1,1] si léquation f(x) =y admet une solution x,Vy € [—1, 1].

flx)=y=yr* 20 +y=0.... (%)
A=1—y>
(¥) admet une solution ssi A" > 0, donc il y a des solutions siet seulement si y € [—1,1].
Done, f(R) =[-1,1].

3. g est bijechive < gest injective et surjective

& Vy € [—1,1], léquation g(x) = y a une sodution unique

eVye[-1,1],ze[-1,1]: g(z) =y.

1—4/1—y2
-
Soit y € [—1,1]. Alor, les solvtions de g(x) = z soit . y1 .
—Y
Tr =
Yy

=— 4 g]l,-1
)T s

!

Yy

Tr =

y

Dong, la senle solution est x = m D’ou g est bijective.

gt =11 — [-1,4]

2.3. Exercices corrigé
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Relations binaires sur un ensemble

3.1 Définitions de base

Définition 3.1 (Relation binaire) Soit £ un ensemble. Une relation binaire R sur E est une
propriété portant sur les couples d’éléments de E. On notera xRy le fait que la propriété

est vraie pour le couple (z,y) € EE.
Exemple.

1. L’inégalité < est une relation sur N, Z et R.

2. La relation d’inclusion dans ’ensemble des parties de F: ARB < A C B.

3. La relation de divisibilité sur les entiers relatifs : mRn < m divise n.
Définition 3.2 Soit R une relation sur un ensemble FE.

1. R est réflexive si pour tout x € E on a xRz ;

2. R est symétrique si pour tout x,y € F on a 2Ry = yRx;

3. R est antisymétrique si pour tout =,y € F, (xRy AN yRz) = x = y;

4. R est transitive si pour tout x,y,z € F, (xRy ANyRz) = zRz.

3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.3 (Relation d’équivalence) Une relation binaire R sur E est une relation

d’équivalence si et seulement si elle est réflexive, symétrique et transitive.

40
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Exemple 1. La relation R «étre parallele » est une relation d’équivalence pour I’ensemble FE

des droites affines du plan :

1. réflexivité : une droite est parallele a elle-méme ;

2. symétrie : si D est parallele & D" alors D’ est parallele & D ;

3. transitivité : si D parallele a D’ et D' parallele a D" alors D est parallele a D”.

Exemple 2. On considere la relation suivante sur Z
TRy IkeZ|x—y=2k

1. R est réflexive, car I3k =0 | x — x = 2k = 0, donc zRz.

2. Supposons que zRy, alors Ik € Z | v —y = 2k = y — x = 2k avec k' = —k € Z.

Donc, yRx. D’ou, R est symétrique.

3. Supposons que xRy et yRz. Alors, (Ik € Z | x —y =2k) et (IK' €Z |y — z=2k)
avec 'addition nous trouvons x — z = 2k” avec k" = (k 4+ k') € Z. Donc, xRz. D’on,

R est transitive. Alors, R est une relation d’équivalence.

Définition 3.4 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble . On appelle classe d’équi-
valence d’un élément x € E 'ensemble des éléments de F en relation avec x par R, notée
par C(z) ou bien z

z={y € E|yRa}

Définition 3.5 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. L’ensemble quotient de

E par R est I'ensemble des classes d’équivalence de R, notée E/R
E/R={z |z € FE}

Exemple. Dans I'exemple précédent on a
T={y € E|yRa}
={yeFlE|z—y=2k}
={r—2k:keZ}

={..,e—4 -2 r,c+2c+4,. . .}

3.2. Relation d’équivalence
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0={ycE|0Ry}={...,-4,-2,0,2,4,.. }I={ye E| 1Ry} ={...,-3,-1,1,3,...}

et 2=0. Alors, Z/R ={z |z € E} ={0,1}

Proposition 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur E. Alors

1. Une classe d’équivalence est un sous-ensemble de I’ensemble E, c.a.d
Ve E.x C E
2. Une classe d’équivalence n’est jamais vide, c.a.d
Vee E,Z # ¢
3. L’intersection de deux classes d’équivalence distinctes est vide, c.a.d
Ve,ye E.xNy=¢

4. Vr,y e E,oRy T =19y

Théoréme 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur E. Les classes d’équivalence (Z),cp
constituent une partition de £

E= Uzep®

3.3 Relation d’ordre

Définition 3.6 (Relation d’ordre) Une relation binaire R sur E est une relation d’ordre si
et seulement si elle est réflexive, antisymétrique et transitive. On dit alors que (E, R) est

un ensemble ordonné.
Exemple.
1. L’inégalité < est une relation d’ordre sur N, Z et R.

2. La relation d’inclusion dans l’ensemble des parties de E est une relation d’ordre :

ARB < ACB

3.3. Relation d’ordre
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Définition 3.7 Soit R une relation d’ordre sur E. Deux éléments x et y de E sont dits com-

parables si Ry ou yRzx.

Définition 3.8 (L’ordre total et I’ordre partiel) Soit R une relation d’ordre sur E. Si
deux éléments quelconques z et y sont toujours comparables on dit que R est une re-
lation d’ordre total et I'ensemble E est dit totalement ordonné. Sinon (c’est-a-dire s’il
existe au moins deux éléments non comparables z et y ), on dit que R est une relation

d’ordre partiel et ’ensemble E est dit partiellement ordonné.
Exemple.
1. < est un ordre total sur N, Z et R.
2. La divisibilité dans N* est un ordre partiel.
Définition 3.9 Soient R une relation d’ordre sur E et M, m deux élément de E.
1. M est un majorant d’une partie A de F si RM pour tout x € A;
2. m est un minorant d’une partie A de E si mRx pour tout = € A.
Exemple.

1. L’ensemble {8, 10, 12} est minoré par 2 et majoré par 120 pour la relation de divisibilité
7/ sur N;

2. P(FE) est minoré par ¢ et majoré par E pour la relation d’inclusion C.

3.4 Exercices corrigé
Exercicel. Dans R, on définit la relation binaire R par
Vo, y ER:aRy <= 2> —1=9> -1

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.

2. Donner I'ensemble quotient R/R.

Exercice2. Pour tout n € N*, on définit une relation binaire sur Z par

Ve,y€Z : 2Ry<= Ik eZ|x—y=kn

3.4. Exercices corrigé
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1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.
2. Supposons que n = 3 :

(a) Déterminer la classe d’équivalence de x € Z. En déduire les classes 0, 1, 2.

(b) Montrer que Vm € Z:0=3m,1 =3m+ 1,2 = 3m + 2.
(c) Montrer que 0N1T=0,1N2=0,0N2 = (). En déduire I'ensemble quotient Z/R.
Exercice3. Soit F un ensemble et soit A une partie de £. On définit sur P(F) la relation
binaire R par
VX, Y € P(E): XRY <= ANX =ANY
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur P(E).
2. Déterminer les classes d’équivalence de () et E. En déduire A et Cg(A).

Exercice4. Soit R une relation binaire sur R?® définie par
(z,y,2)R(a,b,c) <= (Jr —a| < b—yet z=c).
1. Montrer que R est une relation d’ordre sur R3.

2. L’ordre est-il total sur R??

Exercice5. On définit sur R? une relation binaire R par
V(x1,01), (22,52) € R 1 (21,51) R (22, 42) <= 21 < 2 €t g1 < 4.

1. Montrer que R est une relation d’ordre sur R

2. Les éléments (2,4),(3,1) de R? sont-ils comparables par R ?

3. L’ordre est-il total sur R??

4. Déterminer I'ensemble des majorants de A = {(1,2),(3,1)} C R2
Exercice6. Les relations R définies ci-dessous sont-elles des relations d’ordre ?

1. Vo,y e R: 2Ry <= e” < €Y

2. Vz,y e R: 2Ry < |z| < |y|

3. Vo,y e N: 2Ry <= dp,q > 1|y =pz? ( pet qsont des entiers);

4. Vo,y e N* : 2Ry <= Im € N* | y = mx;

5.Vz,y €], ool aRy <= %% = 12

3.4. Exercices corrigé
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3.4.1 corrigé

Exercicel.

1. Vo,yeR: 2Ry <= 2> —1=9%> -1
(i) La réflexivité : Vo € R,2?2 — 1 =22 — 1 = zRx.
ii) La symétrie: zRy & 22 —1=9> —1=9y> -1 =2 — 1 = yRur.
iii) La kansitivité :

TR 2 —1=9y>-1
y(:) Y =22-1=22-1= 2Rz

yRz y?—1=22-1
Donc, R est une relation équivalents.
2. R/R={z:2 € R}.
Onaz={yeR|yRe}={yeR |y —1=22—1}={z,—x |z € R}
Alors \R/R = {{x; — z},z € R}.
Exercice2.
1. Vo,y€Z : 2Ry 3k €Z|x—y=kn.
- La réflexivité : On sait que Ve € Z : x —x =0 = 0.n, avec k =0 € Z ,donc xRz

- Lu symétrique : zRy < x—y=kn = y—x = (—k)-n =~k -n avec k' = —k € Z Donc,

yRx

- La transitivité :

xRy r—y=k-n/ki €2
& ; La sommation membre a nembre dome :
xRz y—2z=ky-n/ky € Z donne :

x—z= (ki +ko)n =kgnavec ks = k1 + ky € Z
Donc, xRz

2. Pourn=3: Vy,zweZ:2Ry&s3kelZ:x—y=3k.

(a) Pour tout
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ve€Zl:x={yeZ:yRx}={ye€Z:y=x+ 3k}
={z+3k|keZ}.
En particulier :

O={y€eZ:yRO} ={3k|keZ}=3L
1={yeZ:yR1} ={8k+1/ke€Z}=3Z+1

Z={yeZ:yR2}={3k+2|keZ}=3Z2.

(b)
0=3m 0R(3m)
VmeZ:{ 1=3m=+1 car Vm € Z: IR(3m +1) -
2=3m+2 2R(3m + 2)

Eneffet Vme€ Z: ¢ 1 - (3m+1)=3(-m), —m€eEZ.

2 — (3m+2) = 3(—m)

——N— 3
]
|
w
g
Il
=
|
2

(©)
0NT =6 OR1 0—1=—1%3k

Onaq TN2=¢ ,car { 1R2 Eneffet ¢ 1 -2=—1+43k, |Fk,kp,k3€Z
0N2=2¢ 0R2 0—2=—2#3k;

On sait que

Z/R={z:z €7}

={z:x=3m}U{z:2=3m+ 1} U{Z: 2 =3z + 2}.

Exerciced. (z,y,z)R(a,b,c) < (|[x —al| <b—yet z=c)
(1)
(i) La réflexivité, (z,y,2)R(z,y,2) < (r —2| =0 < y—y =0 et 2 = 2) alors R et
réflexive.
(ii) L’ anti-symétrique : Supposons (v,y, 2)R(a,b,c) et (a,b,c)R(x,y, 2)

Ceci implique [(|z —a| <b—y (x)et|la—x| <y—>b (xx)) et z =]
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Alors, (%) + (#*) donne : = a, on remplace © = a dans (x) et (x%) on trouve y = b
Dong, (z,y,2) = (a,b,c). D’ou, R est anti-symétrique.
(iii) La transitivité : Supposons (v,y, z)R(a,b,c) et (a,b,c)R(a, 5,7)
Ceci implique [(Jz —a| <b—y (x) et la—a] <L =0 (xx)) et 2 =c=1]
alors, () + (xx) donne (|[x —a|+|a—a| <b—y+F—bet z=c=7).
et comme (|z —a|=|r—a+a—a|]<|zv—a|+]a—a] <y+ B et z =) implique
(z,y,z)R(a, B,7). Donc, R est transitive.
D’ou, R est une relation d’ ordre sur R?.
(2) R n'est pas total car I(z,y,2) = (0,0,2) € R? et (a,b,c) = (0,0,3) € R® tels que
(0,0,2)K(0,0,3) et (0,0,3)%(0,0,2).
Exercice5. V (z1,y1), (12, 92) € R?: 11 < 29 et y; < 4.
(1)

(i) La réflexivité, on sait que

N

x <
V(z,y) e R?: = (z,y)R(x,y) = Rest réflexive.

Yy

(ii) L’ anti-symétrique : supposons (z1,y1) R (z2,y2) et (x1,y2) R (z1,91)

T S T2 AY1L < Y2 Ty = T2
= A = A = (z1,y1) = (22,92) . Donc R est anti-symétrique
To S T1 ANY2 < U1 Y1 = Y2

(iii) La transitivité : Soient (z1,1), (T2, v2), (73,y3) € R?

(x1,y1) R (22,y2) 1 S T2 ANY1 < Y2 r1 < T3
A = A = A = (z1,0) R (23, y3)
(72,92) R (73,y3) T S T3 N\ Y2 < Y3 Y1 < Y3

Donc, R est transitive. D’ot, R est une relation d’ordre sur R2.

(2) (2,4) et (3,1) ne sont pas comparables car (1,4) et (3,1) ne vérifient pas la relation. En
2<3 32 (2,4)K(3,1)

= A

(3,1)R(2,4)

effet A et

41 1

N >
()
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(3) L’ordre est partiel car Ja = (2,4) et b = (3,1)/aRb A bRa.

(4) t = (x,y) € R? est un majorant de A < Va € A : aRt.

(1,2)R(z,y) 1<z A2<y. r >3
= A = A = A
(3, 1)R(z,y) 3<zNAl<y. y =2

= Maj(A) = {(z,y) :x =23 ANy > 2}.
R2
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Structures algébriques

4.1 Lois de composition internes et ses propriétés

4.1.1 Lois de composition internes

Définition 4.1 Soit £ un ensemble. Une loi de composition interne x sur F est une application

de F'FE vers F

x: PE — F

(z,y) —xxy

Notations

1. Plutot que loi de composition interne, on dit aussi opération de composition interne,

ou plus simplement opération interne;

2. On note souvent (F, %) pour désigner un ensemble F muni d’une opération interne x.

Exemple.

1. Les lois U (union), N (intersection) et A (différence symétrique) sur P(E);

2. La loi (la composition) sur F(E) ('ensemble des applications de E vers E ).

3. Les lois + et sur N,Z, Q.R et C.

4. Soit * définie sur R par : o xy = x_-lw Alors * n’est pas une opération interne, car
(—1,1) n’admet pas une image.

49
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Définition 4.2 (Partie stable pour une loi) Soit £ un ensemble muni par une loi de com-

position interne * et F' une partie de E. On dit que F est stable pour la loi * si
V(z,y) € FF :x*xy € F

Exemple.
1. Rfet R™sont deux partie stable de R pour la loi + .

2. Pour la loi , Rtest encore une partie stable, mais ce n’est pas le cas de R™.

4.1.2 Propriétés des lois de composition internes
Définition 4.3 (Commutativité et associativité) Soit E un ensemble muni par une loi de
composition interne *
On dit que * est commutative si V(z,y) € E* : x xy = y x x.
On dit que * est associative si V(z,y,2) € B3 : (x*xy) * 2 =z % (y x 2).
Exemple.
1. Les lois + et sur N,Z,Q,R et C sont commutative et associative;
2. Aussi, les lois U,N et A sur P(FE) sont commutative et associative ;
3. La loi o sur F(F) est associative mais pas commutative, car f o g # go f en général;
4. Soit la loi * définie sur Q par : x xy = ””Tﬂ’ Alors * est commutative,
:JcJ2ry yta

car ¥ x y = —* = = = y* r mais n’est pas associative,

car (—1%0)x1=1+#—-1%(0x1)==L.
Définition 4.4 (Element neutre) Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne
*.Soit e un élément de E. On dit que e est élément neutre pour la loi *, si

VieFE:xxe=exx=2x

Remarque 4.1 Sila loi * est commutative, I’égalité zxe = exx est automatiquement réalisée.
Exemple.

1. Dans N, Z,Q,R et C, 0 est neutre pour la lois + , et 1 est neutre pour la loi ;
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2. Dans P(FE), ) est neutre pour la lois U, et E est neutre pour la loi N;

3. Soit la loi * définie sur R par : z *y =z +y — 1. Alors e = 1 est un élément neutre,

carrxe=x=>x+e—1=x. Donce=1.

Proposition 4.1 (Unicité de I’élement neutre) L’élement neutre de E pour la loi * §'il

existe, est unique.

Preuve. En effet, soit ¢ un autre élément neutre pour * alors ¢ = ¢’ x e = e x ¢ = e. Donc,

I’élement neutre est unique.

Définition 4.5 (Element symétrique) Soit E un ensemble muni d’une loi de composition
interne * ait un élément neutre e. On dit que I’élément = de F admet un élément symé-

trique (inversible) 2’ de E, siVe € E:xx2' =2’ xx =e.
Exemple.
1. Dans R, les éléments inversibles pour la lois , sont les éléments non nuls ;

2. Soit la loi * définie sur R par : zxy = x +y — 1. Alors x € R admet un élément

symétrique v’ =2 —z,carxx2’ =1=x+2 ' —1=1. Donc 2/ =2 — x.

Proposition 4.2 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne % qui est associa-

tive et admet un élément neutre.
1. L’élement symétrique 2’ de = pour la loi * dans FE, §'il existe, est unique;

2. Siz,y € E sont symétrisables alors x *y est symétrisable et son symétrique donné par

(xxy) =y xa

Définition 4.6 (Distributivité) Soit F un ensemble muni par deux lois de composition in-

ternes * et T

On dit que * est distributive a gauche par rapport a T si

V(z,y,2) € B® :xx (yTz) = (zxy)T(z*2)
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On dit que * est distributive a droite par rapport a T si

V(z,y,2) € B (x) %z = (2% 2)T(y * 2)

Remarque 4.2 Sila loi * est commutative, alors I'une de ces deux propriétés implique 'autre.

Exemple.

1. Dans N, Z,Q,R et C, la loi est distributive par rapport a la loi +;

2. Dans P(FE), les lois U, N sont distributives I'une par rapport a l'autre;

3. Soit la loi * définie sur R par : zxy = x +y — zy et la loi T définie sur R par : 2Ty =
x+y—1. Comme la loi * est commutative donc il suffit de démontrer la distributivité
a gauche par rapport a T

zx(yTz)=x*x(r+y—1)=20x4+y+z—ay—zz—1....... (1)
(xxy)T(xxz)=(r4+y—ay)T(x+z—zz)=204+y+z—ay—zz—1....(2)

(1) = (2), donc laloi x est distributive par rapport a la loi T.

4.2 Structures algébriques

4.2.1 Groupes

4.2.1.1 Définitions et exemples

Définition 4.7 (Groupe) Un groupe est un ensemble non vide muni d’une loi de composition
interne (G, ) tels que :
- * est associative;

- * admet un élément neutre e;

- tout élément de G est symétrisable (admet un symétrique) pour *.
Remarque 4.3 Si * est commutative, on dit que (G, *) est commutatif, ou abélien.

Exemple.
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1. (Z,4),(Q,+), (R, +) et (C,+) sont des groupes abéliens ;
2. L’ensemble P(F) muni de la différence symétrique A est un groupe abélien;;
3. (N,4),(R,), (P(E),N) et (P(F),U) ne sont pas des groupes.
Définition 4.8 (Sous-groupe) Soit (G, *) un groupe et soit H une partie non vide de G. On

dit que H est un sous-groupe de G si :
1. H est stable pour la lois * : V(z,y) € H*, z*xy € H;
2. H est stable pour le passage a l'inverse Vax € H,z' € H.
Exemple.
1. Soit (G, *) un groupe, alors eg et G sont des sous-groupes (dits triviaux) ;

2. Soit (Z,+) un groupe. Alors 3Z est un sous groupe de Z avec
32={3z:2z€Z}={...,-6,-3,0,3,6,...}

3. Soit (G,-) un groupe, alors l'ensemble Z(G) = {z € G : Yy € G,xy = yx} est un sous
groupe de G appelé centre de G.

Théoréme 4.1 (Caractérisation des sous-groupes) Soit (G, *) un groupe et soit H une

partie non vide de GG. Alors H est un sous-groupe de G si et seulement si :
V(z,y) € H v xy € H

Proposition 4.3 (Intersection de sous-groupes) Soit (G, *) un groupe et soit { H;},.; une

famille de sous groupe de G. Alors N;crH; est un sous-groupe de G.

Remarque 4.4 La réunion de deux sous-groupes de G n’est pas nécessairement un sous-groupe
de G. Par exemple 2Z et 37Z sont deux sous-groupes de (Z, +), mais la réunion ne l'est

pas puisque 2 et 3 sont dans 27 U 3Z alors que 2+ 3 =5 ¢ 27 U 3Z.

4.2.1.2 Homomorphisme de groupes

Définition 4.9 Soient (G, x) et (Gg, L) deux groupes. On appelle homomorphisme (ou mor-

phisme) de groupes de GG; dans Go, une application f : G; — Gs telle que,

Vo,y € Gy, f(rxy) = f(x) L f(y)
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Exemple.

f+ R — R*
Soit 'application f donnée par : est un homomorpphisme de
x = flx)=2"

(R, +) dans (R, ) car :
Yo,y € R, fz +y) =277 = 272" = f(2)f(y)

Remarque 4.5 Soient (G, %) et (G, L) deux groupes et f un homomorphisme de G; dans
G5. Alors

1. Si f est bijective, alors on dit que f est isomorphisme;
2. Si f est définie dans (G1, *) dans lui meéme, alors on dit que f est endomorphisme
3. Si f est endomorphisme bijective, alors on dit que f est automorphisme.
Exemple.
1. La fonction exponentielle est un isomorphisme des groupes de (R, +) dans (Rj_,) ;
2. La fonction logarithme népérien est un isomorphisme de groupes de (R, ) dans (R, +);

Proposition 4.4 Soient (Gy, %) et (Gg, L) deux groupes d’éléments neutres e e; et et soit f

un homomorphisme de G; dans G,. Alors
1. f (61) = €9,
2. Vo € Gy, (f(x)) = f(2).

Proposition 4.5 Soient (G, *) et (G, L) deux groupes d’éléments neutres e e; et ey et soit

f un homomorphisme de GG; dans G5. Alors
1. Si H est un sous-groupe de Gy, alors f(H) est un sous-groupe de Gy ;
2. Si H' est un sous-groupe de Gy, alors f~(H) est un sous-groupe de G;.

Définition 4.10 (Le noyau et "image d’un homomorphisme) Soient (Gy,*) et (Go, L)

deux groupes et f un homomorphisme de G; dans G,. Alors

1. On appelle noyau de f ’ensemble

Ker(f) = f'(e) = {z € Gy : f(z) = e2}
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2. On appelle image de f ’ensemble
Im(f) = f(G1) ={f(x) € G2:w € Gi}.
Exemple. Soit f un homomorphisme donné dans I'exempl&4.9, alors
Ker(f)={z eR, f(zx)=1} ={z e R, 2" =1} = {0}

et Im(f) = {f(z) : z € R}. On a f(x) =y, alors 2 = y ceci implique que zln2 = Iny,
donc x = lllrl‘—g?. D’ot, Im(f) = R
Théoréme 4.2 Soit f un homomorphisme de (G, *) dans (G, L). Alors
1. Ker(f) est un sous-groupe de G4 ;
2. Im(f) est un sous-groupe de Gs;

3. f est injective si et seulement si Ker(f) = {e1};

N

. [ est surjective si et seulement si Im(f) = Gs.

4.2.2 Anneaux

4.2.2.1 Définitions
Définition 4.11 (Anneau) Soit A un ensemble muni de deux lois de composition, * et L.
On dit que (A, %, L) est un anneau si :
1. (A, x*) est un groupe commutatif;
2. la loi L est associative;
3. la loi L distributive par rapport a la loi *.
Remarque 4.6
1. Si L est commutative, on dit que (A, %, L) est un anneau commutatif.
2. Si L admet un élément neutre, on dit que (A, %, L) est un anneau unitaire.
Exemple.

1. (Z,+,),(Q,+,),(R,+,) et (C,+,) sont des anneaux commutatifs ;
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2. Soit F un ensemble, (P(E), A,N) est un anneau commutatif;
3. Soit A I'ensemble des applications de C dans C, de la forme z — az + §Z.
(A, 4+, 0) est un anneau non commutatif.

Définition 4.12 (Sous-anneau) Soit (A, +,+) un anneau et soit B une partie de A. On dit

que B est un sous-anneau de (A, +,-) si et seulement si :
1. B#0(04 € B);
2. (B, +) est un sous-groupe de A;
3. B stable pour la loi .
Ce qui équivaut a
1.0, € B
2. Va,be B,a—be B;
3. Va,be B,a-be B.
Exemple.
1. (Z,+,),(Q,+,), (R, +,) et (C,+, ), chacun est un sous-anneau du suivant ;
2. l'ensemble, {r + sv/2, (r,s) € Q?} est un sous-anneau de (R, +, ).

Définition 4.13 (Homomorphisme d’anneaux) Soient (4,4, ") et (B, +, ) deux anneaux.

On dit qu'une application f de A vers B est un homomorphisme (ou morphisme) si :
1. f(la) =1p
2. Va,be A, f(a+b) = f(a) + f(b);
3. Va,be A, f(a-b) = f(a)- f(b).
Remarque 4.7 En particulier, f est un homomorphisme de groupes, de (A, +) vers (A, +);

Définition 4.14 (L’élément inversible) Un élément d'un anneau (A, +,-) est dit inversible
si et seulement s’il est symétrisable pour la seconde opération (s’il admet un symétrique
pour la loi.).

Définition 4.15 (Diviseur de zéro) Un élément non nul x d'un anneau A est un diviseur

de zéro si et seulement si son produit avec un autre élément non nul vaut zéro :

Jy#0|zy=0 ouyxr=0.
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Exemple.
1. Dans (Q, +,-), (R, +,) et (C,+, ), tous les éléments non nuls sont inversibles;

2. Dans I'’ensemble des fonctions de R dans R, toute fonction f qui s’annulle est diviseur

de 0 et les éléments inversibles sont les fonctions qui ne s’annullent pas.

4.2.2.2 Idéal dans un anneau

Définition 4.16 (Idéal) Soit (A, +, ) un anneau. Une partie I non vide de A est dite un idéal
de A si et seulement si
1. T est un sous-groupe de (A, +,-);
2.pourr€letac Aona:xz-ac€leta-x el
Exemple. L’ensemble Z n’est pas un idéal de (R, +, ), car % € R et 3 € Z alors que % ¢ 7
Remarque 4.8 1l est facile de vérifier que

1. L’intersection des idéaux de A est un idéal de A.
2. L’image directe d’un idéal par un morphisme d’anneau surjective est un idéal.

3. Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

4.2.2.3 Regles de calculs dans un anneau

On rappelle la formule du binéme de Newton, qui s’étend de Z aux anneaux commutatifs,

mais aussi dans un anneau quelconque.

Proposition 4.6 Soient (A, +,-) un anneau et a,b € A, avec a-b="b-a, et n € N*. Alors :
(a+b)" =Y Ckdor*.
k=0
Preuve. Récurrence sur N et formule du triangle de Pascal.

Remarque 4.9 Soient x,y € A et n € N* alors x — y | 2" — y" et plus précisément :
n—1
" — yn _ (l’ . y) Zl,kyn—l—k‘
k=0
* (Cas particulier de ce qui précede : si 1 — x est inversible, on peut calculer Zz;é ¥

grace a la formule :
-1

1—:L’":(1—x)2:x’C

k=0

3
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4.2.3 Corps

Définition 4.17 (Corps) Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément non

nul est inversible pour la deuxiéme loi.

Remarque 4.10 Si de plus la deuxiéme loi est commutative, le corps (K, +,-) est dit corps

commutatif.

Exemple.

Q,R et C, sont des corps, mais pas Z (2 n’est pas inversible).

Définition 4.18 (Sous-corps) Soit (K, +,-) un corps, un sous-corps de K est une partie K

de K telle que (K71, +,+) soit un corps, c¢’est-a-dire, pour tous z,y de Ki, on a
r—y€eK, etay!eK.

Exemple.
1. (Q,+,),(R,+,) et (C,+,), chacun est un sous-corps du suivant ;

2. L’ensemble Q[v/2] = {a+bv/2 : a,b € Q} est un corps commutatif qui admet Q comme

SOUS-COTPS.

4.3 Exercices corrigé

Exercicel. On définit sur R une loi de composition interne * par
Va,bGR:a*bzln(e“—l—eb)

1. La loi * est elle commutative ? Associative 7 Possede-t-elle un élément neutre ?

2. Soient a,b € R. On définit dans R une loi de composition interne L par
Ve,ye R:x L y=ax+by

Déterminer a, b pour que la loi L : (1) Soit associative  (2) Possede un élément neutre.

Exercice2. Soit G = R*R et % la loi de composition interne définie sur G par

V(z,y), (@ y) € G:(x,y) x (2, y) = (z2’, 2 + y)
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1. Montrer que (G, *) est un groupe non commutatif.
2. Montrer que I'ensemble H = R% R est un sous groupe de (G, *).

Exercice3.
Soient (Rj,) et (R, +) deux groupes et soit Iapplication
fiRE — R
x = f(z) =In(x)
1. Montrer que f est un homomorphisme de (Rj,) dans (R, +).
2. Calculer Ker(f). Que vous conclus.

3. Est ce que f est surjective?

Exercice4. On munit Pensemble A = Z? de deux lois définies par :
(z,9) + (2, y) = (x + 2",y + ) et (x,y)x (2),y) = (xa’, 2y + 2'y)

1. Montrer que (A, +) est un groupe commutatif. (%)
2. Montrer que la loi * est commutative et associative.
3. Déterminer I'élément neutre pour la loi *.
4. Montrer que (A, +,*) est un anneau unitaire commutatif.
5. Montrer que B = {(a,0) | a € Z} est un sous-anneau de (A, +,x).
6. On munit 'ensemble K = R par I'addition et la multiplication usuelle.
(a) Pourquoi (K, +,-) est-il un corps?
(b) On pose L = {z € R,3a, B € Q| 2 = a + $v/3} une partie de R.
Montrer que (L, +,.)estunsous — corpsde(K, +,.)
Exercice5.
(1) On consideére un ensemble E défini par E = {(a,b) € R? : a # 0} et on définit sur £

une loi de composition * par

\V/((ll, b1> , (CLQ,bQ) e F: (al,bl) * ((12, bg) = (a1a2,a1b2 + bl)
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(a) Vérifier que * est une loi interne sur £ et trouver (2,0) * (1,1)
(b) Montrer que (F, %) est un groupe non commutatif.
(c) Déterminer 'ensemble H = {(x,y) € E,V(a,b) € E : (z,y) * (a,b) = (a,b) *
(z,y)}
(2) Soit F'={(a,b) € E: b =0} une partie de E.
(a) Montrer que F' est un sous-groupe de E.
(3) On considére une application f définie par
f : (E7 *) — (R*v)
(@b — F((b) =a
(a) Montrer que f est un morphisme de groupe (E, ) dans le groupe (R*,.)

(b) Déterminer le noyau de f.

(4) On pose Z[v2] = {m +nv/2,m,n € Z} une partie de R.

(a) Montrer que Z[v/2] muni de I'addition et de la multiplication des réels, est un

sous anneau de R.

4.3.1 corrigé

Exercicel.

(1)
d va’7bER7b*a:1n(€b+€G) :ln(e“—i—eb) =ax*xb
Donc, * est commutative.

Va,b,c € R, (axb)*c zln(e“*b+ec) :ln(e“+eb+ec)

=ax*(bx*c).

Donc, * est associative.
saxe=a< (e’ +e)=a< e =0.
Il n’y a donc pas de neutre.

(2)
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e | associative & Vz,y,z€R:(x Ly) Lz=2 L (y L 2).
& Vr,y,2 € R:a’z + aby + bz = ax + aby + b*=.
Donc, a® = a et ab = ba et b = b?
Do, (a=0o0ra=1)et (b=0o0rb=1).
e | posséde un élément neutree e R Ve e R:x Le=elrz=2x
S VreR:ar + be=ae+ br = .
Sa=lete=0etb=1.
Exercice2.
(1)
* ((z,y) *(2',y)) x (2", 9") = (z2', 2y +y) * (2", ") = (z2'2", 22’y + 2y +y) et

1.0 1,0

(z,y) * (2, ) = (2", y") = (z,y) x (22", 2"y" + ) = (2’2", x2"y" + i/ + )

Donc, * est associative.

o (2,y)*(1,0) = (2,y) et (1,0) * (2,y) = (z,y).
Donc, (1,0) est élément neuve.
o (z,y)x (1, 2) =(1,0) et (£, —%) % (z,y) = (1,0).
Donc, tout élément est symétrisable. D’ou, (G, *) est un groupe.
o (1,2) % (3,4) = (3,6) et (3,4)  (1,2) = (3, 10).
Alors, le groupe n’est pas commutatif.

(2) H =R% R est inclus dans G.
e (1,0) € H,
o V(z,y),(2,y) € H,(x,y) * («',y') € H Car zz > 0,
o V(z,y) € H,(z,y)"' = (%,2%) € H car £ > 0.
Donc H est un sous-groupe de G.

Exercice3.

(1) f est un homomorphisme de (R, .) dans(R, +).Soient :
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1,09 €RY ¢ f(21.02) =In(21.22) =Inz; +1Inax,y

= [(z) + [ ()
(2)

ker(f) = {z e R} : f(z) =0}
={z€R} :lnz =0}
={zeR}: " =¢" =1}
={zeR, :z=1}
= {1

Alors, f us injective.

(3) f est surjective car :
Vye R, Jx=¢e’ e R, | f(z) = f(e’) =In(e¥) =y.

Exercice4.

(1) (%)

(2) (z,y) = (@,y) = (za’ 2y + 2'y) = (', 2"y + xy') = (¢, y) * (,9).
Donc,* est commutative.

/1

[(x7 y) * (x/,y/>] * (xll’y/l> — (xx/’xy/ _'_x/y) * (x//’y//) — (xx/x//’xxy + l’”(iL’y/ + x/y))

— (xxll’//,l‘fﬂly” +x/lxyl + x/lx/y)

/o0 "1 /) ///) l/l)

(z,y) = [(2",¢) = (2", y")] = (x,y) = (", 2", 2"y" + 2"y) = (x2'2", x (2"y" + 2"y') + 2"2"y
!N 1/ /I )

= (z2'2", x2'y" + x2"y + 2’2"y

La loi * est associative

r-e=2x e=x e=1
Alors, = =

xe +ye =y xel +y=y e =0

(1,0) est I’élément neutre de A pour la loi .
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(4) Toutes les propriétés d'un anneau sont dans les questions précédentes sauf la distri-

butivité de x par rapport a I’addition
(@,y) = [(«",y) + (@",y")] = (z,y) * (" + 2",y + )
= (@@ +2"), 2 (y +¢") + (@' +2")y)
= (x2' + x2" 2y + 2’y + " + 2"y)
= (z2', 2y’ + 2'y) + (22", zy” + 2"y)

= (&, y) * (", )] + [(2, ) x (2", )]
(A+, %) est un anneau commutatif.
(5) B={(a,0)[acZ}
e BCZ”et (1,0) € A.
e Y(a,0),(b,0) € B, an a (a,0) — (b,0) = (a — b,0) € B.
e Y(a,0),(b,0) € B, on a (a,0)x (b,0) = (ab,0) € B.
B est donc un sous-anneau de (Z?, +, *).
(6)
(a) (k,+,-) est un corps car

(i) (K,+,") est un anneau commutatif (x)

(ii) tout élément non nul est inversible pour la multiplication.

(b) (L,+,") est un sous-corps de (k,+,-) si et seulement si :

(i) Ve,ye L:x—y €L

(ii) Ve,ye L:azye L

(iii) Ve e L* : 2t € L.
Posons que : z = ay + 1V3,y = s + Bov/3 € L
(i) Ona:z—y= (a1 —az) + (61— ) V3 =az+ V3 € L.
car : a3 = a1 — Qa, B3 = 1 — B2 € Q.
(ii) On a aussi :

ry = (01 + Biv3) (a3 + BV3) = (102 +381) + (1 + Brae) V3

=d +0V3el.
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car : o = ajag + 36182 , [ = 1P+ fras € Q.

(iii) Soit 2 = a; + B1V/3 € L*, cest-a-dire oy # 0 ore By # 0. Alors,

o, 1 1 ar — V3 a -3

1 1 1 1 1

= — = = = + V3i=a+b/3€L.
z 041+51\/§ 04%—35% a%—BB% 04%—36%

car : a = s 352,17— Py 352 €Q

Donc, (L,+,-) est un sous-corps de (k,+,-).
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Chapitre

Anneaux de polyndmes

Dans ce chapitre, on introduit la notion de polynéme sur un corps ou un anneau. Tout au

long du chapitre, K désigne un corps et A un anneau commutatif unitaire.
5.1 Définitions

Définition 5.1. Soit (A, +, . ) un anneau unitaire et commutatif.

On appelle polyndéme P a une indéterminée X et a coefficjents dans A toutes écriture algébrique

de la forme

ap+ a1 X +asX?+ ... +a, X, +...

ot les a; € A sont nuls sauf un nombre fini,

Une autre définition est donné par.

Définition 5.2, On appelle polynéme a une indéterminée = a cocficicuts dans A toute suite

P = (ap), ey d’éléments de A tous nul a partir d’un certain rang.
1. Les a,, sont appelés les coefficients de P.

2. Le plus grand indice n vérifant a,, # 0 (s'il existe) est appelé degré de P et noté deg(P)

et dans ce cas a,z" est appelé terme dominant de P.

3. Si tous les a; sont nuls, P est appelé polynéme nul noté 0 et par convention deg(0) =

—00.
4. Si le terme dominant de P est 1.X" le polynéme P est dit unitaire.

65
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5. Chaque élément a de A est un polynoéme, appelé polynéme constant.
6. L’ensemble des polynomes a une indéterminée X a coefficients dans A est noté A[X].
Les polynomes sont munis des opérations usuelles d’addition, de produit de polynémes et de

multiplication par un scalaire A € A : soient P = (ay),, oy @ = (bn),,cn deux polynémes a une

indéterminée & coefficients dans A. On a alors :
1. P+Q = (an+bn),ens

2. PQ = (cn),ey avec ¢, = Zogkgn arbn_1,
3. AP = (Aan),en-
Définition 5.3

L’ensemble A[X]| des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans A muni de I'addi-

tion et de la multiplication définies ci-dessus est un anneau commutatif.
Proposition 5.1. Si A est intégre alors pour tout P, Q) € A[X] on a

1. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

2. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).
Démonstration

1. Si un des deux polyndémes est nul alors PQ) = 0 et 'égalité devient —oo = —o0o ce qui
est vrai. On suppose donc que P et @) sont non nuls. Soit n = deg(P) et m = deg(Q).
On pose P = > a; X' et Q = > b;X" ot a;,b; € A. Alors le coefficient du terme
dominant de PQ est a,b,,. Or a, # 0 et b, # 0 et donc, puisque A est integre,
a,b, # 0. Ce qui implique deg(PQ) = n + m.

2. Evident

Soit U(A) désigne les éléments inversibles de A.

Proposition 5.2
Si A est integre, alors les éléments inversibles de A[X ] sont les polynémes constants P = a

ou a € U(A).

Démonstration.

5.1. Définitions
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Soit P inversible dans A[X]. Il existe () € A[X] tel que PQ) = 1. On a alors deg(P) +

deg(Q) = 0 et deg(P) = deg(Q) = 0. Ainsi P et ) sont des constantes inversibles

5.2 Arithmétique des polynémes

5.2.1 Polyndémes associés

Définition 5.4.
Deux polynomes P et Q de A[X] sont dits associés s'il existe a € U(A) tel que P = a@)

Exemple.

L’ensembles des polyndmes associés & X? + 1 dans Z[X] est
{(X*+1,—- (X*+1)}

puisque les seuls inversibles de Z sont 1 et -1 .
Proposition 5.3.
1. La relation «étre associé » est une relation d’équivalence sur A[X].
2. Si P et () sont associés et ont le méme coefficient dominant alors P = Q).
3. Si A est un corps alors tout polynéme P est associé a un unique polynéme unitaire.
Proposition 5.4 Soient P et () deux polynémes de A[X], alors : deg(P+Q) < max(deg(P); deg(Q))
et deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)
Exemple. Dans Q[X], soient les polynémes : P =3X? — 1 et Q = 1X* +4X alors P+ Q =
SXP43X?2+4X —let P-Q=3X°—2X% —4X
Définition 5.5 (Divisibilité) Soient P, B deux polynémes de A[X]. On dit que B divise P,
sl existe @ € A[X] tel que P = @ - B. On note alors B | P.
On dit aussi que P est multiple de B ou que P est divisible par B.
Exemple.

1. Tout élément inversible a de 'anneau A divise tout polynéme P de A[X]. En effet,

P=a-(a"'P);

5.2. Arithmétique des polynomes
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2. X + 1 divise X2+ X. En effet, X? + X = X(X +1).

Remarque. Si B divise P et P # 0, alors deg(B) < deg(P)(P = Q@ - B et deg(P) = deg(Q) +

deg(B))
Proposition 5.5 Soient A, B,C € K[X]. Alors
1. Si A| Bet B| A, alors il existe A € K* tel que A = \B.
2. SiA|Bet B|Calors A|C.
3. 5iC | Aet C| Balors C | (AU + BV), pour tout U,V € K[X].

Définition 5.6 (Division euclidienne des polynémes) Soient P, B deux polynomes de A[X].

Si le coefficient du terme dominant de B est inversible dans A, alors il existe un couple
(Q; R) € A[X]? tels que P = QB + R et deg(R) < deg(B)

Exemple. Divison P = 3X® —2X% —5X?+ 1 par B=2X%+41X? - X

3X5+0X* —2X3 —5X2 40X +1 | 3X°+2X?> - X 40

—12X*4+4X% —5X24+0X + 1 6X2%2—24X + 104
52X3 —29X?2 +0X + 1

—237X%+ 104X +1

Donc le quotient Q = 6X? — 24X + 104 et le reste R = —237X? + 104X + 1.

L’existence de la division euclidienne permet de développer les propriétés de divisibilité :
PGCD,PPCM, théoreme de Bézout, algorithme d’Fuclide, théoreme de Gauss, décomposition

en produit de facteurs, de maniére entierement analogue a Z.

Définition 5.7 Le plus grand diviseur commun (PGCD) de deux polynomes A et B est un
polynéme D qui divise A et B et tel que tout polyndme divisant A et B divise nécessai-
rement D. Le plus petit commun multiple (PPCM) est un polynéme M multiple de A
et B et tel que tout polynéme multiple de A et B soit divisible par M.

Remarque. 5.3 Soient P1, P2,..., P des polynomes de K[X].

1. Le PGCD et le PPCM ne changent pas en permuttant les Pi;
2. PGCD (\MP1;\P2,...,0\sPs) = PGCD(P1,P2,...,Ps) et

PPCM (A P1,\P2, ..., \,Ps) = PPCM(P1, P2,...,Ps) pour A, Aa,..., As € K

5.2. Arithmétique des polynomes
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Exemple. Soient A := X6+ X4+ X* 4+ X2+ X +1let B= X"+ X4+ X3+ X2+ X +1 alors
A=BQ;+ Ry (avec Q1 = X et By =1— X?)
B=RQy+ Ry(avec Qy=—-X?—X —1let By =2X?>+2X +2)
R1:R2Q3+R3(avecQ3:%et R; =0)
Donc, Ry = 2X?%+2X + 2 est le PGCD et le PPCM(A, B) - PGCD(A, B) = A - B, alors

PPCM(4,B) = X+ X8+ X7+ X® +2X° 4+ 2X* + X3 4+ X2 4+ X + 1.

Définition 5.8 (Polynéme irréductible) Un polynome P € K[X] est dit irréductible s’il
n’est pas constant et si les seules factorisations P = QR (avec @, R € K[X] ) s’obtiennent

avec P ou () constant.

Remarque 5.4
1. La notion de polynome irréductible correspond a celle de nombre premier dans Z
2. Les polynomes irréductibles dans C[X] sont les polyndémes du premier degré;

3. Les polynémes irréductibles dans R[X] sont les polynémes du premier degré et les

polyndmes du second degré de la forme P = aX? + bX + ¢ avec b? — 4ac < 0.

Exemple. X2 + 1 est irréductible dans R[X] car on ne peut pas I’écrire comme produit de

deux polynémes de degré 1 a coefficients dans R.

Le méme polynome X? + 1 est réductible dans C[X], car X? +1 = (X +¢)(X —1).
Théoreme 5.1

1. (Euclide) Soit P irréductible dans K[X] et divisant QR alors P divise () ou R.

2. (Gauss) Si PGCD(P,Q) =1 et P divise QR alors P divise R.

Preuve. La démonstration est entierement analogue a celle faite dans Z.

5.3 Racines d’un polynome et factorisation

Définition 5.9 Soit P € K[X] et a € K. On dit que « est une racine (ou un zéro) de P si

P(a) =0.

5.3. Racines d’un polynéme et factorisation
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Proposition 5.6 Soit P € K[X], alors
P(a) =0« X — a divise P

Définition 5.10 Soit £ € N*. On dit que « est une racine de multiplicité (ou bien d’ordre) k
de P si (X — «)F divise P alors que (X — a)*! ne divise pas P. Lorsque k = 1 on parle

d’une racine simple, lorsque & = 2 d’une racine double, etc.

Exemple 5.7 -3 est une racine double et 1 une racine simple du polynéome P = X3 4 5X?+4
3X —9de R[X]; car P = (X +3)*(X —1).

Définition 5.11 Soit P = a, X" +a,_1 X" ' +...+a; X +ap un polyndme, le polynéme dérivé
est P’ =na, X" '+ (n — Da, 1 X" 2+ ... +a;. On note P la dérivée n— éme définit
par P+ = (P(T)),

Remarque 5.5 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. P possede une racine d’ordre r en X = «
2. P(a)=P(a)=...= P Y(a)=0et PM(a)#0

Exemple. Soit le polynome B = X4 — 2X3 +2X? — 2X + 1 de R[X]. On a a = 1 est une
racine double de B car B(1) =0, B’'(1) =0,B"(1) #0

Théoréme 5.2 (Théoréme fondamental de ’algébre) Tout polynoéme non constant de

C[X] admet au moins une racine dans C. Autrement dit : Les polynémes irréductibles de

C[X] sont les polyndmes de degré 1 .

La preuve de ce théoréme dépasse le cadre du cours d’algebre de 1 ere année LMD.

Théoréme 5.3 (Décomposition en facteurs irréductibles) Pour tout polynéme P de K[X]
tel que deg P > 1; il existe, de fagon unique, des polynomes irréductibles P;, P, ..., P,
unitaires, deux a deux distincts de K[X] et des nombres entiers naturels strictement
positifs ay, g, ..., @, et il existe un élément unique A € K* tels que P = A[[,_, P
Il s’agit bien stir de I'analogue de la décomposition d’un nombre en facteurs premiers.

Théoréme 5.4 (Factorisation dans C) Soit P € C[X] de degré n > 1. La factorisation
de P s'écrit P = A (X —ay)™ (X — )™ .. (X — )", ot ay, s, .., o, sont les racines

distinctes de P et ki, ko, ..., k. sont leurs multiplicités.

5.3. Racines d’un polynéme et factorisation
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Théoréme 5.5 (Factorisation dans R) Soit P € C[X] de degré n > 1. La factorisation de
Psécrit P=A(X — o)™ (X —a2)™ .. (X —a,)" Q% ...Q%, ol a; sont exactement les
racines réelles distinctes de multiplicité k; et les @); sont des polynomes irréductibles de
degré 2: Q; = X? + 3;X +v; avec A = 32 — 4, < 0.

Exemple. Soit P = 2X4(X —1)% (X2 +1)* (X2 + X 4 1) est déja décomposé en facteurs irré-

ductibles dans R[X] mais sa décomposition dans C[X] est

P =2X4X — 13X —)2(X +1)? (X - #) (X - (1+—\/§>2) .

5.4 Exercices

Exercicel. Soit le polynome P = X4 +5X3 + 10X2 + 12X + 8.
1. Démontrer que -2 est racine double du polynéme P.
2. Factoriser P dans R[X].
3. Déduire les racines de P dans C.
Exercice2. Soit le polynome P = X* + X2 + 1.
1. Déterminer les racines de P dans C.
2. Factoriser P dans C[X].
3. En déduire une factorisation de P dans R[X].
Exercice3. Soit n € N. Soit le polynéme P, = X™.
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de P, par A; = X? —3X — 4.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de P, par Ay = X2 + 1.
Exercice4. Soit le polynome P = X* —4X? +5X? — 2X — 6.
1. On se propose de démontrer que P n’a pas de racine double.

(a) On se propose d’effectuer la division euclidienne de 2P par :P’. On note R le

reste de cette division euclidienne.

(b) Effectuer la division euclidienne de 1P’ par R. On note T le reste de cette

division euclidienne.
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(c) Démontrer que si a est une racine double de P, alors a est racine de R et de T'.
(d) Démontrer que P n’a pas de racine double.
2. On se propose de factoriser P dans R[.X].
(a) Onpose X =Y +1et Q(Y) = P(Y +1). Calculer Q(Y).
(b) Calculer les racines de ) dans C. En déduire les racines de P dans C.
(c) Factoriser P dans C[X], puis dans R[X].

Exerciceb5. Soit le polynéme P = X*+2X3 — X2 —2X +10. Pour tout z € C, on pose P(z) =

244223 —22-22410

1. Soit x € R\{0}. Donner I'expression de P(x(1 + 1)) sous forme P(z(1 +1)) = Q(z) +

1R(X), o @ et R sont des polynomes a coefficients réels.
2. Les équations Q(z) = 0 et R(z) = 0 ont-elles des racines communes ?
3. Donner deux racines complexes conjuguées de 1'équation P(z) = 0.

4. Factoriser P sous forme d’un produit de deux trindémes du second degré a coefficients

réels et en déduire les racines complexes de P.

Exercice6. Déterminer les réels p et ¢ pour que le polynome P = X? + pX + ¢ soit divisible
par le polynome Q = X? +3X — 1

Exercice7. Soit n € N. Montrer que le polynome X2 — X + 1 divise le polynéme P, =
(X —1)m+2 4 X2l

Exercice8. Soit n € N\{0,1}. Calculer le reste de la division euclidienne du polynéme P, =
(X —3)?"+ (X — 2)" — 2 par le polynome (X — 2)%

Exercice9. Factoriser dans R[X] le polynome P = X% + 1.

Exercicel0. Déterminer A €]0,00][ tel que le polynome P = X3 — 3X + ) ait une racine

double. Quelle est alors 'autre racine de P 7

Exercicell. Soit n € N. Montrer que le polynéome P, =1+ X + XTZ + X3—f +...+ % n’a pas

de racine multiple.

Exercicel2. Déterminer tous les polyndmes P tels que (X? + 1) P” — 6P =0 et P(1) = 2.
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Exercicel3. Soit le polynome P = X* + 12X — 5. Factoriser P dans R[z] puis dans C[X]

sachant qu’il admet deux racines dont le produit vaut -1 .

Exercicel4. Résoudre le systéme en (z,y,2) € R? :

r+y+z=2

TYz = —

[

1,011 _1
Ty Tz=3
Exercicel5. Soit n € N\{0}. Factoriser le polyndme

Rlz1—AHJXL§;JJ—XKX;_Q@X_zxf.ﬁ{—nn

Exercicel6. Déterminer tous le polynémes P € R[X] tels que P’ divise P.
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examens Corriges

6.1 Examen 01

Exercicel. (6p)

I) Soit Py, Py deux propositions. Démontrer les propriétés suivantes dans le méme tableau de
vérité
1. (P, = P,) & (P, A D))
2. (Pi=Py) & (P,=D)

IT) Soit P, deux polynémes de K[X] si PQ = 0. Montrer que : P =0 ou @ = 0.

Exercice02. (8p) Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. La différence symé-

trique de A et B est I’ensemble, noté AAB, défini par
AAB = (A\B) U (B\A)

1. La différence symétrique de deux ensemble est-elle commutative ?
2. Expliciter les ensembles suivants : AA¢, AAA et AABsi A C B.
3. Montrer que AAB = CrAACEB.

4. Montrer que AAB = (ANCgB)U (BNCEgA).

5. Expliciter I'ensemble (AAB) U (AACEB).
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Exercice03. (6p) Soit (G, ) un groupe, pour toute a € G on définit I’application

6.1.1

Montrer que f, o f, = fap-

fo:G— G

> folx) = aza™!

. Montrer que f, est un homomorphisme de G.

. Calculer le ker (f,). Que vous conclus.

Est ce que f, o f, est un automorphisme de G.

solution

Exercicel. (6p)

P, |Py|P, | Py | PL,=Py |Py=—=P, |PL=P, | PLAP, | & (1°) | & (20
1| 1]01]0 1 1 0 0 1 1
D-l1/0]0]1 0 0 1 1 1 1
o1 |1]0 1 1 0 0 1 1
00| 1]1 1 1 0 0 1 1

IT) Soit (P;Q) € K[X] tel que PQ = 0. Alors on a deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = —oc.
Donc deg(P) ou deg(Q)) vaut —oo, ce qui est exactement la propriété demandée.

Exercice02. (8p)

1. Elle est commutative car U Dest.

2. AAp=(A\p) U (p\A) = A, AAA = A et si AC B alors AAB = B\A.

3.

AAB ={zeE, (zxeA\B)V(zeB\A)}
={zxeE ((@ecANxz¢B)V(xeBAz¢gA)}
={z€E, (1¢CpANz€CB)V(x¢CpBAzxeCgA)}
={z € E, (rxe€CgB\CgA)V(xe€ CgA\CgB)}
= CpAACEB.
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4. AAB = (ANCgB)U(BNCgA)
AAB ={zeFE, (zxeA\B)V(zeB\A)}
={re€E ((reANx¢B)V(xeBAx¢gA}
={rel, (reANzeCgB)V(reBAxe(CgA)}
={z€eE, ze€(ANCgB)Vzxe (BNCgA)}
= (ANCEB)U(BNCrA).

5. On a
(AAB)U (AACEB) = ((ANCEgB)U (BN CRA)U((ANB)U(CgBNCRA))
= ((ANCEB)U(ANB)) U ((BNCrA) U (CpBNCrA))
— (AN (CxBUB))U((BUCEB) N CpA)
=(ANE)U(ENCEA)
=AUCEA=F
Exercice03. (6p)

1. f, est un homomorphisme de G.

Soit 7,y € G fulzy) = a(zy)a™ = a(va tay) a ' = (axa™) (aya™) = fo(z) fo(y).

2.
ker (fo) ={z € G, fo(z) =1}
={rc@G, ava'l= 1}
={reG, a'azala=a""a}
={reG, z=1}
= {1}
alors f, est injective.
3. Soitz € G

(fao £o) (8) = (Fu (Fo())) = (fu (bab™)) = ababa™" = (ab)a(ab)™ = fu(x)

4. (fao fy est un automorphisme de G) <= (fa» est un homomorphisme bijective )

6.1. Examen 01
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i) fap est un homomorphisme

fan(xy) = (ab)zy(ab) ™ = (ab)z(ab) ™ (ab)y(ab) ™" = fu(x) fa(y)

(a) fab est bijective
ker (fu) ={x € G, fu(r)=1}
={z € G, (ab)x(ab)™' =1}
= {1}
alors f,, est injective

(b) fu est surjective: Soity € G Iz = (ab) " lyab € G tel que fop(z) = fap ((ab)y(ad)) =

Y.

6.2 Examen 02

Exercice01 (8p)

Soit Py, Py et P3 trois propositions. Démontrer les propriétés suivantes.
1. (Pl V (P2 VAN Pg)) -~ ((Pl V Pg) N (P1 V P3))
2. (P,v (FoV ) & (P V) A (P V)

Exercice02 (8p) Soient A et B deux sous-ensembles d'un ensemble E. La différence symé-

trique de A et B est ’ensemble, noté AAB, défini par
AAB = (A\B) U (B\A)

1. La différence symétrique de deux ensemble est-elle commutative ?
2. Expliciter les ensembles suivants : AAp, AAA et AABsi AC B.
3. Montrer que AAB = CpAACEB.

4. Montrer que AAB = (ANCgB) U (BNCgrA).

5. Expliciter I'ensemble (AAB) U (AACEB).
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Exercice03 (4p) Parmi les applications suivantes, déterminer les injections, les surjections et

les bijections :

6.2.1

solution

Exercice01 (8p)

fR=>R ¢g:R, - R

v f(r) =2 gr—gz) =2

2

h:R—> R+ k:R+—> R+

v h(z) =2 — k(z) =2

L. (P1V (P2 AP3)) & ((PrVP2) A(P1VPs))

2

Py | Py | Py | (PoAPs) | PrV(PaAPs) | PrV Py | PyVPs | (PrVPy) AP VPs) | <—
1|11 1 1 1 1 1
1|11]0 0 1 1 1 1
1|01 0 1 1 1 1
1 7101]0 0 1 1 1 1
011 1 1 1 1 0
0110 0 0 1 0 1
001 0 0 0 1 0
0010 0 0 0 0 1

2. (PyV (P2 VP3)) & (P v P3) A (PyV F5))

On a (P2 \Y; P3) <— (P_Q A P_g) alors

(P, v (FrVP)) & (Pyv (Bs A F)) & (P V) A (P v F3))

Exercice02(8p)

1. Elle est commutative car U lest.

2. AA¢p = (A\p) U (¢p\A) = A, AAA = A et si AC B alors AAB = B\ A.

6.2. Examen 02
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AAB ={reFE, (x€A\B)V(zxeB\A)}

={zr€E,

(

={z€E, (r€ANx¢B)V(rxeBANx¢gA}
(JZ¢CEA/\J}€CEB)\/(I¢CEB/\ZL‘ECEA)}
(

= CpAACEB.
4. AAB = (ANCgB)U(BNCEA)
AAB ={zx € FE, (x€A\B)V(ze B\A)}
={zxelE, ((@ecANx¢B)V(reBAz¢gA)}
={rel (recANzeCgB)V(reBAxe(CgA)}
={z€E, z€(ANCgB)Vze (BNCgA)}
=(ANCgB)U(BNCEA).

5. Ona
(AAB)U (AACEB) = ((ANCEgB)U (BN CRA)U((ANB)U (CgBNCEA))
=((ANCgB)U(ANB))U((BNCgA)U(CpBNCgA))
=(AN(CgBUB))U ((BUCEB)NCgA)
=(ANE)U(ENCgA)
=AUCEA=F
Exercice03(4p) les injections, les surjections et les bijections :
e g est injective car Vay,x9 € Rysi f(z1) = f(x2) on a x1 = xs.
e h est surjective car Vy € Ry 3z € R tel que f(x) =y.

e [k est bijective.

6.3 Examen 03

Exercice01 (5p)

I) Soit Py, Ps et P3 des propositions. Démontrer que :

6.3. Examen 03
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1. (P; V(P2 AP3)) < ((PyVPy) A (PyVP;))

IT) Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E. Montrer que :
1. Ve,ye B, 2Ry<=7T=1.
2. Ve,ye B, 2Ry—=2zNy=2¢

Exercice02 (7p) Soit g : £ — F une application. Soit A et B deux parties de F. Mon-

trerque :
1. AB=ANCrB
2. Cr(AUB)=CrANCgB
3. g7 (AUB)=g71(A)Ug(B)
4. g (ANB) =g~ (A)Ng ! (B)
5. g7 (CpB) = Cpg™'(B)
6. Expliciter 'ensemble g~ (AAB)
Exercice03 (5p) Soient (R, +) et (]Ri,) deux groupes. Soit 'application
f:R— R}
= flr) =27
1. Montrer que f est un homomorphisme de (R, +) dans (Ri,).
2. Calculer le ker(f). Que vous conclus.
3. Est ce que f est surjective.

Exercice04 (5p) Soit h: E'— F une application. B partie de F'. Montrer que.

(B="h(h™"(B))) <= (h est surjective )

6.3.1 solution

Exercice01 (5p)

6.3. Examen 03
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Py | Py | P3| (P2APs) | PyV(PaAPs) | PiVPy | PyVPs | (PrVPy) AP VP;) | <—
1 1 1 1 1 1 1 1
1 110 0 1 1 1 1
1101 0 1 1 1 1
117010 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
01110 0 0 1 0 0
01011 0 0 0 1 0
01010 0 0 0 0 0
I1)
1) soit z € 7.

2 €T <= 2Rz
(car xRy) <= zRx
— zRy
—zEy
2) Nous allons raisonner par contraposée (z Ny # ¢ = xRy)
zexzNy=—>ze€exetzecy
— 7Rz et 2Ry
— 7Ry

Exercice02 (7p) Soit g : E — F une application. Soit A et B deux parties de F'. Montrer
que :
l.ze AB<= € ANr¢ B<—re AN eCprB<— 1€ ANCEB

2.
r€Cp(AUB)<= 2 € FA(x¢ (AUB)) <=z FAN(z ¢ ANz ¢ B) <~

(xeFANr g A)N(xe FANe ¢ B)<—=zre F\ANzx e F\B<= 2 (CprANCrB

r€g ' (AUB) <= g(z) e AUB <= g(z) € AVg(z) € B

<—zreg (A Vezeg(B)<=reg(A)Ug(B)
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r€g(ANB) <= g(z) € (ANB) < g(z) € ANg(z) € B
—regl(Arnreg(B) <= zeg(ANng(B)
5. 2€ g (CpB) <= g(z) € CpB < g(z) ¢ B+ 1 ¢ ¢~ }(B) < z € Cpg~'(B)
6. g7{(AAB) = g7 (A\B)U(B\A)) 2 g~ (A\B)Ug ™ (B\A) £ g~ (AN CrB)Ug™ (CrAN B)
2 (g1 A) N g (CrB)U(g™ (CrA) N g™H(B)) 2 (97(A) N Crg™ (B)U(Crg(A) N g~ (B))
D (g7(4) N Cpg (B)U(Crg™ (A) N g™ (B)) £ (g7 (AN (B) V(g (B)\g(A)) =

97 (A)Ag™H(B).
Exercice03 (5p)

1. f est un homomorphisme de (R, +) dans (Ri, )

Soit x1,x9 € R f (21 + @) = 271772 = 271272 = f (1y) f (22).

ker(f) =f{eeR: f(x)=1}
={reR: 2*=1}
={zreR: In(2*)=1In(1) =0}
—{zeR: zIn(2) =0}
={reR: z=0}
= {0}

alors f est injective

In( n
3. [ est surjective car :Vy € R%, 3z = }Eggg ER: f(x)=f (1n(y)> _om) — (2" 1n(2)> _

In
€In<(?2l)) 1n(2) — 611'1(21) — y

Exercice04(3p)
1) (B=h(h™'(B))) = (h est surjective) supposons que B = h (h~!(B))pour toute partie de
F.

[(h est surjective ) <= (h(E) = F)] on a h(E) C F car h est une application, il reste a
dé-monté que F C h(E) d’apres la proposition on a F' = h(h™'(F)) mais h"'(F) C E

alorsh (h™!(F)) C h(E) donc F C h(E).
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2) ( hestsurjective) = (B = h (h™'(B))) supposons que h est surjective, il reste & démontéque

B =h(h~'(B)) :

(i) B € h(h™Y(B)), soit y € B alors 3z € Eh(z) = y (car h est surjective), donc

h(z) € B =1 € h"(B) => h(z) € h(h"Y(B)) =y € h (h"\(B))

(ii) A (h~Y(B)) C B, soity € h (h™'(B)) alors 3z € h™}(B), h(z) = y donc h(z) =y € B.

6.4 Examen 04

Exercice01 (6p) Soit (Gi,x*) et (G, L) deux groupe et f est un homomorphisme de (G, *)

dans (G, L). Montrer que :

L. f(e1) = e

2. ¥z Gy [f(@)] = f(a).

3. ker(f) est un sous-groupe de Gi.

4. (ker(f) = {e1}) <= (f est injective ).

Exercice012 (8p) Soit g : E — F une application. Soit A et B deux parties de F'. Montrer

que :
1. AB=ANCrB
2. Cr(AUB)=CrANCpB
3. g7(AUB) =g7'(A)Ug ' (B)
4. g (ANB) =g (A)Ng (B)
5. g7 (CrB) = Cg ' (B)
6. Expliciter 'ensemble g~ (AAB)
Exercice03 (6p) Démontrer les propositions suivants par contraposée ou par 'absurde :
1. (n? est pair ) = (n est pair ).(Vn € N)

2. V2¢Q
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6.4.1 solution

Exercice0l (6p)
1. f(e1) = eo.
On a ey =exeralors f(er) = ferxer) =" f(er) L f(er) = fler) = e
2. Ve Gy : [f(@) = f ().
On a f(v) L fz) = f(a'*2) = f (1) 2 es = (f(x)) = f ().
3. ker(f) est un sous-groupe de Gj.

ker(f) est un sous-groupe de G si et seulement si
V(z,y) € ker(f) ker(f) = x =y € ker(f)

Soient x,y € ker(f) = f(x) = es et f(y) = ey on démontre que z x y' € ker(f) on a
(1)

flaxy)=f) LfW)"
z*xy' € ker(f).

f(x) L [f(y)] =ea L es =ey. Donc f (z xy') = ey implique

4. (ker(f) ={e1}) < ([ est injective ).
<) Supposons que ker(f) = {e;} alors, soient z1,2o € Gy tel que f(x1) = f(x2)
donc f(x)) L f(x1) = f(z}) L f(x2) lorsque f est un homomorphisme alors
e = f (2] * z2) implique x| * x5 € ker(f) = {e1} donc 2} * xo = €1 alors x; = 5 ce
implique que f est injective.
—>) Supposons que [ est injective
soit © € ker(f) = f(z) = ea = f (e1) = x = e, (car f est injective ) alors ker(f) = {e1}
Exercice02 (8p) Soit g : E — F une application. Soit A et B deux parties de F'. Montrer
que :
l.ze AB<= € ANr¢ B<—re ANz eCpB<— 1€ ANCEB

2.
r€Cp(AUB)<= 2z FA(x¢ (AUB)) <=z e FAN(z ¢ ANz ¢ B) <~

(xeFANx ¢ ANz € FANr¢B)<—=re F\ANz e F\B<= 1€ CprANCkB
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re€g(AUB) <= g(r) e AUB <= g(x) € AV g(x) € B

—zegt(A)Vreg(B) <= recg (A Ug(B)

re€g (ANB) < g(xr) € (ANB) < g(xr) € ANg(z) € B
—regtANreg(B) <= recg(A)Nng(B)

r€g ' (CpB) <= g(x) € CrB <= g(v) ¢ B<=x ¢ g '(B) <= z € Crg '(B)

(

=

. g7 MAAB) = g (A\B)U(B\A)) 2 g (A\B)ug ' (B\A) £ g~ (AN CrB)Ug " (CrAN B)

4

| |
Nz

(57 ()N g™ (CrBU™ (CrA) g™ (B) 2 (g7 (4) N Crg™ (B)U(Crg™(4) g7 (B))
(97 (4) N Crg ™ (B)U(Cpg™"(A) N g~ (B)) £
g (A)Ag7 (B)

(g7 (ANHB)U(g (B)\g~(4))

Exercice03 (6p) Démontrer les propositions suivants par contraposée ou par 'absurde :

1. (n? est pair ) = (n est pair ).(Vn € N)
En passant a la contraposée, nous voyons qu’il suffit que nous montrions 'implication
(n est impair ) => (n” est impair )

Supposons que n est impair, alors n = 2k+1 implique que n? = (2k+1)? = 2 (k> + k)+1 =

2k’ + 1, on voit que n? est impair. Ceci prouve I'implication (*), ce qui termine la preuve.

2. V2 ¢ Q.en utilise I'absurde

Supposons que V2 € Q alors v/2 = 2

avec p A q = 1, alors on a 2 = 1;’—2 donc p? = 2¢?
implique p est paie et par la méme maniére on trouve ¢? = 2p* implique que ¢ est paie

donc p A g # 1. Ceci est absurde puisque nous savons que p A ¢ = 1

6.5 Examen 05

Exercice01 (5p) Soient (Ri,) et (R, +) deux groupes. Soit I'application
f:R — R

x +— f(x) =1In(x)
6.5. Examen 05
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1. Montrer que f est un homomorphisme de (Ri,) dans (R, +).
2. Calculer le ker(f). Que vous conclus.

3. Est ce que f est surjective.

Exercice02 (5p) Soit g : E — F une application. Soit A, B et C' trois parties de E. Montrer

que :
1. A\B=ANCyB

2. Cp(AUB) = CpANCyB

3. A\(BUC) = (A\B) N (A\C)

4. [g(AN B) = g(A) N g(B)] => [g est injective ].

Exercice03 (5p) Soient :

g:N— N
f*N—N
et 0 sin=20
n— f(n)=n+1 ne—gn) =
n—1 sin#0
1. Etudier I'injectivité et la surjectivité de f et g.

2. Calculer foget go f.

Exercice04(4p) Soit R une relation binaire sur R* défini par
(z,y,2)R(a,b,c) <= ([x —a| <b—y et z=c¢)

1. Montrer que c’est une relation d’ordre ; est-il total ?

6.5.1 solution

Exercice01 (5p)

1. f est un homomorphisme de (R?,-) dans (R,+).

Soit 1,20 € R%  f(z1-22) =In (21 - 22) = In(21) +In(x2) = f (z1) + f (x2).
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ker(f) = { € B} : f(a) = 0}
={z € R’ :In(z) =0}
={z eR}: @ = 0 = 1}
={zeR:z=1}
- {1}
alors f est injective
3. f est surjective car :
VyeR dr=e? e R : f(z)=f(e!) =In(e¥) =y
Exercice02 (5p) Soit g : E — F une application. Soit A, B et C' trois parties de E. Montrer
que :
l.ze AB<= € ANr¢ B<—rce ANz e(CgB <= € ANCEB
2. 2€Cp(AUB) <=2 EN(r ¢ (AUB)) <=z EN(x ¢ ANz ¢ B) <=
(xreENc¢gANrxeENr¢B)<—=rxecE\ANzre€ E\B<=xec€ CgANCgB
3. \NBUO) L ANCBUC)Z AN (CEBNCLC) = (ANCeB) N (AN CxC) = (A\B) N
(A\C)
4. Soient 1,9 € E tels que g (z1) = g (z2).
Posons A = {1} et B = {x3}.
On a g (z1) = g(22) € g(4) Ng(B) = g(AN B).
Donc g(AN B) # ¢ et par suite, AN B # ¢.
Ceci implique x1 = 5.
Exercice03 (6p)
1)
e f est injective ssi Vny,ne € N: f(ny) = f (n2) = ny = no.
Soient ny,ny € N tels que f (ny) = f (ng) alors n; +1 = ny+1 ceci implique ny = ns.
Donc f est injective

e f n’est pas surjective car : Jy=0€ N,Vn e N f(n) #y.
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e g n’est pas injective car : Ing =0,ng =1€ N:g(0) =0=g(1) A0 # 1.
e g est surjective ssi: Vy e NIn=y+ 1€ Ng(n)=gy+1) =y.

2)
e Soit n € N, (f o g)(n) = f9(n)) = g(n) +1 =

e Soit n € N, (go f)(n) = g(f(n)) = g(n+1) = n.

Exercice04. (4p)

1) R est réflexive ssi (z,y, 2)R(z,y,2). Comme (Jr —2|=0<y—y=0et z=2z) alors R est
réflexive

2) R est anti-symétrique si [(x,y,2)R(a,b,c) et (a,b,¢)R(z,y,2)] = (z,y,2) = (a,b,c).
Supposons (z,y, 2)R(a,b,c) et (a,b,c)R(z,y,z). Ceci implique [(Jx —a] < b — y(*) et
la — 2| <y —b(xx)) et z = c), alors (%) + (xx) donne x = a, on remplace = = a dans (*)
et (x*) on trouve y = b.
Donc (x,y, z) = (a,b,c) alors R est anti-symétrique.

3) R est transitive si (¢, 4, 2JR(a,b,c) et (a,b, VR (@, B,7) = (¢4, 2JR(@, B, 7). Supposons
(2,4, 2YR(a,b,¢) et (a,b, YR(a, B,7), ceci implique [(|z —a| <b—y (+) et |a - a <
S —b(xx)) et z = ¢ = 7], alors (%) + (xx) donne (Jz —a|+|a—a| <b—y+ 5 —bet
z=c=7)etcomme (|[r —a|=|r—at+a—a| <|z—a|+|la—a|<y+Let z=17)
implique (z,y, 2)R(a, B,7).
Donc R est transitive. De (1), (2) et (3)R une relation d’order sur R3.
e R n’est pas total car I(z,y,2) = (0,0,2) € R? et (a,b,c) = (0,0,3) € R3 tels que

(0,0,2)R(0,0,3) et (0,0,3)R(0,0,2).

Exercice05 (4p) Soient f: E — F et g : F — G deux applications quelconques.

1. (Si f et g sont injectives ) = g o f est injective.

2. (Si f et g sont surjectives ) = g o f est sont surjective.

3. (Si f et g sont bijectives ) = ((go f) ™' = ftog™)
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6.6 Examen 06

Exercice01(6p)

I) Soit Py, Py et P3 des propositions. Démontrer que :
1. (P; V(P2 AP3)) < ((P1VPy)A(PyVP;))

IT) Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E. Montrer que :
1. Ve,ye B, 2Ry<=x=14.
2. Ve,y e B, zRy=—ITNYy=2¢

Exercice02 (6p) Soit g : E — F une application. Soit A et B deux parties de F'. Montrer

que :
1. AB=ANCrB
2. Cr(AUB)=CrANCpB
3. g7 (AUB) =g7'(A) Uy !(B)
4. g (ANB) =g (A)Ng~'(B)
5. 97" (CrB) = Cpg~'(B)
6. Expliciter 'ensemble g~!'(AAB)
Exercice03 (3p) Soient (R, +) et (]Ri,) deux groupes. Soit 'application
f:R— R}
x— f(x)=2"
1. Montrer que f est un homomorphisme de (R, +) dans (Ri,).
2. Calculer le ker(f). Que vous conclus.
3. Est ce que f est surjective.

Exercice04 (5p) Soit h: E'— F une application. B partie de F'. Montrer que.

(B=h(h'(B))) <= (h est surjective )

6.6. Examen 06
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6.6.1 solution

Exercice01 (5p)

Py | Py | P3| (P2APs) | PyV(PaAPs) | PrV Py | PyVPs | (P VPy) AP VP;) | <—
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
110710 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 110 0 0 1 0 0
0|0 |1 0 0 0 1 0
0010 0 0 0 0 0
IT)
1) soit z € .

2 €T < 1Rz
(carzRy) <= zRx
< zRy
< zEcy
2) Nous allons raisonner par contraposée (T Ny # ¢ = zRy)
zeExNy=—z€zetzecy
— 2Rzet 2Ry
— 2Ry
Exercice02 (7p) Soit g : E — F une application. Soit A et B deux parties de F'. Montrer
que :
l.zeA\B<=zrcANr¢B<=rec ANz ec(CpB<= € ANCpB
2. 2€Cr(AUB)<—= 2 FAN(r ¢ (AUB)) <=z e FAN(x ¢ ANz ¢ B) <~

(xeFANx ¢ AN(reFNr¢B)<=recF\ANz e F\B<= 1€ CprANCEB
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3. 1€g (AUB) <= g(x) € AUB <= g(z) € AVg(z) € B
<—zregt(A)Vereg(B) <= recg (A Ug(B)

4. 1€ g (ANDB) <= g(zr) € (ANB) <= g(z) € AN g(x) € B +—
reg (A nzeg(B) = reg (A)Ng(B)

5.2 €9 ' (CrB) <= g(r) € CpB <= g(v) ¢ B+= 1 ¢ g '(B) <= 2 € Crg '(B)

6. g (AAB) = g (A\B)U(B\A)) 2 g~ (A\B)ug ' (B\A) £ g~ (AN CpB)Ug™ (CrAN B)

=

D (g71(A) N g~ (CrB))U(g™ (CrA) N g (B)) 2 (471 (A) N Cg™"(B))U(Crg~*(A) N g~'(B))

4 1)

= (97(A) N Cpg(B))U(Crg (A) Ny~ (B)) = (g (A\STH(B)U(g~ (B)\g™'(A)) =

97 (A)Ag™(B).

—~
g

Exercice03 (5p)

1. f est un homomorphisme de (R, +) dans (R7,-).

Soit k1, ke E R f (w1 + @g) = 271772 = 271272 = f (1) f (22).

ker(f) =f{e€R: f(z) =1}
={reR:2"=1}
={reR: In(2%) =In(1) =0}
—{zeR:zn(2) =0}
={reR:2=0}
= {0}

alors f est injective

3. f est surjective car :

vy ERY, 3w = PY € R: f(z) = [ (BY) = 20 = (")) _ e O _ o)

Exercice04 (3p)

1) (B=h(h™'(B))) = (h est surjective) supposons que B = h (h~!(B)) pour toute partie

de F.
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[(h est surjective ) <= (h(F) = F)] on a h(E) C F car h est une application, il reste
a démonté que F C h(E) d’apres la proposition on a F = h (h™Y(F)) mais h™'(F) C E

alors h (h™Y(F)) C h(F) donc F' C h(E).
2) ( h est surjective) = (B = h (h™'(B))) supposons que h est surjective, il reste a démonté
que B=h(h™'(B)) :
(i) B € h(h%(B)), soit y € B alors 3z € Fh(z) = y (car h est surjective), donc
h(r) € B= z € h™(B) = h(z) € h(h'(B)) =y € h(h " }(B))

(ii) »(h7Y(B)) C B, soity € h (h™Y(B)) alors 3z € h™}(B), h(z) = y donc h(z) =y € B.

6.7 Examen 07

Exercice01 (4p)

1) Soit n € N. Montrer par disjonction des cas que n (n? + 2) est un multiple de 3 .
2) Montrer par 'absurde que (Vn € N*, 3p € N* : n = p?) = (Vg € N* : 2n # ¢?).
Exercice02 (6p)

1. Résoudre dans R1 ’équation —z2 + = = 0.

2. Pour chaque a € R, resoudre dans R I’équation —22 + 2 — a = 0.

3. Soit f : R — Rl application définie par : Pour tout z € R, f(x) = z(1 — z). f est-elle
injectivité 7 Est-elle surjectivité ?

1

4. Montrer que 'application g : [, +00[—] — 00, 1] définie par g(z) = f(x) est bijective.

Exercice03 (4p)

Soit R la relation définie sur Z par :
Va,b € Z :aRb< (a— b est divisible par 2 ou par 3)

e Etudier la réflexivité, la symétrie, Pantisymétrie et la transitivité de R. Conclure.

Exercice04 (6p)

Soit * la loi de composition définie dans R par : Vz,y € R:xxy=x+y+ 1—10.
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1. Montrer que (R, %) est un groupe abélien.

2. Montrer que Iapplication g définie par : g(z) = bx + % est un homomorphisme du groupe

(R, *) dans le groupe (R, +).

3. Soit H = {2%1,71 € Z}, Montrer que (H,*) est un sous-groupe de (R, )

6.7.1 solution

Exercice01 (4p)
1) Soit n € N. On a :
1®cas : Sin = 3k, avec k € N alors n (n® + 2) = 3k ((3k)? + 2) qui est un multiple de 3

2°cas : Sin = 3k+ 1, avec k € N alors n(n*+2) = 3k + 1) (3k+1)*+2) =

(3k+1) (9%k* + 6k + 1+ 2)
= 3(3k +1) (3k* 4+ 2k + 1) qui est un multiple de 3.

3™¢cas : Sin =3k + 2, avec k € N alors
n(n?+2) =@Bk+2)(Bk+2)%+2)=3k+2) (9> + 12k +4+2)
= 3(3k + 2) (3k* + 4k + 2) qui est un multiple de 3
Par suite, dans tous les cas $n\left(n"{2}42\right)$ est un multiple de 3

2) Supposons que (Vn € N* Ip € N* : n = p?) et (¢ € N* : 2n = ¢?).

Soit n € N*, alors n = p? et 2n = ¢2 avec p, ¢ € N*, ainsi 2p? = ¢?, d’otl V2 = 1eqQ,ce

qui est absurde car V/2 est irrationnel.
Exercice02 (6p)
1) —2*+2=0&2(1—2) =0« (z =0 ouxz =1), donc ensemble des solutions S = {0,1}
2) —2%+x —a = 0 est une équation de second degré, calculons son discriminant : A = 1 —4a

Si a> }1, alors A < 0, donc il n’y a pas de solutions dans R.

1+v1—4a et _ 1—+/1—4a

Sia< }L, alors A > 0, donc on a les solutions : x; = 5

3) D’apres 1), on a: f(1) = f(0) mais 1 # 0 donc f n’est pas injective.

D’apreés 2), on a : y = 1 n’a pas d’antécédent, alors f n’est pas surjective.
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4.1) Soient z1,25 € [5,+00] :

g(xl):g(l’2>:>131<1—5L’1):$2<1—5L’2):>l’1—$2:$12—$22

:>LZ'1—£E2:(£C1—$2)(£E1+ZL'2):>($1—$2>($1+l’2—1):0
= (r1—22=0) ou (r1+22—1=0)= (1 =22) ou (1 =1—1z9)

x x ou xr xr car xr X x
1 2 1 2 9 ) 2 = 2 2 = 9 2 9

= L1 = T2
Alors g est injective.

4.2) Soit y €] — o0, }J, d’apres 2), I’équation g(z) = y admet au moins une solution x dans R.

On a xl—%:1+2174y—%:‘1;4y20 d’ou I'lZ%
et zg — 3 = 17‘/12774?’71 = ”12747’ <0 dou x <L
Alors il suffit de prendre x = 1+V2174y € [%, +o0l, pour avoir y = g(z).

Alors g est surjective.
Par suite g est bijective.
Exercice03 (4p)
1) Soit a € Z on a: a —a = 0 est divisible par 2 ou par 3, c-a-d : aRa
Alors R est réflexive.
2) Soient a,b € Z, on a :
aRb = a — b est divisible par 2 ou par 3
= —(a — b) est divisible par 2 ou par 3
= b — a est divisible par 2 ou par 3
= bRa
Alors R est symétrique.
3) On a par exemple (6 — 3 est divisible par 2 ou par 3 ) et (3 — 6est divisible par 2 ou par 3)
et (3 #6)
C.a.d:da,b € Z,aRb et bRa et a # b.

Alors R n’est pas antisymétrique.
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4) On a par exemple (6-3 est divisible par 2 ou par 3 ) et (3-1 est divisible par 2 ou par 3 ) et
(6-1 n’est pas divisible ni par 2, ni par 3).
C.a.d:3a,b,c € Z,aRb et bR, et aR..
Alors R n’est pas transitive.
On conclut que R n’est pas une relation d’ordre et n’est pas une relation d’équivalence.
Exercice04 (6p)
1.1) Soient z,y e R,ona:z+y+ 5 €Rea-daxyeR
Alors * est une loi interne dans R.
1.2) Soient z,y € R, on a :
THRY=T+Yy+ s =y+r+5=y*x
Alors * est une loi commutative.
1.3) Soient z,y,z € R, on a

(@) ez = (o tu+ i) w2 ottt st = (ot (et d) + )

= <x+(y*z)+%) =x % (y*2)

Alors * est associative.

1.4) Cherchons e € R, tel que Ve e R:xxe=exx = .

Ona:x*e:x@x—l—eJr%:x@e:_%

Puisque —1—10 € R et % est commutative, alors e = —lio est I’élément neutre de la loi *

1.5) Soit z € R, cherchons 2’ € R, tel que x x 2’ =2/ x x = —1—10

Ona:x*x’:—l—lo(:)a:jtx’%—%o:—%@x’:—z—%
Puisque —z — % € R et * est commutative, alors 2’ = —z — % est le symétrique de x par
rapport a la loi
Par suite (R, %) est un groupe abélien.

2) Soient z,y € R, on a :
glaxxy)=g@+y+3)=5(r+y+5)+5=5a+5y+5+5=0Br+3)+(5y+3) =
9(x) + g(y).

Alors g est un homomorphisme du groupe (R, %) dans le groupe (R, +).
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3) Ona:e:—%:%%_leH.

Soient x,y € H, alors dn,m € Z,x = qul,y: 2”110_1, on a
_1 1) (2n71 ( 2m — 1 1 2n—1 <72m71> 2n71+72m71+1
X * =X * -y — - = * — —_ - = * = —
Y YT5 10 0 5 10 10 10 10 10
2n —m) —1
:%EH, car n —m € Z.

Par suite (H, *) est un sous groupe de (R, )
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