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Introduction

Apres avoir illustré par des exemples, comment un probleme
MRl pratique peut &tre modélisé par un programme linéaire. Dans ce
chapitre, |'étape qui va suivre sera certainement celle de la

Introduction

e résolution de ce probleme mathématique. La méthode

[Algebre graphique est |'une des premieres méthodes utilisées a ce sujet.
Rsatution La résolution graphique d'un Programme Linéaire, consiste a
TS représenter |'ensemble des contrainte, par des zone

DeE: d'admissibilités, sur un repére cartésien. Et de définir la

rincines de I solution qui offre I'optimum du programme.

méthode. Par conséquent, on doit se limiter a une représentation a deux
d'un PL variables et au plus a trois variables. Ceci indique que dans ce
PL résolu par chapitre on examinera seulement les programmes linéaires a
graphique deux variables de décision.

(Pratique)
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Espaces vectoriels

T
T2
Soit un vecteur = € R, celui-ci peut s'écrire : | . | ou encore :
Tn
n 1 si1=7
Tr = Zi:l x;€e;, avec e; = 6ij = {0 sinon

Les z; sont les composantes du vecteur x.
L'ensemble des n vecteurs {e; € R"/i = 1} forme la base
canonique de R™. C'est une base de |'espace vectoriel R".
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ition (Espace vectoriel)

Un espace vectoriel sur le corps K ou K-espace vectoriel est un
triplet (K, +,.) tel que :
Q (E,+) est un groupe commutatif d'élément neutre noté
Op c'est a dire :

(+) associative : Vo,y,2 € E,(x +y) + 2z =2+ (y + 2)
(+) commutative : Vz,y € E;zc+y=y+x

Il existe un élément neutre : 30 € E,Vz € E,0p +z =2
Il existe un élément symétrique :

Yz € E,EI:E/ € E,w—i—m/ =0g
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Definition (Espace vectoriel)

Un espace vectoriel sur le corps K ou K-espace vectoriel est un
triplet (E,+,.) tel que :
Q Vr,ye EXVAeK: M. (x+y) =A.x+ \.y distributivité
par rapport a la somme des vecteurs.
Q@ VNacK\VzeFE:(Aa).z=M\.(a.z) associativité
mixte.
QO VVacKVzie EA:(A+a).z=Az+a.x
distributivité par rapport a la somme des scalaires.
@ VreFE : lxk.z=2x
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Géométrie de la programmation linéaire
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I'Algebre En particulier, nous verrons que la notion de convexité et la
linéaire , s 2 - A .

géométrie des polyeédres et polytopes joueront un réle majeur
dans la programmation linéaire.
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efinition (Ensemble co )

Un sous-ensemble C' C V' d'un espace vectoriel V' est convexe
ssi :

Vee C,VyeC (1-XNz+AyeC VAe|0,1]

Cette définition signifie qu'un ensemble C' est convexe si le
segment joignant deux de ses points quelconques est contenue
dans I'’ensemble C.

CONVEXE NON CONVEXE

g—— = o

Figure — Ensemble Convexe et Non convexe
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@ L'intersection d'une collection arbitraire d'ensembles
convexes est un ensemble convexe.

C = U1 Ci est convexe.
@ Si C est convexe et 8 € R, I'ensemble :
BC ={x € R" : x = fc c € C} est convexe.
e Si C, D sont deux sous-ensembles convexes de V' alors
I'ensemble :
C+D={xeR":z=c+d, ceC, de D} est
convexe.
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Géométrie de la programmation linéaire

Definition (Combinaison convexe)

Soient x1,- -,z € R™, une combinaison convexe de
1, , Tk est le vecteur

S =m0, 08 =1

.

Definition (Hyperplan)
Soit a # 0 € R™ et ¢ € R. L'ensemble défini par :

H = {x € R" : a'z = c} est un hyperplan de R"

.




Géométrie de la programmation linéaire

Definition (Polyedre)
Un polyedre P C R™ est un ensemble décrit par

Dr. A. Dabba pz{xeR”;Cq;tc}oDCERT‘X’"etCERT

Introduction

SRR Un polyedre est formé comme |'intersection d'un nombre fini de

les bases de 8 £
Al demi-espaces fermés.

Definition (Point extréme et sommet)

o Etant donné un polyedre P, un vecteur « € P est un
v point extréme de P s'il n'existe pas deux vecteurs
Rl y,z #x € P et X €]0,1] tels que

graphique

3

przgramme xr = )\y + (1 - >\)Z

linéaire , , N

brinci o Etant donné un polyedre P, un vecteur x € P est un
rincipes de la . .

meéthode sommet de P s'il existe un vecteur c tel que

graphique

d'un PL
un dr<cdyVy#tzecP

.

PL résolu par



Regles de calcul dans un K-ev

[T Si (E;+;.) un K-espace vectoriel. alors on a :

Rappels sur Q@ Vre F:0.x=0g.

inee @ VaeK:a.0p =0g.
QVaeKVreFE . ar=0a=0vVz=0
Q VaeK VreFE: (—a)x=a(—x)

RésolL_ltion e v(a’ /8) € K27v($7 y) € E2 :

fR (a—pBlr=ax—prANa(z—y)=axr—ay

programme V.
linéaire

Dr. A. Dabba
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Regles de calcul dans un K-ev

Definition (Sous espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel sur K et F' C E un sous-ensemble
non vide de . On dit que F' est un sous-espace vectoriel de F/
s.s.s. F' est un sous-groupe de (E, +) qui est stable par la
multiplication par les scalaires.

Autrement dit F' est un espace vectoriel sur K avec les mémes
lois interne et externe que celles de F .

Proposition [Caractérisation d'un sous-espace]

Soit E un espace vectoriel sur Ket ' C E.
Alors F' est un sous-espace de E s.s.s. il vérifie les deux
propriétés suivantes :

Q OgcF.

Q V(\,pn) e K2 V(x,y) € F?2: Az +uy € F.
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Résolution graphique d'un programme linéaire

Introduction

Les problemes d’application de la programmation linéaire sont,
en pratique, constitués de plusieurs variables de décision dont
la résolution nécessite |'utilisation de la méthode (algorithme)
du simplexe ainsi qu'un logiciel permettant d'optimiser un
modele de programmation linéaire. La méthode graphique est
peu utilisée en pratique, cette méthode n'est applicable que
dans le cas ou il n'y a que deux variables, par contre, son
avantage est de pouvoir comprendre ce que fait la méthode
générale du Simplexe, sans entrer dans la technique purement
mathématique.




Représentation matricielle et notations

Definition (Solution)

Une solution du programme linéaire est un ensemble de valeurs
de variables de décision qui satisfont toutes les contraintes.

Dr. A. Dabba

A\,

Introduction

Rappels sur
les bases de
I'Algebre . S . . o, .
linéaire Une solution réalisable du programme linéaire est un ensemble

Definition (Solution réalisable (faisable))

Résoution de valeurs de variables de décision qui satisfont toutes les
graphique . . , e
d'un contraintes fonctionnelles et de non-négativité.

.

programme
linéaire

Principes de la
méthode
graphique
d'un PL

PL résolu par La région des solutions réalisables est I'ensemble de toutes les

Definition (Région (Domaine) des solutions réalisables

(région de faisabilité))

la méthode

graphique solutions réalisables du modele de programmation linéaire.

(Pratique)
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Représentation matricielle et notations

Definition (Solution réalisable optimale)

La solution réalisable optimale est une solution réalisable du
programme linéaire qui optimise (maximise ou minimise) la
fonction objective.

Definition (Solution d'un programme linéaire)

La solution d'un programme linéaire dépend de la région des
solutions réalisables (vide, bornée ou non bornée) et le type
d’optimisation (maximisation ou minimisation), la solution
optimale du programme linéaire correspondant soit unique,
multiple, infinie ou pas de solution.

Definition (Sommet du polygone)

On appelle sommet du polygone un point intersection de 2
contraintes a |'égalité vérifiant toutes les contraintes.

™7 mid - = =
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Principes

Un probleme linéaire est résolu graphiquement en procédant
comme suit :

Dr. A. Dabba

Introduction

@ Représentation graphique de la région réalisable.

Rappels sur
les bases de

I'Algebre @ Représentation graphique de la fonction objectif.
linéaire

@ Détermination de la solution optimale.

Résolution

hi 3N \ 7 7 s . 1 N
SR De maniere trés générale, la résolution d'un probléeme de

s programmation linéaire nécessite la mise en ceuvre d'un
algorithme. La résolution d'un PL en utilisent la méthode
graphique pour déterminer la solution optimal, il y un

. algorithme a suivre pour résoudre un programme linéaire en

B el utilisant la méthode graphique présente ci-dessous :

la méthode

Principes de la
méthode
graphique
d'un PL

graphique
(Pratique)
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Algorithm Méthode Graphique

1: Réaliser un repére orthonormé (0OX;X5)

Dr. A. Dabba 2: Représenter graphiquement les droites (équations provenant des
inéquations) c.-a-d tracer les contraintes (fonctionnelles et de non-

Introduction négativité) et déterminer le demi-plan fermé satisfaisant chaque

Rappels sur contrainte.

les bases de 3: Tracer la région réalisable (admissible) (PP), c'est I'intersection entre tous

:ife!fﬁzre les demi-plans satisfaisant les différentes contraintes.
. if (P est borné) then

La solution optimale existe.
if (P est non borné) then

on distingue les deux cas suivants :

if (le probléme est a maximiser) then

aucune solution.

Résolution
graphique
d'un
programme
linéaire

Principes de la

© ® NSO R

;:th?gze 10:  if (le probléme est a minimiser) then

d'un PL 11: une solution optimale existe.

Exemple 12: Chercher tous les points sommets de (IP) et parmi ceux-ci, choisir le point
PL résolu par qui rend I'objectif optimal par deux méthodes :

la méthode 13:  Méthode de recensement des sommets.

graphique
(Pratique)

14:  Méthode des droites paralléles (Repérage géométrique).
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Exemple
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Afin d’illustrer le processus de résolution d'un programme

Introduction linéaire avec 2 variables de décision par la méthode graphique,
Rappels sur nous considérons le programme linéaire suivant :
es bases de
I'Algebre
linéaire
Mazx z =400x1 + 800z5
Résolution
graphique
d'un T aF i) < 10000 (1)
programme
linéaire 2"E1 + 6"1)2 < 48000 (2)
Principes de la SC
méthode 33:1 + x2 g 24000 (3)
graphique
d'un PL X1 2 07 ) > O
Exemple <

PL résolu par
la méthode

graphique
(Pratique)
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Le PL peut étre résolu de maniére graphique en suive le

processus qui donne par |'algorithme

Une des conditions de la réussite de notre représentation
graphique est le choix d'un systeme d'axes. Un mauvais choix
peut rendre notre représentation non claire et imprécise.

Figure — Systeme d'axes




Exemple (Solution)
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Etape 1 : Réaliser un repére orthonormé (OX;X5).

Introduction

. A cause des contraintes de non-négativité des variables de
appels sur

les bases de décision, nous nous intéressons seulement au cadran positif
gebre

linéaire (voir figure précédente). Cette région s'appelle la région des

Resolution solutions possibles du probleme.

graphique . -rcs N

d'un Un bon choix se base sur une lecture des différents paramétres
programme

linéaire du programme linéaire. Dans notre cas, on ne peut qualifier de
RUCEEEREN  bon, le choix de 100 comme unité dans les deux axes.

méthode
graphique
d'un PL

Exemple

PL résolu par
la méthode
graphique
(Pratique)



Exemple (Solution)

Etape 1 : Réaliser un repeére orthonorm

Pour I'exemple, on peut choisir le systeme d’axes présenté dans
Dr. A. Dabba la figure suivante.

Introduction ey

Rappels sur
les bases de
I’Algebre
linéaire

10000

8000
Résolution

graphique

d'un 8000
programme

linéaire

4000

Principes de la
méthode
graphique
d'un PL

2000

Exemple
X1

PL résolu par o 2000 2000 5000 8000 10000
la méthode
graphique

(Pratique) Figure — Le systeme d'axes choisi pour I'exemple
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Etape 2 : Représentation graphique des contraintes.

Dr. A. Dabba
Parmi les solutions possibles d'un probleme, il y a ceux qui vont

. satisfaire toutes les contraintes du programme, appelés
appels sur

les bases de solutions réalisables, et ceux qui vont satisfaire une partie ou
I'Algebre . p . L.
linéaire aucune de ces contraintes, appelés solutions non réalisables.

Resolution Une représentation graphique des inégalités (des contraintes)
graphique , . 0 .

d'un va nous permettre de déterminer |'ensemble des solutions
programme

linéaire réalisables.
OSSR |'interprétation graphique d'une contrainte (1) :

méthode
graphique
¢lfm [Pk 1 + x2 < 10000.

Exemple v

Introduction

PL résolu par
la méthode
graphique
(Pratique)
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Exemple (Solution)

Etape 2 : Représentation graphique des contraintes.

o La droite x1 + x2 = 10000 passe par les points (0,10 000)
et (10 000,0) et divise le plan en 3 parties :

o La partie au dessus de la droite correspond a |'ensemble
des points tels que z1 + x5 > 10000.

o La partie en dessous de la droite correspond a |'ensemble
des points tels que x1 + 22 < 10000.

o La partie sur la droite correspond a I'ensemble des points
tels que 1 + x5 = 10000.

@ La solution du probléme sera en dessous ou sur la droite

@ Répéter ce raisonnement pour tous contraintes donne une
région convexe appelée un polyedre. Cette région
correspond a I'ensemble des points réalisables.
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ion réalisable.

REGEELEN A chaque couple de variables z1 et x9, on associe un point du
e plan dont les coordonnées correspondent aux valeurs des

Rappels sur Variables.

les bases de . , .. . . ,

I'Algebre Les variables étant positives, ces points sont situés dans

linéai , ..

e I'orthant positif.

Résolution . Sy . a

graphique Chaque contrainte permet de délimiter une partie du plan. Par
d'un 5 0z . 7L

SemEme exemple, la droite d'équation x1 + zo = 10000 définit 2

linéai o

i demi-plans.

Principes de la . , .

méthode Au-dessus de cette droite, les coordonnées des points du plan
graphique Z oo RN

d'un PL vérifient x1 + 29 > 10000. On est donc conduit a exclure ces
- points.

PL résolu par
la méthode
graphique
(Pratique)
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Etape 3 : Tracer la région réalisable.

Introduction

Rappels sur Les solutions réalisables du probleme correspondent aux points

les bases de

I'Algebre du plan situés a I'intérieur du polyedre P: O A B C D et sur
linéaire - = o
ses bords (voir la figure suivante).
Résolution 0 A .
graphique On fait de méme pour les 2 autres contraintes. On trace les

d'un

Pro/glfamme dI’OIteS d'équation .'1:1 + 2-7:2 = 48000 et 3:1;1 + x2 = 24000 et
fneaire on élimine les points situés au-dessus de ces droites.

Principes de la
méthode
graphique
d'un PL

Exemple

PL résolu par
la méthode

graphique
(Pratique)
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Exemple (Solution)

10 000 N

8000

Domaine
des solutions
réalisables

>
»

\
8000 10000 X1

Figure — Ensemble des solutions réalisables.
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Exemple (Solution)

Etape 4 : C tous les points sommets de (P).

Le probleme est de connaitre qu'elle est la droite qui correspond
a la valeur maximal (minimal) de la fonction objectif ?

Il s’agit maintenant de déterminer parmi tous ces points celui
ou ceux qui correspondent a la plus grande valeur possible pour
la fonction objectif 400z + 8002

Considérons la droite d'équation 400z, + 800zy = k ol k est
une constante. Tous les points situés sur cette droite donnent a
I'expression 400z + 800x2 la méme valeur k. Ils sont
équivalents du point de vue du profit.
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Exemple (Solution)

Etape 4 : Chercher tous les points sommets de (IP).
Si on déplace cette droite vers la droite, la valeur de k
augmente. Dans notre exemple, la valeur limite pour k est
obtenue pour la droite passant par le point B (voir la figure
suivante).

x2 4

10000 N (1)

s e
\

k croissant
400x1 = 800x2 = k

v

\ N\
8000 10000 X1
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Exemple (Solution)

On peut conclure que sur I'ensemble du domaine des solutions
réalisables, celle qui donne la plus grande valeur a la fonction
objectif correspond au point B dont les coordonnées peuvent
étre calculés comme point d'intersection des contraintes (1) et
(2).

La solution optimale du probleme est x1 = 3000, et x5 = 7000.
La valeur maximale de la fonction objectif est : 6800000.

On dit que les contraintes (1) et (2) sont saturées ou liées :
elles sont vérifiées avec égalité a I'optimum alors que la
contrainte (3) est non saturée ou non liée : il y a une marge
entre la valeur de son premier et celle de son second membre a
I"optimum.
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Mazx z =

S.C

Probleme de maximisation

10021 + 200z4

T + 29 < 150 (1)
dz1 + 229 < 440  (2)
x1 + 4xo < 480 (3)
z1 < 90 (4)
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La solution optimale est B(40,110)
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B inode objectif dans la direction des fleches indéfiniment
(Pratique) . ,

donc la solution est non bornée.
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Probleme impossible
]

T,
T -\-\--""-u\_-\-\_
——, -\-\_\-\-\-\-\-""‘--\-\.
‘ o

T T -
T 2

¢

L'espace des solutions réalisables est vide, il est
I'intersection des deux zones grises de la figure
ci-dessus
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La solution optimale B(10,5) est dite dégénérée
si trois contraintes concourent en ce point.

= = =




GeoGebra

GeoGebra

GeoGebra est un logiciel interactif de géométrie, algebre,
statistique et calcul différentiel qui est congu pour
I"apprentissage de ces disciplines dans un cadre scolaire, allant
Introduction du niveau primaire au niveau universitaire. GeoGebra est

Reppeb distribué comme logiciel libre.

les bases de
I’Algebre
linéaire B SN IP AN EIES ‘ =
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Figure — Logiciel Geogebra.
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