Chapitre 3 : Systeme lineaire libres amortis a

un degreé de liberte.
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3.1 Force d’amortissement.
Un systéme soumis a un frottement est dit amorti. Le frottement le plus simple est le
frottement visqueux. Les frottements visqueux sont de la forme
f=—-av
Est une Constante positive appelé coefficient de frottement et v est la vitesse du corps en

mouvement. En mécanique, I’amortissement est schématisé par :
a

H:J_

La vitesse v est dans ce cas la vitesse relative des deux bras de I’amortissement.
3.2 Equation de Lagrange des systemes amortis

S’il existe un frottement f =—aq , ’équation de Lagrange devient :

d(aL oL .
prrl Heornll il Bl et 248
dt \ og aq
En introduisant la fonction de dissipation D :%aqz , NOUS pouvons ecrire :
. oD . 1 1 . _ 1 1
f =—a =———. (En translation D =Zgv?=Zax?. En électricitt D = =Ri2==Rq?).
ag 2 2 2 2
L’équation de Lagrange des systémes amortis s’écrit alors (ou g=x, y, z, q, 6...)
dfa) (a)__o
dt \ oq oq oq
3.3 Equation du mouvement des systemes amortis
L’équation du mouvement des systémes linéaires amortis par f = —aqg est de la forme
e On définit ’oscillation amorti comme suit :
.o . 2
G(t)+250(t)+aq(t)=0
Ou O estun coefficient positifet est appelé facteur d’amortissement. wo est la pulsation propre.

g’_g —Q est appelé facteur de qualité.

3.4 Résolution de I’équation du mouvement
q(t)+25d(t)+wig(t)=0
La résolution de cette équation se fait par le changement de variable

q (t):Aert =( (t ) =Are" :>q(t ) =Ar%" P’équation devient alors :
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G(t)+250 (t)+ewiq(t)=0
Ar%e" +26Are" + wlAe" =0
Ae" (r?+20r +af)=0
r’+25r+w: =0
On calcule le discriminent A ‘et on obtient alors :
A=(26)" -4}
A=45" - Aa};
A=4(52—a)§)
\/Zz\/4(§2—a)§)=2\/(52—a)§)

Il existe trois types de solutions :

e Casou le systéme est fortement amorti : A>0=0 >, et Q <05

q(r)

Y,

N

La solution de 1’équation différentielle s’écrit comme suit :

—25+2,/6° -t
q(t)=Ag" +Ae™ avecr,, = > % =—5iaf52—a)§

t&ﬁzgy+Aﬁbﬁﬁzgy:eﬂ[AﬁtﬁZ¥}+Aﬁwz¥f]

q(0)

q(t)=Ag

Ou A; et A2 sont coefficients a déterminer par les conditions initiales

$0=®

d(t=0)

On dit que le systéme a un mouvement apériodique.
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Figure 3.1 : Mouvement amorti apériodique
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e Cas ol I’amortissement est critique : A=0=>06 =0, et Q=05

q(1)

q(0) \

La solution de 1’équation est de la forme :
q(t)=(At+A,)e"
_T20_
2
q(t)=(At+A,)e™

n=r,=r -0

Ou A: et Az sont coefficients a déterminer par les conditions initiales :

q(t=0)
G(t=0)
p@
i b p(t=0)=0.5, v(t=0)=4
05k
LY -
05f e ")
a  p(t=0)=0.5, v(t=0)=—4
1t

Temps (5)

Figure 3.2 : Mouvement amorti critique
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e Cas ol I’amortissement est faible : A<0=0<w, et Q>0.5

pat)

Deux solutions complexes pour I’équation caractéristique

=0 j ol -0
r,=-0+jyaf -5

Le mouvement résultant est  (t) =Ag™ +Ae"

t .
" soit

q(t)=Ae " cos(awt +¢)

a(t=0)

Ou A et @ sont des constantes a déterminer par les conditions initiales : q (t _ O)

Le mouvement est dit pseudo- périodique. w = ,,/a)j — o2 est appelé pseudo- pulsation.

T=""=0rr0o—— est appelé pseudo période.

p (t) T T T T T T T

A exp(-<1)
Xq /\ / 4
0 /-\ e —

gl

Temps (5)

Figure 3.3 : Mouvement oscillatoire amorti

3.5 Décrément logarithmique
Pour évaluer la diminution exponentielle de I’amplitude du mouvement pseudo-périodique,

nous utilisons le logarithme. Le rapport
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t t . . L
D =Ln a(t) Ou encore D =1Ln Lest appelé le décrément logarithmique. En

q(t+T) n o q(t+nT)
-t

utilisant 1’équation( (t ) =Ae™ COS(a)t -I-(D) ,ontrouve 6 =Ln =>D=6T

Ae*é‘(tJrT)

v" 1l faut signaler que le systéme subit une perte d’énergie totale due au travail des

forces de frottement.
dE, (t)=-ap(t)’ dt =—dW, = AE, +AW, =0
3.5.1 Exemples

a) Soit le systeme masse-ressort ci-contre. Trouver I’équation du mouvement d’abord avec le

Lagrangien puis avec PFD.

Solution
* A l’aide du Lagrangien :
Le Lagrangien est :

1 1

L=T -U==mx*-=kx?
2 2
D =1av2 :100('2
2 2

L’équation de Lagrange s’écrit alors :

d(oL) (oL)__db
dt \ oX OX oX

1 ., 1 .,
Avec L =T -U :me —Ekx +cte

X X\ 2 2 X
oL _ 0 Ly :—lki(xz):—ik(ZX):—kx
oX  OX 2 2 OX 2

1, 1 aD_a(l .zj 1 9

D=—avi=—aX"=>—=—/| =—aX
2 2 oX OX

o _o (lmxzjzlmi(xz):%m(zx):mx :d—(a—Lj:d—(mx):mj—t(x):mX'
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Alors

.k a
. ) X+—X+—X=0
mx +kx =—aX = m m

X +aiX +25X =0

ﬁ:%:%zﬂgawzﬁzazﬁ;

Alaide du PFD: Y F=md=mg +T +R +f =m &= —kxi —mgj +Rj —axi =mxi’
Par projection sur x'Ox: —kx —aX =mx = mx +kx +aX =o:>>'<'+£x +%x =0
m m

b) Soit le systeme disque-ressort ci- contre. 8 < 1. Trouver 1’équation du mouvement si
M=1kg, k=2 N/m, R=10cm, r=5cm, a=8Ns/m.

A T’aide du Lagrangien :

T=E, =T [Disque]zé\] 6?

REEIVI-E
2

T :1(1MR2j9’2
212

du, =-Fdi' =-F.dl cos(F, (1).dI (V)

dU, =-F,dl cos(180°)
cos(180°) =-1
du, =+F.dl =kxdx /F, =kx,dl =dx

U, = J.dU = XD'([H kxdx =k XEX xdx =k {%TH _ kE[X ZTW

0
0
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U =U, :%[(xo+x)2—0}

U :kz(xo+x)2 :%(xz+2xx0+x02):k3x2+kxx0+£x§

U :£x2+kxxo+£x§+cte/£x§:cte
2 2
Alors
K 2
U =U, =—x"+kxx, +cte
2

Avec

sin9=%:>x =Rsin@

U =U, :kEx 2 +kxx, +cte =kE(Rsin8)2 +k (Rsin@)x, +cte

A faible amplitude sin@ = @

U =kER2(6?2)+(kao)(9)+cte

Equilibre
vl _
00 |y
N K R?x20-(kRx,)
oe 2
q :¢9=O:>ExR2><2(9=0)—(ka0)=—(kaO)
20 |, 2
q =0=—(kRx,)=0=x,=0
8X x =0
Alors
U =£R2¢92+cte.
2
D=105v2=105x'2
2 2

X=10=D = a(rd)
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i) (a) o
dt\ o) (o0 00
Avec L =T -U =U _1 l|\/|R2 92—£R202+cte
2\ 2 2
oa_o 3£3MR2j92 =E(EMRZ)Q(éz)=E(EMR2)(29)=[EMRZJQ
00 00\ 2\2 2\ 2 00 2\ 2 2

8255 (e o3 01

%:i(—lkRZezj:—lkRzi(ez):—lkRz(ZH):—kRze
00 06\ 2 2 90 2
D:iaﬁ:lmﬁg’z:@:i[l rZQZ]:larZ__(92):10{,—2(29‘):&,»29'
2 2 00 00\ 2 2 00 2
Alors
kR ? ar?

0+ 0+ 0=0 (. 2k  2qr®.
. ) 1 1 0+—0+ 0=0
(%MszﬁJrkRZ&:—arzej (MRZJ [ZMRZJ = M MR?

2 . )
o . 6+wl0+250=0
0+w20+250=0

2 2
wgzﬁznooz,’&et 25:20“’2 Ss=X .
M M MR MR

DR. GHELLAB TORKIA



