Chapitre 4 : Systemes linéaire forcés a un

degré de liberte
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4.1 Force d’excitation

Pour vaincre les frottements responsables des pertes d’énergie et des ralentissements des
systémes en mouvements, il faut appliquer une force externe qu’on appelle excitation.
4.2 Equation de Lagrange des systemes forcés

Sienplus du frottement f = —«aq , il existe une force d’excitation externe (t), I’équation

de Lagrange s’écrit :

d_(ij _[%j = —(@j +F (t) (En translation)
dt \ oX OX oX

4 (L[ +M(t) (En rotation. . est le moment de la force)
dt\ 00 00 00

4.3 Equation du mouvement des systemes forces
L’équation du mouvement des systémes linéaires amortis par f =—qdq €t excités par

F (t) est de la forme (a est une constante)
F(t)

G+ wfq +26¢ = ——=
a

4.4 Résolution de I’équation du mouvement

La résolution de I'&équation ¢+ w?q +25q = F®) st tras simple pour une excitation
a
sinusoidal F (t)=F, cost . Dans ce cas I’équation s”écrit : ¢ + w?q + 285G = Fo cosat . La
a

solution générale de cette équation est : q (t) =0, (t)+q, (t)

v G (t )est la solution (transitoire) de I’équation homogéne (sans F). Elle dépend du signe
de 52— wo?. Elle est dite transitoire car elle s’éteint au cours du temps (voir chap. 3.)
v o q, (t)est la solution (permanente) de 1’équation non homogene (avec F). Elle est

appelée permanente car elle dure tout au long du mouvement.

La figure 4.1 montre la superposition des deux régimes :
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p 1

U\/‘v\w —w Solution générale: Régime amorti
WW\/W\N\/\/ —= Solution particuliére: Régime sinusoidal

|
MN\/\/\/V\/\N —=  Solution totale: Solution générale + Solution particulére

-t
t=0
- i} -

Régime Régime permament
Transitoire

Figure 4.1 : Superposition du régime transitoire et du régime permanent

Dans le cas ou I’excitation est sinusoidale de type : ( (t ) =A cosat . Ontrouve A et ¢ al’aide
de la représentation complexe comme suit :

F(t)=Fcosat > F(t)=Fe'*

q(t)=Acos(at +¢)—>G(t)=Ael*? = Ael)

§ + 259 + wiq _Fo cosat —>Cf+25d:+a)§q:ie(j“*)
a a

— —w?AeU™ 1 25 whel™ 1 wpzAeli®) = Foglio
a
= —0*A +25j A + A 2%
F
= A= a

(a)(f —a)2)+25j @
L’amplitude du mouvement est donc :
%
A= |Al= a

i \/(a)g — o )2 +45° 0"

La phase ¢ du mouvement (déphasage entre (t) et (t)) est donner par :

Im(,&) 25w
e Re(A) T g
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Finalement la solution du mouvement en régime permanent est :
q(t)=Acos(at +¢)
4.5 Résonnance

La pulsation d’excitation ., pour laquelle I’'amplitude A atteint son maximum est appelée
OA

pulsation de résonance (d’amplitude) «, . A est maximale lorsque — 5 =0.
w
oA 4ol -0') 8% (F/ j
S =0= = —4(ef -0’ )+85° =0
@ 2[((05—002) +45%w 2}

Soit w=\Jaf —26% = w, = o, =, 1—4é2

F% c
A cette pulsation, lamplitude est : A a S A, =— Q
" 45w, —45° am, 1
4‘Q 2
Pour qu’il y ait résonance il faut que : @,” — 26> >0 :>1—( ! ) >0=Q > =3
o 2 V2

Le facteur de qualité doit donc étre supeérieur a % — ’amortissement doit étre faible.
2
e DA Im(A) 260 7r
D’apres I’équation : tang = |=————onatang=—w| ¢=—— lorsque o = w, .
Re(A) of-o’ 2

Cette pulsation est appelée pulsation de résonance de phase
4.6 Bande passante et facteur de qualité

La puissance instantanée fournie par la force d’excitation est :

La solution totale s’écrit alors comme suit : P = dw _ Fdg =FjP

dt dt

En utilisant I'équation ( (t ) =A COS(a)t + (0) on trouve
P =—F, cosat x @A sin(at +¢) = —%coAFO [sin(2at +@)+sing |
La puissance moyenne est

I T | o1 tan ¢
p>_T—jO Pdt =~ 0AF,sinp =~ wAF

’ J1+ tan ?
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F% m(A) 260

D’aprés les équations A = [A|= et tangp= =
\/(a)g—a)z) +45° 0’ Re(A) =@
w25[|:02j
a

(a)g -’ )2 +46%0°

(p)=

o = o,
(p) est maximale lorsque o(p) 0> F.?

aa) < p>max

" dwa

La pulsation o, et ., pour lesquelles <p>est a moitié de son maximum sont appelées

pulsations de coupure. La largeur «,—«, =B est appelée la Bande passante. D’apres

G 3 N

(a)g -’ )2 +46%0° ’

(a2 faible amortissement : § <« wo) pour

@, =aw,—5et w,, =w,+6 . Donc B=26.

% - ;"_; —Q est le facteur de qualité (voir chap. 3).

Les graphes de A, ¢ et <p> en fonction de la pulsation d’excitation w sont :

A

(P)
(P
1,

3P

Q,%0Q, O
B
: ?A(F§

A=——To/a ¢=tan"1 |22 _| (P) = __\F5/e) = /2)
V(w3-03)*+ar0e (w3-92) (w3-02)"+4r202

DR. GHELLAB TORKIA



Analogie entre les systémes mécaniques et électriques

Le formalisme développé en cours est valable pour toute coordonnée généralisé q.
témes mécaniques g peut étre x,y, 2,0, ..

g qui circule dans le circuit.

Dans le cas des sys-

., alors que dans le cas des systémes électriques ¢ est la charge
Nous avons alors les tableaux suivants des analogles mécanique-électrique.

Analogie entre grandeurs

Systéme Mécanique Systéme Electrique
Grandeur réelle complexe Grandeur réelle complexe
Coordonnée x x Charge q q
Vitesse v=1x g:i Courant 1= q i:g
Force F F Tension E E

Analogie entre formules
Systéme Mécanique Systéme Electrique
Formule complexe Formule complexe
] _ I ] K
Impédance mécanique Z== Impédance électrique z ==
v 2
N dv _ . : . i _
Force d'inertie m 7 = jmwu feem dinductance La = jLwi
Force de frottement av Tension d'une résibtanee Rg‘
; k
Force d’'un ressort kx = k fydt = —u Tension d’une capacité : f_ 7
Jw C

Analogie entre éléments et caractéristiques

Systéme Mécanique

Systéme Electrique

Puissance dissipée par frottement av

- 1
Ressort k Capacité inverse Yol
Inertie m Inductance L
Frottement a Résistance R
Pulsation de résonance Vk/m Pulsation de résonance 1/VLC
Bande passante 2A=a/m Bande passante A=R/L

2
Energie d'un ressort %k:::2 Energie d'un condensateur lzq?
Energie cinétique d’un corps %nw? Energie d'une bobine ]ZLZQ
2

Puissance dissipée par effet Joule Ri>

F=—v+jmwy+av
Jw
Impédance mécanique

s E_k

v Jw

+inw+a
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Exemple

.'/E->
dt L Ri—E=0
fz + 7 —l— 2
E = . + jLwi + Ri
L jc_wz +olw +
Impédance électrique
zZ= £_ ! + gLt R
=TT T jow T



Aft=0

i+ 287 + wly = A(t)

Al

|

Equation homogéne :

F+26y+wiy=0

On cherche une solution
homogéne valt)

Equation caractéristique :

2+ 20+ wi=0

l

A=)

¥y (t) = A,™ + 4,65t
—b+ A a=0

12 = 2a

L 4
yu(t) = (4, + 4,t)e

yyle) = As_'srcas(wnr + @)

wp = |ws— &
|

A<

r

Equation générale -

i+ 287 + wiy = A(1)
1
Ou cherche la solution particuliere v(t)

A=Ay Alt=Aycos(t)

Ay
) = —
}p{ :I {d‘é

¥
¥plt) = yoeos(iic + @)

Jilefg — 0?2 + a82n?

an
—n?

¥o

2
@ = —Arctg 3
Ly

Figure 4 : Organigramme de la solution d’une équation différenticlle du second ordre
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