Chapter 2

Calcul propositionnel

2.1 Alphabet et mot

Soit A un ensemble quelconque (fini ou infini) les éléments de A seront appelés des lettres et A

luis méme sera appelé alphabet.

Définition2.1. Un mot sur l'alphabet A est une suite finie d’éléments de A
u=u0,0,....U,

n est la longueur du mots U.
L’ensemble du mots sur A sera noté A*.
Sur A* on définit 'opération de concotenation :
A" x A — A*
U V)— UV =U,-Uy....U, - V1 -V5...V,
Avec: U=U;...U,et V=V,...V,

La longueur d’un mot définit une application :

[: A" — N

U = uj.uy..u, — l(u) =n ( n la longueur de u)

la concaténation est une opération associative est a pour élément neutre le mot vide € :
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Autrement dit (A*,.) monoide.

Définition2.2. On dit que a € A a une occurrence dans le mot u si a est une lettre de u, i.e:

siu=wuuy...u, donc: Ik € {1,2,...n} t.q:a=u
Remarque. il peut y avoir plusieurs occurrences de a dans wu.

Exemple.
A=A{a,b...z,y,z}

u = abaab

l(u) =5

la lettre a & trois occurrences dans u et la lettre b en a deux occurrences dans u.
Propriété 2.1

o [(uv) =1(u)+1(v)

o UV =UW =V =W

o UV =VW =S U=W

Définition2.3. le mot u est un préfixe du mot v s’il existe un mot de w € A* t.q : v = uw. u

est un suffixe de vsi Jw\v = wu

2.2 Syntaxe des formules propositionnelles

Définition2.4. les connecteur propositionnels sont les symboles :
] : Pour la negation (non)
A : pour la conjonction (et)
V@ pour la disjonction (ou)
—: pourl’implication
<—: pour I'quivalence

Soit P un ensemble non vide des propositions élémenteures ou atomiques, les éléments de

P seront notés : p,q,r,s.

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Remarque.

1- En logique élémentaire une proposition est une énoncé qui sera 4 communiquer des

faits : p = il peut, ¢ = il fait beau

2- P ne contient pas les connecteurs |, A,V —, <—;on considere I'alphabet suivante:

A=PU{],A\,V —«—.()}

Soit A* 'ensemble des mots sur A on a :
(p—>q) € A
(pe A
pe A
() e A*

(pgn) € A”

Définition2.5. L’ensemble F des formules propositionnelles est le plus petit sous ensemble de

A* qui vérifie:

1- P C F (toute proposition élémentaire est une formule).
2- Fe F=|FeF

3- F.GeF= (FxQG) e Favec x,=,A\,V, — +—
Remarque.

1- Les formules de suites sont des mots i.e des suit de symboles sans aucune signification

?

I’attribution d’un sens i.e d’'une valeur ”vrais ” ou "fausse” a une formule constitue

le sémantique de formule .

2- Le terme ” plus petit”est a prendre au sens de l'inclusion des ensembles de F est
donc l'intersection de toutes les parties de A* qui verifient les propriétes 1,2 est cette
intersection est non vide puisque A* lui méme vérifie ces proprietés donc: F = () Y

YCA*
et Y vérifie 1,2 et 3 .

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Exemples.

e ('p — q) est une formule .

e (p A gAr)nest pas une formule.
e ('p — q) est une formule .

e p est une formule

e (p —> ¢V r) n’est pas une formule.
Définition2.6. La longueur d’une formule F' est le nombre des lettres dans F', [(F') = { lettres dans F
Exemple. FF= (pAq); U(F)=5; F=p; l(F)=1.
Remarque :Il n’y a pas de formule de longueur 0

e [l est possible de donner de I'ensemble F une description plus explicite : nous allons
pour cela définir, par récurrence, une suite (F,), € N de parties de A*, on pose

Fo = p et pour chaque n
Foi1 =F  U{|F Fe F,} U{(FxGQ); F,G e F,x € {\,V,—,«—}}

On notera que la suite que la suite (Fn)neN est croissante on a f,, C F,,ona F, C

‘Fn—ﬁ—l
( pour n < m, on aF, C Fy,)
Proposition2.1. F = J, .y Fa

Preuve. Posons Z = J,,cy o

Z est une partie de A* qui vérifie les propriétés 1,2 et 3 donc F C Z( car F est le plus

petit sous ensemble de A* vérifier 1,2 et 3 )
Z CF?
On montre par récurrence que, pour chaque entier n, on a F, C F 7

Sin=0,p=Fy, C F par définition, on suppose (hypotése de récurrence) F, C F alors

Fni1 C F d’aprés la définition de F, 1 et les propriétés de stabilité de F

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Définition2.7. La hauteur d’une formule F' € F est le plus petit des entiers n tels que :
F € F. Elle noté h[F]
h(F)=min{n/F € F,}

Exemple.

2.3 Principe d’indication sur I’ensemble des formules

Supposons que nous voulions démontrer qu’une certaine proposition Q(F') est vérifiée par toute
F € F. Nous pouvons pour cela faire un raisonnement par récurrence (au sens usuel) sur la
hauteur de F' : nous serons alors amenés a montrer, d’abord que Q(F') est vraie pour toute
formule F' appartenant a JFy puis que si Q(F') est vraie pour toute F' € F,, alors Q(F) est

également vraie pour toute F' € F,.1; Vn € N.
Principe. Si Q(F) vérifie:
1) Q(p) vraie Vp € P i.e (Q(F) vrais par F € F,).
2) Q(F) vraie = Q(]F) vraie.
3) Q(F) vraie et Q(G) vraie = Q(F *x G) vraie x,, A\, V, =, <,

alors Q(F') est vraie VF € F.

Exemple. Q(F) ”F a tout de parentheéses ouvrantes que fermantes ” i.e: Q(F) = "O(F) =
f(F)” on montrer que Q(F') est vraie, VF' € F pour cela posons : O(F') = f parentheses

ouvrantes, f(F') = f parentheses fermantes.

1) Soit F=pe P, O(F)= f(F)=0, donc: Q(p) est vraie.

2.3. Principe d’indication sur ’ensemble des formules
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2) On suppose que Q(F) vraie = Q(|F) vraie.

3) Supposons que :

O(F) = f(F) et O(G) = [(G)
O(F+G))=0(F)+0(G)+1 ¢ = O((FxG)) = f((F+G)) donc Q((F*G)) est vraie.
f(F=G)) = f(F)+ f(G)+1

Sous formules.

On définit 'ensemble sf(F) des sous formules de F' par:
o Si F'=p,sf(F)={p}
o SLF=]G,sf(F) = {sf(G)} U{F}.

e SiF=(G+xH),sf(F)={sf(G)} U{H} U{F}.

Exemple.
F=l(p=adArr) = \2_)
=1 = H) =1K

sf(F) = sf(IK) = sf(K) U {F}
K = (G < H)
sf(K) = sf(G) V sf(H) U {K}
H = s, donc : sf(H) = {s}

G=((pzq)A\;;;)=(G1AG2)

sf(G) = sf(Gy A Ga) = sf(G1) V sf(Ga) U {G}
sf(Gy) = {r}
Gy = (p = q)donc, sf(G1) = sf(p = q) = {p, ¢} U{p = ¢}

sf(F) ={p,¢.r,s,(p=>q,(p= Ar,(p=q A1) < s, F}

2.3. Principe d’indication sur ’ensemble des formules
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2.4 L’interprétation d’une formule logique

2.4.1 Arbre de décomposition d’une formule

I’arbre Ap de la formule F' est définie par récurrence sur F
e SiF = p,alors Ar = "p.
e SiF =G, alors Ap = q,,.

eSiF = (G x H) alors Ap = /*\
Ag An

Avec: %, =, A, V, =, <—

Exemple. F =] ((p A q) V q)

Exemple. M = (AN (]B=1A)A(|BV]C)) = (C =1A4)
Onposons: My = (AAN(]B =14) A(|BV]C)) et My =

il constatera d’abord que M s’écrit (M, = M)

(€ =14)

ensuite posons : My = (AN (| B =1A)), My = (|BV]C), Myyg = ¢, My; =] A il

écrira My = (Mo N My) et My = (Myy = Mi;) pour suivant ainsi, il sera amené a

poser successivement :

Mooy = A, Moo1 = (] B =1 A4)
Moy =1B, Moy =]e¢

My = A, Moo =1 B

Moon1 :1 A, My1oo = BMop11o = C, Mooioo = B, Myo110 = A de telle sort que :

MOO = (MOOO A M()Ol)v MOI = (MOIO VM011>7 Mll :—I MHO’ MOOl = (MOOIO = M0011>7

MOIO :] MOlOOv MOll :] M01107 MOOlO :—I MOOIOO et MOOll :—‘ MOOHO

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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h(M):5l€ MEJT"E,.

N
l=
/

11 |

Mﬂﬂlﬂ Ml}ﬂll Mmun Mﬂllﬂ

] 1

L'1{!'[!1!]!] Mﬂﬂllﬂ

Définition2.8. L’hauteur d’'un arbre est le nombre maximum de feuillets de la racine a une

extrémité de l'arbre, dans 'exemple 1 h(F) = 3.

Exemple. F =] (((p = q) A r) < \S/_/)

F ]G <> H) 1K !
A= 1:K = (G H)
|

Ag

Chaque noeud n détermine un sous-arbre A, qui correspondance a une sous-formule F.

Inversement 'arbre de chaque sous-formule est une sous- arbre de ’arbre de la formule

2.4. L’interprétation d’une formule logique
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Ainsi :

Sous- formules de F' = Sous-arbre de Apg

2.4.2 Substitution dans une formule

Soit F' une formule et soient p1, pa, ..., p, des proposition élémentaires.
L’écriture F'[py, pa, ..., pn| signifie que les lettres de P qui sont dans F' sont parmi les p; ,i =
1, 2, ..., n.

Exemple. FF = (p <= (p A q)) on écrira Flp, q|, soit F' = Fp1, ..., Pn, ¢1, ---, @] une

formule et soient Gi, Go, ..., G,, n formules.
Définition2.9. On appelle F [%, g—Q, e IGD—:] le mot obtenu par remplacement (substitution)

de G; a la place de p.

Autre notation. Fo, ¢, = F[G, ..., G, ¢1, @2, -, Gn]

P17 P

Exemple. F' = (p <= (p A q)) = Flp, q],onprendG = (q = p)

Fo = F(G,q) = (g =p) < ((p =9 A9

Proposition. Le mot F [%, - %] est aussi une formule.
n

Preuve. On raisonne par induction sur le formule F

e F'=p

- si F =pgalors Fay, ..., Fe, =Gy,
P1 Pn

-si FF=p+# p,p2y.--,Pn, et Fop, ..., Fa, = F dans les deux cas, aux a une
pP1

Pn

formule.

Pn

oF' =G, on suppose Go, Ga, formule.
A,

Alors Fea,, ..., Fa, =]Gs; Ga, est aussi une formule.
P1 Pn pp Pn

x F(G « H) avec x = A, V, =, < méme raisonnement.

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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Théoréme2.1 (Substitution et valuations). Soit v une valuation, F, G, G, ..., G,, des

formules et py, pa, ..., p, des propositions élémentaires, soit v’ la valuation défini par :

/ U(p) S'Lp 7é P1, P2; -5 Dn-
v'(p) =
9(Gy) sip=p; (1 <i < n).

Alors IQ_J(FQ, e F@) = 17’(F>
P1 Pn
Preuve.

1)« F=1p

x Sip # pi, alors : Foy, ..., Fa, = Fetv(Fa,, ..., Fa,) = 09(F) = v(F) = V(F) =
p1

v'(F)

xSt p = p;alors, Fa,, Fay, ..., Fa, = G;et : 9(Fay, ..., Fa,) = 0(G;) = V' (p;) =
P11 pn Pl pn

P2

v (F)
= ¥(F)

2) F=]Getv(Ge  cn) =1(G)

o(Fa, a,) = 9(|Ga

~~~~~~~~~~~~~~~

xF = (G * H) 1 1

Si=1, F = (GANH) et T)(gll, . i:) = v'(G) et U(H% 7777 %) = v'(H),

0(Fo, o) = 0(Ger o A Hey, .., %) = o(G).a(H) = #(G).0(H) = ((Gy H)
= ¢/(F) méme chose pes les autre cas *, =, V, =, &

Corolaire. Si I’ est une autre tautologie alors la forme Fa, ¢, est aussi une tautologie.

p1 " pn

Preuve. Pour tout valuation v on a 9(Fa, ¢,) = v (For )

p1 " pn P17 pn

Théoreme2.2. Soit F' une formule, G une sous-formule de F' et H une formule équivalente

a G alors: F' = F 1 et logiquement équivalente a F'

Preuve. Par indication sur les formules
eSIF =p, G=Fet F' = HetdoncF' ~ F.
eSiF =] F)alors G = FetdoncH = F' et FF ~ F' ouG est une sous— formule de Fy,

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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Fl = Fyg ~ Iy, donc F =|F/ ~F

eSiF = Fi x Fy, x = A,V,=>, & .x = A, FF = I} A Fyalors il ya trois possi-
bilités. ou bien G = F, ' = H et on a F' ~ F.ou bien G est une sous-formule
de Fi, et par hybothese d’indication, la formule Fj, résultat de la substitution de
H aG dans Fp, et logiquement équivalente & Fj. La formule F’ est alors la for-
mule (F] A Fy) elle est logiquement équivalente a F' car,pour toute valuation v, on
a 0(F') = o(F)).0(Fy) = 0(F1).0(Fy) = 9((Fy A Fy)) = 9(F) le raisonnement est tout
a fait similaire dans la troisieme éventualité, celle ou G est une sous-formule de I3 les
cas F' = (Fy U R), F = (F, = F), F = (F} & F) se traitent de fagon analogue,

en utilisant les propriétés :

v(1F) =1 + v(F)
W(F V G)) = o(F) + v(G) + v(F).0(G)
W(F = Q) =1+ o(F) + v(F)0(G)
W(F = G) =1+ v(F) + v(G).

2.5 Sémantique

Définition2.10. Une distribution de valeurs de vérité ou valuation v est une application :
v : P — {0,1}ou P est 'ensemble des propositions élémentaires. On dit que v
définit un modele M des calcules propositionnel les valeurs Oet 1 représentent “vrais“
et “faux“ et peuvent aussi étre notées v = 1, F = 0, v # V Si Pde cardinale n le

nombre de valeurs de vérité différentes est exactement 2" = 2¢F.

Exemple. P = {p, q} on a donc 2* = 4
11
10
01
007

2.5. Sémantique
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v P— {0, 1} ve : P — {0, 1}
p — 1 p — 1
g — 1 qg — 0

vy : P — {0, 1} vy P— {0, 1}
p — 0 p — 0
qg — 1 qg — 0

Le but de la sémantique est de donner des valeurs de vérité aux formules du calcul des propo-

sitions pour les différentes valuation définies sur les propositions élémentaires.

sémantigues
F 3

4
0 1
/T ?KU
i | > syntaxe ] T
ME- M 4
F 3
9
1 1 3 0
P q p q
M M
1 2

Théoréme2.3. Pour toute valuation v : P — {0, 1} il existe une unique extension o :
F — {0,1} (i.e © = v sur P) et qui est telle que :

1)3(]F) = 1 <= o(F) = 0.

2.5. Sémantique
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2)B(FAG) =1« o(F) =0(G) =1
No((FVGE) =0<«<=9F)=1G) =0
D)B((F = G)) = 0 < o(F) = 1etd(G) = 0
50(F & Q) =1 < o(F) = 9(G)

Preuve. Soient 7; et 7, deux extensions de v et soit Q(F') la proposition
“01(F) = Do(F)““. On doit montrer que Q(F) est vrais, VF € F
oSiF =p: 5 (F) = 0(F) = v(F) donc Q(F) est vraie.

e SiF =]G et Q(G) est vraie.

n(F) =1 1 (G) =0
=t @ =0l e e

0 (F) =0 <= 0(G) =1

Donc : Q(F) est vraie aussi.

e Méme chose pour F' = (G x H), * = A\, V, =, & .

Remarque. Sion définit + et . dans Z = {0, 1} par
0+0=0 0x0=0
0+1=1 0x1=0
1+0=1 1x0=0
1+1=0 1x1=1

les conditions 1) et 5) deviennent :

Do(]F) =1+ o(F)
2)3((F A G)) = 5(F)5(QG).

3)((F VvV G)) =0(F) + 0(G) + 9(F)0(G)
Ho((F = G)) =1+ 0(F) + o(F)9(G).
50((F < G)) = 1+ o(F) + 0(G)

ces conditions sont aussi souvent écrites sous forme de vérité pour les connecteurs |, A, V, =

, &

2.5. Sémantique
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FlG|(F Q)
1|1 1
110 1
01 0
010 0

FlG|(F QG
1|1 1
110 1
011 0
00 0

Exemple. F =]((p< ¢ Vp =9 AN <s)=(p=q)

on suppose que P = {p, ¢, r, s}

v: P — {0,1}
p— 1
qg — 1
r — 0

s — 0

Calculer (F), donc: o(F) =0

2.5. Sémantique
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FlG|(F=G)
1)1 1
110 0
0|1 1
00 1

F|G|F &G
111 1
110 0
011 0
01]0 1

1

0

1 =

ﬂlA—ﬁ

/

® 1 p q
r 5 | 1
= 1 = 0 0

2.6 Tautologie et équivalences logiques

Soit v une valeur de vérité définissant un modele M du calcul propositionnel et soit o son

extension sur les formules.

2.6. Tautologie et équivalences logiques
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Définition2.11.

1) Le formule F' est dite satisfaite dans le modele M si 4(F) = 1, on note M = F

si non elle est dite non satisfaite o(F) = 0, on note M FE F .

2) F' est une tautologie si pour tout modele M, ona M | F, on note F F.

Exemple. F = (pV]p),, P = {p} & valeur de vérité ,(F) = 1 F est une anti tautologie

si por tout modéle M, ona M FE F, on note ¥ F.

Exemple. F' = (pA]q), P = {p},v1 : p — 1,0,(F) =0
, Vg 1 p — 0, o(F) = 0.
- Une tautologie est donc une formule toujours vraie (V la valuation).
- Une anti tautologie est une formule toujours fausse.
3) est logiquement équivalente & G si (F' < @) est une tautologie, on note F' ~ G.

Autrement dit o(F) = 9(G) pour toute valuation v.
Exemple. F' = p, F ~ G, car (p < ||p) est une tautologie G =1]p.

Remarque.

1) En terme de table de vérité, une tautologie est une formule qui a des 1 par tout dans
sa derniere colonne.
- Une anti-tautologie a des 0 par tout sur sa derniere colonne.

- Deux formules logiquement équivalentes ont les méme tables de vérité.

2) ~ définit sur F une relation d’équivalence I'ensemble quotient

r {[F|, F € F}, [F] = {G € F/F ~ G} = les classes d’équivalence de

~Y

F. Quant on compare deux formules “a équivalence logique “ cela veut dire qu’on

F
compare les classe correspondantes dans —.

Y

Ftautologie <= Vv, u(F) =1
= F~G
Gtautologie <= Vv, 9(G) = 1

2.6. Tautologie et équivalences logiques
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donc : toutes les tautologie sont logiquement équivalentes est froments la classe 1.
De méme toutes les anti-tautologies sont logiquement équivalentes et forment la

classe 0.

3) F=G=F ~G.
F~G= F =G
F ~ G = [F] =[G

Exemple. Voici quelques tautologies sous-forme d’équivalence :

1) Idempotente de la conjonction et de la disjonction
((p A p) <= p)

((p Vp) <= p)

2) Commutativité de la conjonction, disjonction et équivalence :

(pAg)e (@AD), (Ve (@Vp) (e qe (@eDp)

3) Associativité de la conjonction, disjonction, équivelence :
(pvaVvr)e@Vviegvn), (Aag Ar)e (pA(@Ar),

(peqger)e@e(@er))

4) Distributivité de la disjonction/conjonction et réciproquement :
(PVignrr) e (eVvagrneVvr) pA@Vvr) e ((prgVpAr)
5) Absorption :

(pA(PVq)<ep), (VA < D)

6) Lois de Demorgan :

(ItrVva) = pAlg, Q@A) < (IrVig

7) Contra posé e :

(=9 = (I¢=1p)

8) (Ilpep), (p=q9 < (IpVa)

Voici des formules non équivalentes :

2.6. Tautologie et équivalences logiques
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p Ap)et(qgNq) (prendrev(p) =1 — v(q))

(

(p = p) et p (prendre v(p) = 0)

(p < q)et (p = q) (prendre v(p) =0, v(q) = 1)
(

p=(p=mp)et((p=p) = p) (prendrev(p) = 0))

Remarque. Grace a l'associativité de A et V on peut adapter les notations suivantes : La
formule ((F A G) A H) sera notée (FF'AN G N H).
La formule ((F'V G) V H) sera notée (F'V G V H). plus généralement, pour tout entier

naturel non k si Fi, Fy, ..., F}, sont des formules on représentera par :

~ def
A" Fi
i=1
\(Fl V FQ V..V Fk‘) djf Fl vV (F2 V ( V Fk))
V;,Fi
i=1

dans la liste ci-dessous, les formule qui se trouvent sur une méme ligne sont deux a deux

logique équivalentes :

1) (A= B),(JAV B), (AAB) & A), (AV B) & B).

2) 1(A = B), (AN]B).

3) (A< B),(AAB) VvV (1AAN]B)), (1AU B) A (1B U A)).
4) (A& B), (A= B)A (B = 4),(lA<]B), (B A).
5) (A< B), (AU B) = (A A B)).

6) (A<« B),(A«1B), (14 < B).

7) A (AANT), (AVT), (Ae T) (T = A

8) 14, (A=14), (A= B)A(4=]B))

9) TA, (A =1), (A&l

10) L, (AA L), (A =7A).

2.6. Tautologie et équivalences logiques
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11) T, (AV T), (A = T), (L= A).
12) (A= (BAC)), (A= B)A (A= C)).
13) (A= (BV (), (A= B) V(A= C)).
14) (AAB) = C), (A= C) Vv (B = Q).

15) (AV B) = O), (A= C) A (B = C)).

On retiendra des lignes de 12)a 15) qu’il n’y a pas distributivité de I'implication par
rapport a la conjonction ou a les disjonction. On voit qu’il ya cependant distributivité a
gauche 12) et 13), c’est a dire lorsque le “A“ ou le “V* se situent a droite du = . Dans
le cas 14) et 15) on remarque qu’il ya une sorte de fausse distributivité le “A“(resp :le

V) étant transformé en “V“(resp :en A.)

Théoréme2.4 (substitutions et valuation) Soient v une valuation, F, Gy, Gy, ..., G,, des
formules et py, po, ..., p, des propositions élémentaires.

Soit ¢’ la valuation défini par :

U(p) SZp % P1, P2, -+ Pn-
9(Gy)sip=p (1 <i<n)

Alors : 0(Fo, @) = V'(F).
pP1

" pn

Preuve. On raisonne par indication sur les formules :

xF =17

-Sip# palors Fo, ¢, = F et ¥(Fe, 6,) = 0(F) = v(F) = (F) = v
p1 " pn p1 " pn

-Si p=p;alors Fo, ¢, = G; et 9(Fa, ¢,) = 9(G;) = v'(p;) = V(F) = v(F)
p1 " pn P1 Pn

« F =1G et 5(Ge, ¢,) = V'(G)

0(Fe, c,) =0(|Ge, cn) =1+ 0(Ge c,) =1+ V(G) =V(]G) = v(F)

«F = (GAH) el 9(Gey, c,) = V(G) et 0(Ho, o) = 0(H)
o(For_e) = W(Gor_ea) A (Hoy o)) = 0(G)0(H) = F(G)F(H) = F(G A H) =

v'(F).

Méme chose pour les autres cas.
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r1 " pn

Corolaire. Si I’ est une tautologie alors la forme Fa, &, est aussi une tautologie.

Preuve : Pour toute valuation v ona: o(Fg, ¢,) = v'(F) = 1.
r1 " pn

2.7 Systemes complets de connecteurs

Définition2.12.

1) Pour tout n-uple (ey, €9, ..., €,) € {0, 1}, on note V., ., .. la valuation définie

par V;(ffgff),sn pour tout 7 € {1,2,...,n}

2) Pour chaque variable propositionnel p est pour chaque élément ¢ € {0, 1}, nous

notons ¢, la formule :
psie =1
Ep =
lpsie=0
3) Pour toute formule F' on note par A(F) = {v € {0, 1}", 4(F) = 1} toute formule
F définit une application :
or :{0,1}" — {0, 1}
(€1, €24 vvy En) > Tey en, .. en(F)
D est compatible avec la relation d’équivalence logique. Autrement dit
F~Ge g9 = 9¢.
Jr définit donc par passage au quotient une application
o ]:: — {0, 1} 1"
|F] — F

[F] la classe d’équivalence de la formule F' pour la relation ~

Théoreme2.5 @ est une bijection.

Preuve.

1) @ injective : soient [F], [G] deux classes de formules

a([F]) = 9(G]) = @r = @¢ & F ~ G < [F] = [G].

Donc : @ est injective.

2.7. Systemes complets de connecteurs
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2) @ surjective : Soit @ : {0, 1}" — {0, 1},3F € F /@ = g{F}?

x Si @ ne prend que la valeur 0, alors toute anti-tautologie F' vérifie @ = Op,
par exemple F' = (p; A p1)
* Sinon, l'ensemble z = @71 ({1}) = {(e1, €9, ...,en) € {0,1}"/D(e1, €9, ...,6n) =

1} est non vide.

Soit F, = V ( A\ epi), alors A(F,) = { 'V , (e1,€2,..,60) €
(51,627...,En)€X 1<i<n €1,E2,..,En
X} ®ie: Voyey en(Fy) =1 & Oe1,62,..,6,) = 1, donc: © = Op,
pour, ®Y (e1,e9,...,en), A(Aep) = V
E kK £1,E2,..,En,

AUV (Aep) = {vereen (182, 08n) € 2} D(Aep) = 1 & Dlep) =

(e1,€2,..,en)EX T %

1 & v(pr) = Veyen..en(Dr)-

Corolaire. Si § P = n alors il ya exactement 22" classes de formules correspondant chacune

a une application @ : {0, 1}" — {0, 1}

Définition2.12. Une application & : {0, 1} — {0, 1} est appelé connecteur proposition-

nel a n places.

Exemple.

1) Selon la définition précédente il correspond aux connecteurs a 2, places.

Ou de fagon équivalente a la classe de la formule p; A py.

2) Un exemple de connecteur & une place est :
@:{0,1} — {0, 1}
0r—1

1—0

2.7. Systemes complets de connecteurs
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Correspondant a la classe de | p; est donc au connecteur usuelle |.

4

3) Le connecteur a deux places suivant est appelé la barre de chefferie “ou‘.

de formule |(p; V p2).

2.7.1 Formes normales

Définition2.13. Une formule F est dit sous-forme normale disjonction canonique (FNDC)
s'il existe un sous-ensemble non vide x de {0, 1}"/F = V ( N\ eipi) elle est
(e1,€2,.en)e X 1<i<n
dite sous-forme normale disjonctive (FND) s’il existe :
x Un entier m > 1
x Des entiers ki, ...,k,, > 1
x Pour 1 < i < m, k; variable p;,, Diy, ..., Pir, €t k; éléments g;,,...,e;, de {0, 1} tel

que :

F = (€iy Diy N €iyDiy N oo N Eik;Dik;)

1<i<m
On définit de méme les formes normales conjonctives (FNC) et conjonctives canonique

(FNCC)(en échangeant les symboles de disjonction et de conjonction )

Remarque. Une FNDC est une FND. De méme une (FNCC) est une (FNC)

(n = ki, Viapz'j = pj)

Théoreme2.6 Toute formule F est logiquement équivalente a une FNC et une FND.

Exemple. la barre de chiffre : “ou” | (p; V p2) = (p1 V p2) V :barre de chiffre “ou‘.

2.7. Systemes complets de connecteurs
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pi|p2 | F
11110
1100
0111]0
01011

ogr :{0,1}* — {0, 1}

{0, 1}* = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)}
(0,0) — 1, (0,1) — 0

F =1 Aps) = (p1 )

ef
A : barre de chiffre “et“

g =0or:{0,1}> — {0, 1}
(0,0) — 1
(0,1) — 1

Un connecteur a n places est une application @ {0, 1}" — {0, 1}

pu|p2 | 1(p1 A p2)
1|1 0
110 1
01 1
01]0 1

Exemple. F = ((p1 A p2) = ps3)
{0, 1}* — {0, 1}
(0,0,0) — 1
(0,0,1) — 1
(1,1,0) —> 0

& connecteur a 3 places.

2.7. Systemes complets de connecteurs
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Théoréeme2.7(de forme normale) Toute formule F est logiquement équivalente a (FND) au
moins une formule sous-forme normale disjonctive et a au moins une formule sous-forme

normale conjonctive (FNC).

Preuve. x Si F est une tautologie, elle est logiquement équivalente a p; A |p; qui est une
FND et une FNC. % Si F ni une tautologie, ni une anti-tautologie alors par le théoreme
précédente, il existe © # @,/ Br = Dp,, v de {0, 1}" i.e : F ~ F, qui est une FNDC
donc aussi FND pour | F| il existe aussi 2//| F ~ F,/, donc :

F =11F ~](V(N) = A(V) ~ FNCC (d’apré le loi de demorgan)

Exemple. G = (A = ((BA]JA) V (Jle N A) & (AV (A =]B))) posons H =
(BANA), I = (JecNA),j=A=]|B,k=(HVI),L=AV J)et M = (K &
L).On aalors G = (A = M) la table de vérité de G :

A|B|C|JA|1B|1C|H|I|J|K|L|M|G

117170} 0010100} 0|1]0]O0

d’apré la table de vérité G est satisfaite par les valuation (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,0)
tendit que | G est satisfaite par (1,0,1) et (1,1,1) on enduit la FNDC de G :
(1AN]BATC)V (JAN|BAC)V(|JANBANC)V (AN]BA]C)V (AANBA]C)

puis la FNDC de [G(AA]B A C)V (AN B A C)et enfin la FNCC de G : (]A A
BAIC) AN (JAN]IBATC)

Exemple. F =1((]p = ¢q) =] (¢ © p) on utilise I"équivalences :

(p=9q9 = (IpVaq
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(preq e (pVvaA(aVp)

F~1(1(lp = o) Vig < p)
~1(00Tp v VvIig Ve A(lpVq))

~1Hp vV oVvITle Ve A(prVa))

on utilise ensuite les lois de Demorgan :
eV < (IpAlg)

IpVva < (IpVvlg

donc :
F~TlpVvonl((aVvp) AlpVaq)

~@VvagoAr(lgVvp A(pVa

~m@VvagAleVvp) A(lpVq

2.8 Systeme complets de connecteur
Définition2.14.

1) Soit aq, ag, ..., ag un ensemble de connecteur d’arité quelconques, i, aq, ..., ap est
systeme complet ssi : pour toute formule F € F, il existe une formule G basée sur

l'alphabet P U{aq, ..., ax} U {(,)} tel que FF ~ G

2) w1, ag, ..., a; est un systéme complet minimal si aucun sous-ensemble A g {ag, ..., a}
n’est pas un systeme complet.
Exemple : {], V, A} est systéme complet de connecteurs.
Proposition :
1)Le systeme {], V, A} n’est pas minimal.

2) Le systeme {|, V} est complet minimal.
3) Le systeme {], A} est complet minimal.
Preuve.

1) (p A gq) ~](]pV]q) donc 1 s’exprime en terme du | et V.
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2) Supposons que V s’exprime en terme de | toute formule est donc ~ ]]....] p et donc

apou |p cequin’est pasle cas de (p A q)

2.8.1 Les théories

Définition2.15 Une théorie Z du calcul propositionnel est un ensemble de formules T° C F .

Soit M un modele défini par la valuation v on dit que :

1) T est satisfaite dans M st M E F,VF € T on écrit M E T.

2) T est consistant ou non contradictoire ou satis faible, s'il existe un modele M tel que

MET.

3) T est finiment satis faible si et seulement si chaque sous-théorie finie 7" C T est

satis faible (cette définition d’intérét que pour les parties T infinies).
4) T est contradictoire ssi s’il n’est pas satis faible, i.e : n’a pas de modéle.

5) La formule F est une conséquence de T ssi tout modele de T est un modele de

F,VM,M#T:>M|=F,onnoteThFou(TiF).

6) T et T" sont deux théories équivalentes ssi elle ont exactement les méme modeles ou

(toute formule de T conséquence de 1" et toute formule de 7" et conséquence de

T).

Exemples. considérons des variables propositionnelles deux a deux distinctes p, q, p1, P2, ..., Pm ...
Vensemble {p, q, (| p V q)} est satis faible; {p, | ¢} est contradictoire; ’ensemble vide
est satis fait par I'importe quelle valuation.

{p,q} E (p N q), {p, (p = q)} E q, Pensemble {p, ¢} et {(p A q)} sont équivalentes

de méme que {p1, P2, <oy Dy -} € {P1 A P2 A o AT

Lemme. quelque soient les théories T et 1" les entierset p > 1 et les formules G, H, Fy, F5, ...F},
et G1, Gy, ...G), les proprietés suivants sont vérifiées :

xT E G ssi T'U {] G} est contradictoire.
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% S1 T est satis faible et si 7/ C T alors 7" est satisfait.

x Si T est satis faible, alors T est finiment satis faible.

* Si T est contradictoire et si 7" C T" alors 7" est contradictoire.

*x SITEGetsiT C T alors T E G.

xT U {G} E H sietseulement si T F (G = H).
«xTF(GANH)ssiTEFEGetTF H.

x{F, Fy, ..., F} EGssi E(FL ANFy NN Fy) = Q).

x (G est une tautologie ssi G est conséquence de 1’élément.

*x (G est une tautologie ssi G est conséquence de I'importe quel ensemble de formules.
x G est contradictoire ssi T F (G A ] G).

x (G est contradictoire ssi toute anti-tautologie est conséquence.



