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Chapter

Notions élémentaires

1.1 Objectifs de ’enseignement

Acquérir les fondements du raisonnement mathématique, Acquérir les fondements de la théorie

des ensembles et acquérir les éléments de la rédaction des preuves mathématiques.

1.2 Eléments du langage mathématiques

Axiome. Un axiome est un énoncé supposé vrai a priori et que 1’on ne cherche pas a démontrer.

Ainsi, par exemple, Euclide a énoncé cinq axiomes (« les cing postulats d’Euclide »),
qu’il a renoncé a démontrer et qui devaient étre la base de la géométrie (euclidienne). Le
cinquieme de ces axiomes a pour énoncé : "par un point extérieur a une droite, il passe

une et une seule droite parallele a cette droite ».

Un autre exemple d’axiomes est fourni par les (cinq) axiomes de Peano. Ceux-ci définis-
sent I’ensemble des entiers naturels. Le cinquieme axiome affirme que : « si P est une
partie de N contenant 0 et telle que le successeur de chaque élément de P est dans P (le
successeur de n est n+ 1 ), alors P = n ». Cet axiome est appelé «’axiome d’induction

»ou encore ’axiome de récurrence .

Ces énoncés ont en commun d’étre «évidents » pour tout le monde.

Propositionl.1 (ou assertion ou affirmation). Une proposition est un énoncé pouvant étre



Chapter 1. Notions élémentaires 2

vrai ou faux. Par exemple, « tout nombre premier est impair » et « tout carré de réel
est un réel positif » sont deux propositions. Il est facile de démontrer que la premiere est
fausse et la deuxieme est vraie. Le mot proposition est clair : on propose quelque chose,

mais cela reste a démontrer.

Théorémel.2. Un théoreme est une proposition vraie (et en tout cas démontrée comme telle).

Par abus de langage, le mot proposition désigne souvent, dans la pratique des cours de
mathématiques, un théoreme intermédiaire ou de moindre importance, et méme on a
tendance a appeler proposition la plupart des théorémes pour réserver le mot théoréme
aux plus grand d’entre eux (théoreme de Pythagore, ... ). C’est d’ailleurs ce dernier
point de vue que nous adopterons dans les chapitres ultérieurs (mais pas dans ce premier

chapitre ou le mot «proposition » aurait alors deux significations différentes).

Corolaire. Un corolaire a un théoreme est un théoreme qui est conséquence de ce théoreme.

Par exemple, dans le chapitre «continuité ”, le théoreme des valeurs intermédiaires dit que
I'image d’un intervalle de R par une fonction continue a valeurs réelles, est un intervalle
de R. Un corollaire de ce théoreme affirme alors que si une fonction définie et continue
sur un intervalle de R a valeurs réelles, prend au moins une valeur positive et au moins

une valeur négative alors cette fonction s’annule au moins une fois dans cet intervalle.

Lemmel.3. Un lemme est un théoréme préparatoire a ’établissement d’un théoreme de plus

grande importance.

i . Une conjecture est une proposition que 1’'on suppose vraie sans parvenir a la
Conjecture. U t t t I |

démontrer. Les conjectures sont le moteur du progres des mathématiques. Tel ou tel
mathématicien a eu I'impression que tel ou tel résultat important était vrai et 1’a énoncé
sans pouvoir le démontrer, laissant a ’ensemble de la communauté mathématique le soin
de le confirmer par une démonstration convaincante ou de l'infirmer. Les conjectures

suivantes sont célebres :

e (conjecture de Fermat) Si n est un entier supérieur ou égal a 3, il n’existe pas d’entiers

naturels tous non nuls z, y et z tels que 2" +y"™ = 2™ (cette conjecture date du XVII

1.2.

Eléments du langage mathématiques
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siecle et il a été démontré récemment que ce résultat était vrai).

Définition1.4. Une définition est un énoncé dans lequel on décrit les particularités d’un objet.
On doit avoir conscience que le mot « axiome » est quelquefois synonyme de « définition
». Par exemple, quand vous lirez « définition d’un espace vectoriel », vous pourrez tout

autant lire « axiomes de la structure d’espace vectoriel » et vice-versa.

1.3 Reédaction de preuves mathématiques

1.3.1 raisonnement déductif

Le schéma du raisonnement déductif est le suivant :

Quand P est une proposition vraie, et P = () est une proposition vraie, on peut affirmer que

() est une proposition vraie.

Un résultat connu comme étant vrai (c’est a dire un théoréme) ne peut entrainer qu’'un autre
résultat vrai. Cette regle est connue sous le nom de "modus ponens”. C’est le raisonnement de
base que vous reproduirez un grand nombre de fois. Et méme, vous tiendrez ce raisonnement
tellement de fois (ou encore, vous serez tellement souvent dans la situation ot I'hypothese P est
vraie) que vous risquez a terme de commettre une confusion entre la phrase simple « P = @
est vraie » et la phrase plus complete « P est vraie et P = @ est vraie». Seule la deuxieme
permet d’affirmer que @) est vraie.

Sachant de plus que I'implication est transitive, une démonstration prend tres souvent la
forme suivante : P est vraieet P = @ = R = ... = S = T est vraie, et on a donc montré

que T’ est vraie.

1.3.2 raisonnement par ’absurde

On veut montrer qu’une proposition P est vraie. On suppose que c’est sa négation P qui est

vraie et on montre que cela entraine une proposition fausse. On en conclut que P est vraie

1.3. Rédaction de preuves mathématiques
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(puisque @ est fausse, 'implication P = @) ne peut étre vraie que si P est fausse ou encore si

P est vraie). Le schéma du raisonnement par l'absurde est le suivant :

Quand P = Q) est une proposition vraie, et Q est une proposition fausse, on peut affirmer que

P est une proposition vraie.

Exemple. Montrons que v/2 est irrationnel. Supposons par I'absurde que v2 € Q. Il existe
alors deux entiers naturels non nuls a et b tels que v2 = 7 ou encore a® = 2b*. Maintenant,
dans la décomposition en facteurs premiers de I'entier a® (qui est & 1’évidence supérieur &
2), le nombre premier 2 apparait 4 un exposant pair (si a = 2% x ... alors, a® = 22%) alors
quil apparait a un exposant impair dans 26%( si b= 2° x ... alors, 2b*** x ...). Si l'on
admet I'unicitéde la décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel supérieur a 2
(unicité qui sera démontrée plus tard dans ce cours), 1'égalité des nombres a? et 2b* est

donc impossible. Par suite, I'hypothése faite (v/2 € Q) est absurde et on a montré (par

I’absurde) que v/2 ¢ Q.

1.3.3 raisonnement par contra-position

Le schéma est le suivant :

Pour montrer que P =- () est une proposition vraie, il (faut et) il suffit de montrer que

@ = P est une proposition vraie.

Exemple. Soient k et k' deux entiers naturels non nuls. Montrons que (kk' =1 =k = k' = 1).
Supposons que k # 1 ou k' # 1. Alors, ona (k>2 et k' > 1) ou (k>1 etk k' > 2).

Dans les deux cas, on a kk’ > 2 et en particulier, kk’ # 1. Donc,
(k#£1ouk' #1)= (kk' #1)
e Par contra-position, on a montré que

(kK =1)= (k=1et k' =1)

1.3. Rédaction de preuves mathématiques
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1.4 Théories mathématiques

A la base d’une théorie mathématique il y’a les axiomes et les définitions :

Définition1.5 (Axiome) Un axiome est un énoncé mathématique que I'on admet sans démon-

stration.
Exemple.

e Axiome d’Euclide sur les droites paralleles.

e Axiome de Pasch sur 'intersection d’un triangle et une droite.
e Axiome de Hilbert de la géométrie euclidienne.

e axiome d’Archimede sur les nombres réels.

e Axiome de Peano sur les entiers naturels.

e Axiome de Zermelo-Frankel sur la théorie des ensembles.

e Axiome de Zorn (dit axiome de choix).

Définition1.6 On pose une définition de fagon arbitraire pour désigner un objet mathéma-

tique.
Exemple.

e Les définitions d’un nombre.
e Les définitions d’une application.

e Les définitions d’une dérivée.

Dans une théorie mathématique on trouve des propositions (assertions), des prédicats, des

théoremes, des lemmes et des conjectures :

Définition1.7 (Assertion) Une assertion est un énoncé mathématique on peut attribuer la

valeur de vérité : vrai (1) ou faux (0) mais jamais les deux a la fois.

Exemple.

1.4. Théories mathématiques
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e L’énoncé ”Alger est la capitale de I’Algérie” est vrai.
e [’énoncé "24 est un multiple de 27 est vrai.

e [’énoncé 719 est un multiple de 2”7 est faux.
Définition1.8 (Prédicat) Un prédicat est une assertion contenant des variables.
Exemple.
e L’énoncé suivant : P(n) : ” n est un multiple de 2 ” est un prédicat car il devient une
assertion quand on donne une valeur a n;
e p(10) : ”10 est un multiple de 2 ” est une assertion vraie,
e p(11) : "11 est un multiple de 2 ” est une assertion fausse.
o g(x,A) : "r € A" est un prédicat a deux variables; ¢(1,N) est vraie, ¢(v/2,Q) est
fausse.
Lemmel.9 Un lemme est un résultat d’importance malaxeur.

Théorémel.10 Un théoreme est un résultat d’une importance majeure.

Conjecturel.11 Une conjecture est une proposition g I'on a vérifiée dans plusieurs cas, mais

que 'on a pas encore réussi démontrer.
Exemple.

e La conjecture de Fermat sur I’équation diophantienne suivante d’inconnues x,y et z :
n € N,2"+y" = 2. Il affirme qu’ n’existe aucune solution non triviale si le parametre
n > 2 Mais il fallut attendre 1996, et le mathématicien anglais Andrem-Wiles, pour
trouver une réponse définitive.

o 1

e La conjecture de Riemann sur les zéros non triviaux de la fonction ¢: ((s) = > ",

(conjecture non résolue).

e La conjecture de Bertrand sur les nombres premiers dans les intervalles [n, 2n].

1.4. Théories mathématiques
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1.5 Connecteurs logiques

Soient P et () deux propositions :

Enoncé. non P

Notation. =P

L’assertion =P est vraie signifie que P est fausse.
Enoncé. P et Q

Notation. P A Q)

L’assertion P A @) est vraie si P et () des sont; P A Q) est fausse .
Enoncé. P ou Q

Notation. PV Q

L’assertion PV () est vraie si I'une (au moins) des deux assertions P su () est vraie, PV Q)

est fausse si P et () sont fausses.

( )

si P, alors @)

3 P implique @
Enoncé.
P est une condition suffisante de @)

| @ est une condition nécessaire de P |

Notation. p = ¢,p — ¢

L’assertion P = () est vraie signifie qu’il est exclu que P soit sans que () ne le soit.

3 P équivant a Q)
Enoncé.
P si et seulement si @)

Notation. P <= Q,P+— Q,P=Q

L’assertion P <= () est vraie signifie que :
(P = Q) et (Q = P) sont vraies.

on résume cela dans les tables de vérité ci-dessous

1.5. Connecteurs logiques
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—P | P
o |1
110
Pl Q| PANQ | PVQ | P=Q|P=0Q
1] 1 1 1 1 1
110 0 1 0
0| 1 0 1 1 0
0] 0 0 0 1 0

Propriétésl1.12

PAQVQ)=(PAQ)V (P AQ); double distributivité de "et” et "ou”.
s PV(QAQ)=(PVQ)A(PVQ).

o (P = Q)= (~Q = —P); contraposée.

e <(PAQ)=(~PV-Q); loi de De Morgan.

o ~(PVQ)=(~PA-Q)

e P—Q=-PVQ.

° —\(P:>Q)Ep/\_\Q

1.6 Quantificateurs logiques
Enoncé. Quel que soit ou pour tout.
Notation. V (Vap(z))

Enoncé. I existe au moins ou il existe.
Notation. 3 (Jxp(x))

Exemple.

1.6. Quantificateurs logiques
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e La proposition Vx € [—3,1], 2% + 2z — 3 < 0 est vraie.
e La proposition Vn € N, (n? pair ) = (n pair ) est vraie.
e La proposition 3z € R, 22 = 4 est vraie.

*

e La proposition Jlz € R, Inxz = 1" est vraie.

Remarque.

La proposition 3z € F, P(x) signifie que

Jz((x € E) A P(x))

et se lit comme suit : "si z € E, alors P(x) est vraie”.

La proposition Vx € E, P(x) signifie que

Ve(x € B = P(2))

et se lit comme suit : ”Si pour tout (ou quel que soit) = appertenant a £, P(x) est vraie”.

S’il existe un et un seul z dans E, tel que P(z) soit vraie; on pourra écrire 3z € E, P(x).

Si Vx € E, P(x) est vraie alors 3z € E, P(x) est vraie.

Remarque. (Attention) 3! ne désigne pas un quantificateur. En effet :
(Jz € E,P(x)) = (Ri ARy) ou Ry = (3z € E, P(x))

et

Ry = (Vo € E\V2' € E,[(P(x) AP (2')) = z = 2'))

1.6.1 Regles de négation

Soit P(x) un prédicat sur E. De maniere évidente on a :
o (V€ E,P(x)) =3z € E,-P(x).

e +(Jx € E,P(x)) =Vx € E,~P(x).

1.6. Quantificateurs logiques
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Exemple.
e Lanégationde Vn e NVe e Ry, 1+nx < (14+x)"est Ine N, Iz € Ry, 1+nzx > (14 x)™
e Lanégationde dJr e R,dy e Rz +y=5est Vi e RVy e R, z +y # 5.
Remarque. (Attention) On vérifie aussi que 1'on a :
—(3lw € E,p(x)) = (mR1V ~Ry)
avec R; = existence et Ry = unicité.

e On peut permuter deux quantificateurs identiques.

e Ne pas permuter deux quantificateurs différents.

1.7 Meéthodes de démonstration

Réaliser une démonstration (preuve ou raisonnement) en mathématiques, c’est un processus
essentiel qui permet de passer des propositions supposées vraies en tant qu’hypotheses a une

proposition appelée conclusion, en respectant les regles de la logique.

1.7.1 Démonstration Directe

Une démonstration directe est le type de preuve le plus simple et le plus courant. Dans une dé-
monstration directe, vous partez des hypotheéses données et appliquez un raisonnement logique

pour parvenir a la conclusion souhaitée.
Exemple. Montrer que si a,b € Q alors a +b € Q.

Solution. Prenons a,b € Q. Alors, a = § pour un certain p € Z et un certain ¢ € N. De
méme b = % pour un certain k € Z et un certain [ € N. Maintenant : a + b = ’%. Or
le numérateur pl + kq est bien un élément de Z; le dénominateur gl est lui un élément de

N. Donc a + b s’écrit bien sous la forme ™ avec m € Z,n € N. Ainsi a + b € Q.

1.7. Méthodes de démonstration
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1.7.2 Le Raisonnement par Hypothese Auxiliaire : Une Approche

Avancée

Le raisonnement par hypothése auxiliaire est une technique avancée de démonstration en math-
ématiques qui permet de prouver des énoncés complexes en introduisant temporairement une
hypothese supplémentaire. Cette méthode est particulierement utile lorsque la preuve directe
de I'énoncé principal est difficile, mais devient plus simple sous certaines conditions auxiliaires.

Le processus de raisonnement par hypothese auxiliaire peut étre décrit en détail :

1. Enoncé Principal : Tout d’abord, vous avez un énoncé principal que vous souhaitez démon-

trer. Cet énoncé peut étre exigeant, complexe ou difficile a prouver directement.

2. Hypothese Auxiliaire : Pour faciliter la preuve de 1’énoncé principal, vous faites une suppo-
sition temporaire, I'hypothese auxiliaire. Cette hypothese est introduite pour simplifier

la démonstration de I’énoncé principal.

3. Démonstration Sous Hypothese Auxiliaire : Vous procédez ensuite a la démonstration de
I’énoncé principal en utilisant ’hypothese auxiliaire. Cette démonstration est souvent
plus aisée que la preuve directe de 1’énoncé principal. Vous pouvez utiliser des méthodes

mathématiques, des équations, des théoremes, etc., sous I’hypothése auxiliaire.

4. Validation de I'Hypothese Auxiliaire : Une fois que vous avez démontré 1’énoncé principal
sous I'hypothese auxiliaire, vous prouvez que I'hypothese auxiliaire est vraie. Cela peut
nécessiter une démonstration distincte, des calculs supplémentaires, ou méme une preuve

par contradiction.

5. Retour a I’Enoncé Principal : Apres avoir confirmé que I'’hypothese auxiliaire est vraie,
vous revenez a 1’énoncé principal que vous souhaitiez prouver. Vous pouvez maintenant
conclure que I’énoncé principal est vrai, car il découle de I’hypothese auxiliaire, qui a été

établie comme vraie.

Exemple. Considérons A = {2, -3} et B={z € R,2*> + 2 — 6 = 0}, mon- ons que A = B.

1.7. Méthodes de démonstration
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Solution. On a (A € BA B C A) = A = B, donc pour montrer que A = B, il suffit de

montrer que (A C Bet B C A).

1.7.3 Démonstration par disjonction des cas

Démonstration par disjonction des cas est une méthode de preuve mathématique qui consiste
a diviser un probleme complexe en plusieurs cas plus simples et a démontrer que I’énoncé est
vrai dans chacun de ces cas. Cette méthode repose sur le principe que si vous pouvez montrer
que I'énoncé est vrai dans tous les cas possibles, alors il est vrai en général.

Le processus de démonstration par disjonction des cas peut étre résumé comme suit :

1. Identification des Cas : Tout d’abord, identifiez les différents cas possibles qui peuvent se
produire en fonction des conditions ou des variables en jeu. Ces cas doivent couvrir toutes

les possibilités.

2. Démonstration de Chaque Cas : Ensuite, démontrez que 1’énoncé est vrai pour chaque cas
individuellement. Vous devez appliquer des arguments et des preuves spécifiques a chaque

cas.

3. Exhaustivité : Assurez-vous que les cas que vous avez considérés sont exhaustifs, ¢’est-a-dire

qu’ils couvrent toutes les situations possibles. Il ne doit pas y avoir de cas non traité.

4. Conclusions Séparées : Pour chaque cas, concluez que I’énoncé est vrai dans ce cas partic-
ulier. Vous pouvez utiliser des arguments, des démonstrations, des équations, etc., pour

montrer que I’'énoncé est satisfait.

5. Conclusions Générales : Enfin, apres avoir montré que 1’énoncé est vrai dans tous les cas
individuels, concluez que 1’énoncé est vrai dans tous les cas possibles, c’est-a-dire en

général.
Exemple. Montrer que : Vn € N, n® — n pair.
Solution. On pose P = "n est pair”, on a :

n® —n=n(n—1)(n+1),

1.7. Méthodes de démonstration
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3 3

donc si, n est pair alors, n® — n est pair et si, n est impair on a aussi, n° — n est pair.

1.7.4 Démonstration par ’absurde

Démonstration par I'absurde™* est une méthode de preuve en mathématiques et en logique qui
repose sur la supposition contraire pour établir la vérité d’une proposition. Voici un résumé de

cette méthode :

1. Hypothese Contradictoire : Pour utiliser la démonstration par 1’absurde, on suppose d’abord
que la proposition que l'on souhaite prouver est fausse (c’est-a-dire qu’on suppose la

négation de la proposition).

2. Dérivation de Conséquences : En partant de cette hypothese contradictoire, on dérive des

conséquences logiques et mathématiques.

3. Conduisant a une Contradiction : On poursuit la dérivation jusqu’a ce qu’on arrive a une
contradiction logique ou mathématique. Cela signifie qu’il y a une incohérence ou une

impossibilité dans les conséquences déduites.

4. Conclusion : Lorsqu’'une contradiction est atteinte, on conclut que I’hypothese initiale (la

négation de la proposition que 'on souhaite prouver) est fausse.

5. Affirmation de la Proposition : Par conséquent, on affirme que la proposition que 1’on voulait

prouver est vraie, car si sa négation était vraie, cela conduirait a une contradiction.
Exemple. "Montrons que : v2 ¢ Q .

Solution. On suppose que v/2 est rationnel et on arrive & une conclusion fausse. Cela voudra

donc dire que notre hypothése de départ est fausse et donc que /2 est un irrationnel.

Supposons maintenant, (par I’absurde) que V2 € Q. Alors il existe deux entiers relatifs

p et g tels que V2 = g et la fraction § est irréductible. On a V2 = §, donc 2 = Z—z, donc

p? = 2¢?, donc p? est pair, aussi p est pair, donc il existe un nombre relatif k tel que

p = 2k, donc p* = 4k* or p*> = 2¢?, done 2¢* = 4k*, donc ¢* = 2k?, donc ¢ est p = 2k, di

1.7. Méthodes de démonstration
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existe un nombre relatif [ tel que ¢ = 2/, donc la fraction § = % n’est pas irréductible, ce

qui contredit ’hypothese de départ. Donc v/2 est irrationnel.

1.7.5 Démonstration par contraposée

Démonstration par contraposée™* est une méthode de preuve en mathématiques et en logique
qui consiste a démontrer la vérité d’une proposition en montrant que sa contraposée est vraie.

Voici un résumé de cette méthode :

1. Contraposée : Pour utiliser la démonstration par contraposée, on commence par examiner la
contraposée de la proposition que I’on souhaite prouver. La contraposée d’une proposition
est la négation de sa conséquence, c¢’est-a-dire que si la proposition originale est de la forme

”Si A, alors B,” la contraposée est ”Si non-B, alors non-A.”

2. Démonstration de la Contraposée : On démontre ensuite que la contraposée est vraie. Cela
peut se faire en utilisant des arguments logiques, des preuves mathématiques, ou d’autres

méthodes appropriées.

3. Conclusion : Si la contraposée est démontrée comme vraie, on peut alors conclure que la
proposition originale est également vraie. Cela découle de la logique de la contraposée,

ou l'invalidité de la conséquence implique l'invalidité de I'hypothese.

Exemple. Soit n un entier, montrer I'implication suivante : Si n? est impair alors n I’est aussi.

2 n’est pas

Solution. Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n
pair. Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe £ € N tel que n = 2k + 1.
Alors n? = (2k +1)? = 4k® + 4k + 1 = 2l + 1 avec | = 4k* + 4k € N. n en résulte que n?

2

est impair. Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n° ’est de méme.

Par contreproposition, ceci est équivalent a : si n? est pair alors n est pair.

1.7.6 Démonstration par contre-exemple

La Démonstration par Contre-Exemple est une méthode de preuve en mathématiques et en

logique qui consiste a réfuter une proposition en présentant un exemple spécifique qui contredit

1.7. Méthodes de démonstration
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cette proposition. Voici un résumé de cette méthode :

1. Hypothese de la Proposition : On commence par examiner la proposition que 1’on souhaite
réfuter. Cette proposition peut étre de n’importe quelle forme, mais elle doit étre claire-

ment définie.

2. Présentation d’'un Contre-Exemple : Pour réfuter la proposition, on présente un exemple
concret qui ne satisfait pas aux conditions de la proposition. En d’autres termes, on

montre un cas spécifique ou la proposition est fausse.

3. Définition de 'Exemple : On décrit en détail 'exemple et explique comment il viole les

conditions de la proposition. Il est important que ’exemple soit clair et vérifiable.

4. Conclusion: Apres avoir présenté un contre-exemple, on conclut que la proposition est fausse.

Le contre-exemple démontre que la proposition ne tient pas dans tous les cas possibles.

Exemple. Montrer que 'assertion suivante est fausse "Tout entier positif est somme de trois

carrés”. (Les carrés sont les 02,1222 ... par exemple 6 = 22 + 12 + 12 ).

Solution. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1,4 mais avec trois de ces

nombres on ne peut faire 7.

1.7.7 Démonstration par récurrence

La Démonstration par Récurrence est une méthode de preuve en mathématiques, particuliere-
ment utile pour démontrer la véracité d’énoncés mathématiques qui dépendent d’un entier

naturel n. Voici un résumé de cette méthode :

1. Etape de Base : La démonstration par récurrence commence par 1’étape de base, ou 'on
prouve que I’énoncé est vrai pour n = 1 (ou une autre valeur de départ). Il s’agit souvent

d’une simple vérification.

2. Hypothese de Récurrence : On suppose que ’énoncé est vrai pour un certain entier k (k est
généralement une valeur arbitraire, mais supposée fixe pour ’hypothese de récurrence).

On appelle cela I’hypothése de récurrence.

1.7. Méthodes de démonstration
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3. Démonstration pour k + 1 : On démontre ensuite que si I’énoncé est vrai pour k, il est
également vrai pour k + 1. Cela implique généralement de montrer que 1’énoncé pour k

+ 1 est basé sur I’hypothese de récurrence.

4. Conclusion de la Récurrence : En utilisant ’étape de base et 'hypothese de récurrence, on

peut conclure que 1’énoncé est vrai pour tous les entiers naturels n.
Exemple. Montrer que pour tout n € N, 2™ > n.

Solution. Pour n > 0, notons P(n) 'assertion : 2" > n. Nous allons démontrer par récurrence

que P(n) est vraie pour tout n > 0.

Initialisation: Pour n = 0 nous avons 2° =1 > 0. Donc P(0) est vraie.

Hérédité: Fixons n > 0. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que
P(n + 1) est vraie. 2" = 2" 4+ 2" > n 4 2" (car par P(n) nous savons 2" > n),

donc 2" > n + 1 (car2™ > 1). Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion: Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire

2" > n pour tout n > 0.

1.7. Méthodes de démonstration
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Calcul propositionnel

2.1 Alphabet et mot

Soit A un ensemble quelconque (fini ou infini) les éléments de A seront appelés des lettres et A

luis méme sera appelé alphabet.

Définition2.1. Un mot sur 'alphabet A est une suite finie d’éléments de A
U:UlUQUn

n est la longueur du mots U.
L’ensemble du mots sur A sera noté A*.
Sur A* on définit 'opération de concotenation :
A" x AY — A"
U V) — UV =U,-Uy....U, - V1 - Vo...V,
Avec: U=U,...U, et V=V,...V,,

La longueur d’un mot définit une application :

[: A" — N

U = uj.ug...u, — l(u) =n ( n la longueur de u)

la concaténation est une opération associative est a pour élément neutre le mot vide ¢ :
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Autrement dit (A*,.) monoide.

Définition2.2. On dit que a € A a une occurrence dans le mot u si a est une lettre de u, i.e:

siu=uwujus...u, donc: 3k € {1,2,...n} t.q:a=ug
Remarque. il peut y avoir plusieurs occurrences de a dans u.

Exemple.

A=A{a,b...z,y,z}
u = abaab

l(u)=5

la lettre a & trois occurrences dans u et la lettre b en a deux occurrences dans u.
Propriété 2.1

o [(uv) =1(u) +1(v)

& UV =UW =V =W

o UV =VW = U=W

Définition2.3. le mot u est un préfixe du mot v s’il existe un mot de w € A* t.q : v = uw. u

est un suffixe de vsi Jw\v = wu

2.2 Syntaxe des formules propositionnelles

Définition2.4. les connecteur propositionnels sont les symboles :

| : Pour la negation (non)

A : pour la conjonction (et)
V : pour la disjonction (ou)
—: pourl’implication
+—: pour I'quivalence

Soit P un ensemble non vide des propositions élémenteures ou atomiques, les éléments de

P seront notés : p,q,r,s.

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Remarque.
1- En logique élémentaire une proposition est une énoncé qui sera 4 communiquer des
faits : p = il peut, ¢ = il fait beau

2- P ne contient pas les connecteurs |, A,V —, <—;on considére Ialphabet suivante:

A=PU{],A,V —<+—,(}

Soit A* 'ensemble des mots sur A on a :
(p—q) € A
(pe A
pe A
() e A

(pgn) € A”

Définition2.5. L’ensemble F des formules propositionnelles est le plus petit sous ensemble de

A* qui vérifie:
1- P C F (toute proposition élémentaire est une formule).

2- FeF=]|FeF

3- F,Ge F = (Fx@G) e Favec x,=,A\,V, —, —
Remarque.

1- Les formules de suites sont des mots i.e des suit de symboles sans aucune signification
I’attribution d’un sens i.e d’une valeur "vrais ” ou "fausse” a une formule constitue

le sémantique de formule .

2- Le terme ” plus petit”est a prendre au sens de l'inclusion des ensembles de F est
donc I'intersection de toutes les parties de A* qui verifient les propriétes 1,2 est cette
intersection est non vide puisque A* lui méme vérifie ces proprietés donc: F = () Y

Y CA*
et Y vérifie 1,2 et 3 .

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Exemples.

e ('p — q) est une formule .

e (p AgAr)nest pas une formule.
e ('p — q) est une formule .

e p est une formule

e (p —> ¢V r) n’est pas une formule.
Définition2.6. La longueur d’une formule F' est le nombre des lettres dans F', [(F') = { lettres dans F
Exemple. F = (pAgq); U(F)=5 F=p; I(F)=1.
Remarque :Il n’y a pas de formule de longueur 0

e [l est possible de donner de ’ensemble F une description plus explicite : nous allons
pour cela définir, par récurrence, une suite (F,), € N de parties de A*, on pose

Fo = p et pour chaque n
For1 =F, U{|F, F e F}U{(FxG); F,Ge F,x € {\,V,—,+—}}

On notera que la suite que la suite (]:”)nEN est croissante on a f,, C F,;ona F, C

fn—&-l
( pour n < m, on aF, C F,)
Proposition2.1. F =J, . Fn

Preuve. Posons Z =,y Fn :

neNY 1
Z est une partie de A* qui vérifie les propriétés 1,2 et 3 donc F C Z( car F est le plus

petit sous ensemble de A* vérifier 1,2 et 3 )
Z CF?
On montre par récurrence que, pour chaque entier n, on a F, C F 7

Sin=0,p=Fy, C F par définition, on suppose (hypotese de récurrence) F,, C F alors

Fni1 C F d’aprés la définition de F, 1 et les propriétés de stabilité de F

2.2. Syntaxe des formules propositionnelles
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Définition2.7. La hauteur d’une formule F' € F est le plus petit des entiers n tels que :
F e F. Elle noté h[F]
h(F)=min{n/F € F,}

Exemple.

2.3 Principe d’indication sur ’ensemble des formules

Supposons que nous voulions démontrer qu’une certaine proposition Q(F') est vérifiée par toute
F € F. Nous pouvons pour cela faire un raisonnement par récurrence (au sens usuel) sur la
hauteur de F' : nous serons alors amenés a montrer, d’abord que Q(F') est vraie pour toute
formule F' appartenant a JFy puis que si Q(F) est vraie pour toute F' € F,, alors Q(F) est

également vraie pour toute F' € F,,1; Vn € N.
Principe. Si Q(F) vérifie:
1) Q(p) vraie Vp € P i.e (Q(F) vrais par F' € F,).
2) Q(F) vraie = Q(]F) vraie.
3) Q(F) vraie et Q(G) vraie = Q(F * G) vraie ,, A\, V, =, <,
alors Q(F') est vraie VF € F.

Exemple. Q(F) "F a tout de parentheéses ouvrantes que fermantes ” i.e: Q(F) = "O(F) =
f(F)" on montrer que Q(F') est vraie, VI € F pour cela posons : O(F') = t parentheses

ouvrantes, f(F') = f parenthéses fermantes.

1) Soit F=pe P, O(F)= f(F)=0, donc: Q(p) est vraie.

2.3. Principe d’indication sur ’ensemble des formules
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2) On suppose que Q(F) vraie = Q(]F) vraie.

O(|F)=0(F)=f(F)= f(]F)ie : O(|F) = f(]F) i.e : Q(]F) est vraie.
3) Supposons que :

O(F) = [(F) et O(G) = f(G)
O(F+G)) =0(F)+0(G)+1 ¢ = O(F*Q)) = f((F'*G)) donc Q((F'*G)) est vraie.
f(F*G)) = f(F)+ f(G)+1

Sous formules.
On définit I'ensemble sf(F) des sous formules de F' par:
o Si F'=p,sf(F)={p}
o SiF=1G,sf(F) = {sf(G)} U{F}.

e SiF=(G*H),sf(F)={sf(G)}U{H} U{F}.

Exemple.

———— ~~
] H
=](G <= H) =K

sf(F) = sf(1K) = sf(K) U {F}
K = (G < H)
sf(K) = sf(G) vV sf(H) U {K}
H = s, donc : sf(H) = {s}

G:((pZQM\GE):(GMGQ)

sf(G) = sf(Gi1 A G2) = sf(G1) V sf(Ga) U {G}
sf(G2) = {r}
G = (p = q) donc, sf(G1) = sf(p = q) = {p,q} U{p = ¢}

sf(F) ={p,¢.r,s,(p=0q,p=q9 Ar,(p=q ANr) < s, F}

2.3. Principe d’indication sur ’ensemble des formules
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2.4 L’interprétation d’une formule logique

2.4.1 Arbre de décomposition d’une formule

Iarbre Ap de la formule F' est définie par récurrence sur F
eSiF = p,alors Ap = p.
e SiF =G, alors Ap = qyu,.

eSiF = (G *x H) alors Ap = /*\
Ag An

Avec: %, =, A\, V, =, <—

Exemple. FF =] ((p A q) V q)

Exemple. M = (AN (]B=1A4) A (]BV]C)) = (C =]A))
On posons: My = (AAN(]B =1A)AN(IBV]C)) et My =

il constatera d’abord que M s’écrit (M, = M)

(€ =14)

ensuite posons : My = (AN (|B =1A)), My = (|BV]C), Mig = ¢, My =]A il

écrira My = (Mo N Moyy) et My = (Myo = M) pour suivant ainsi, il sera amené a

poser successivement :
Mooy = A, Mooy = (| B =14)
Moo :W B, Mo :W c

Mg = A, Myop1o =| B

Moo11 =1 A, Moioo = BMo11o = C, Mooioo = B, Myo110 = A de telle sort que :

MOO = (MOOO /\M(JOl)a MOl = (M[)lO \/M011)7 Mll :—‘ M1107 MOOl = (MO()lO = MOOll)a

MOIO :—I M0100> MOII :—I M0110> MOOIO :~| MOOIOO et MOOll :—I MOOIIO

2.4. L’interprétation d'une formule logique



Chapter 2. Calcul propositionnel 24

h,(M):5le MG./_"5.

/

/
. .
' S

Myg My,
i Mnm/\Mun M4
/N
Moy ] 1
T P

MUUII} Mﬂl]ll MUIUU Mﬂll{!

] 1

L”ﬂﬂlﬂﬂ MUDIIEI

Définition2.8. L’hauteur d’'un arbre est le nombre maximum de feuillets de la racine a une

extrémité de l'arbre, dans 'exemple 1 h(F) = 3.

Exemple. F =] (((p = q) N 1) — \s/_/)

F:HG<:>H)G:1K
|

Ak

Chaque noeud n détermine un sous-arbre A,, qui correspondance a une sous-formule F.

Inversement ’arbre de chaque sous-formule est une sous- arbre de ’arbre de la formule

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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Ainsi :

Sous- formules de ' = Sous-arbre de Ap

2.4.2 Substitution dans une formule

Soit F' une formule et soient pq, pa, ..., p, des proposition élémentaires.
L’écriture F'[py, pa, ..., pn| signifie que les lettres de P qui sont dans F' sont parmi les p; ,i =
1,2, .., n

Exemple. FF = (p <= (p A q)) on écrira Flp, q|, soit F = Fpy, ..., P, ¢1, ---, ¢»] une

formule et soient Gi, G, ..., G,, n formules.
Définition2.9. On appelle F [%, %, s % le mot obtenu par remplacement (substitution)

de G; a la place de p.

Autre notation. Fo, ¢, = F[G, ..., G, ¢1, @2, -, Gn]

P17 Pn

Exemple. F = (p <= (p A q)) = Flp, q],onprendG = (¢ = p)

Fo = F(G,q) = ((¢d = p) <= (0 = 9) A q))

G

=n
g ey Pn

Proposition. Le mot F [% }est aussi une formule.

Preuve. On raisonne par induction sur le formule F

e FF'=p
- si F'=pgalors Fa,, ..., Fa, = Gy
pP1 Pn
-si FF'=p+# p,p2y---yPn, et Fop, ..., Fa, = F dans les deux cas, aux a une
p1

Pn

formule.

oF' =G, on suppose Go, Ga, formule.
P’

Pn

Alors Fa,y, ..., Fa, =|Ge; Ga, est aussi une formule.
P1 Pn pp Pn

x F(G « H) avec x = A, V, =, < méme raisonnement.

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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Théoréme2.1 (Substitution et valuations). Soit v une valuation, F, Gy, Gy, ..., G, des

formules et p1, pa, ..., p, des propositions élémentaires, soit v’ la valuation défini par :

, v(p) sip # p1, P2, s P
v'(p) =
0(Gy)sip =p; (1 <i < n).

Alors : v (Fey, ..., Fa,) = v/(F)

Pr1 Pn

Preuve.
1)« F=p
x Sip # pi, alors : Foy, ..., Fe, = Fetv(Fe,, ..., Fa,) = 9(F) = v(F) = V(F) =
o (F)
xSip = p;alors, Fa,, Fay, ..., Fa, = Giet : 0(Fay, ..., Fa,) = 0(G;) = V' (p;) =
P1 P2 Pn P1 Pn
v'(F)
= v'(F)

2) F=]Getv(Ge  cn) = V(G)

Py

U(Fey  an) = 9(]Gg

ceey

xF = (G *x H) 1 1

Si=1 F = (GANH) et v(ill, . g:) = v'(QG) et U(Hgll %) = v'(H),

1o, ) = 0Gar o A Hoy, oy &) = 0(G)a(H) = #(G)0(H) = ¥((Gy H))
= v/(F) méme chose pes les autre cas *, =, V, =, & .

Corolaire. Si I’ est une autre tautologie alors la forme Fs, ¢, est aussi une tautologie.

r1 " pn

Preuve. Pour tout valuation v on a 9(Fa, ,) = v'(Fo, ,)

p1 " pn p1 " pn

Théoreme2.2. Soit F' une formule, G une sous-formule de F' et H une formule équivalente

a G alors: F' = F H et logiquement équivalente a F'

Preuve. Par indication sur les formules
eSil'=p, G =FetF = HetdoncF' ~ F.

eSiF =] F)alors G = FetdoncH = F' et F ~ F' ouG estune sous— formule de Fy,

2.4. L’interprétation d'une formule logique
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F| = Fig ~ 1, donc F' =1 F/ ~F

oSiF = Fy x Iy, x = AV, =, & .x = A F = | N\ Fhalors il ya trois possi-
bilités. ou bien G = F, F' = H et on a F' ~ F.ou bien G est une sous-formule
de Fi, et par hybothese d’indication, la formule Fj, résultat de la substitution de
H aG dans Fp, et logiquement équivalente a Fj. La formule F’ est alors la for-
mule (F] A Fy) elle est logiquement équivalente a F' car,pour toute valuation v, on
a 0(F") = o(F]).0(Fy) = o(F1).0(Fy) = o((Fy A Fy)) = 9(F) le raisonnement est tout
a fait similaire dans la troisieme éventualité, celle ou G est une sous-formule de F, les
cas F' = (FL UF), F = (F, = F), F = (F, & F) se traitent de fagon analogue,

en utilisant les propriétés :

o(1F) = 1 + v(F)
v(F V Q) = o(F) + v(G) + v(F).u(G)
v(F = G)) =1+ v(F) + v(F)v(G)
o(F = G) =1+ v(F) + v(G).

2.5 Sémantique

Définition2.10. Une distribution de valeurs de vérité ou valuation v est une application :
v : P — {0,1}ou P est 'ensemble des propositions élémentaires. On dit que v
définit un modele M des calcules propositionnel les valeurs Oet 1 représentent “vrais®
et “faux“ et peuvent aussi étre notées v = 1, F = 0, v # V Si Pde cardinale n le

nombre de valeurs de vérité différentes est exactement 2" = 2¢F.

Exemple. P = {p, q} on adonc 2% = 4
11
10
01

007
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v P — {0, 1} ve : P — {0, 1}
p — 1 p — 1
qg — 1 qg — 0

vy : P — {0, 1} vy P — {0, 1}
p — 0 p — 0
qg — 1 qg — 0

Le but de la sémantique est de donner des valeurs de vérité aux formules du calcul des propo-

sitions pour les différentes valuation définies sur les propositions élémentaires.

sémantigues

&

4
0 1
/T K
3] T ¥ oyntaxe o] o
M, M,
F 3
r N
1 1 ! 0
P q p q
My M
2

Théoréme2.3. Pour toute valuation v : P — {0, 1} il existe une unique extension v :
F — {0,1} (i.e v = v sur P) et qui est telle que :

)5(]F) = 1 <= o(F) = 0.
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Preuve. Soient v; et vy deux extensions de v et soit Q(F') la proposition
“01(F) = vo(F)*. On doit montrer que Q(F') est vrais, VF € F
eSiF =p: 0 (F) = 0a(F) = v(F) donc Q(F) est vraie.

eSiF =G et Q(G) est vraie.

n(F) =1 n(G) =0
Il @O0 ) —w

171(F) =0 << ﬁl(G) =1

Donc : Q(F) est vraie aussi.

e Méme chose pour F' = (G x H), x = A, V, =, <.

Remarque. Sion définit + et . dans Z = {0, 1} par
0+0=0 0x0=0
0+1=1 0x1=0
1+0=1 1 x0=0
1+1=0 1x1=1

les conditions 1) et 5) deviennent :

D)o(]F) = 1 + o(F)
2)5((F A G)) = 5(F)u(G)

3)o((F VvV G) =0F) + 0(G) + 9(F)o(G)
DHo((F = Q) =1+ o(F) + o(F)o(G)
5)o((F < G)) =1+ o(F) + v(G)

ces conditions sont aussi souvent écrites sous forme de vérité pour les connecteurs |, A, V, =

, <

2.5. Sémantique
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FlG|(Fnaq
1|1 1
110 1
011 0
0|0 0

Fla|(FnaQ
11 1
110 1
011 0
0|0 0

Exemple. F =]((p e ¢ Vp =9 AN (res)={p=q)

on suppose que P = {p, q, r, s}

v:P — {0, 1}
p — 1
qg — 1
r — 0

s — 0

Calculer o(F), donc: o(F) =0

2.5. Sémantique
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extension sur les formules.

F|G|(F=G)
111 1
110 0
0] 1 1
010 1

F|G|F &G
111 1
110 0
0|1 0
010 1

1

0

1 =

hl/\lﬁ

/

Y1 P g
r s 1 1
= 1 ‘/=>\Dﬂ
/\“
g 1 0

2.6 Tautologie et équivalences logiques

Soit v une valeur de vérité définissant un modele M du calcul propositionnel et soit v son
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Définition2.11.

1) Le formule F' est dite satisfaite dans le modele M si o(F) = 1, on note M = F

si non elle est dite non satisfaite o(F) = 0, on note M ¥ F .

2) F est une tautologie si pour tout modele M, ona M | F, on note F F.

Exemple. F = (pV]p),, P = {p} & valeur de vérité v5(F) = 1 F est une anti tautologie

si por tout modéle M, ona M F F, on note ¥ F.

Exemple. F' = (pA|q), P = {p},v1 :p — 1, 0(F) =0
, Vg 1 p — 0, 5o(F) = 0.
- Une tautologie est donc une formule toujours vraie (V la valuation).
- Une anti tautologie est une formule toujours fausse.
3) est logiquement équivalente & G si (F' < @) est une tautologie, on note F' ~ G.

Autrement dit v(F) = v(G) pour toute valuation v.

Exemple. F' = p, F ~ G, car (p < ||p) est une tautologie G =|]p.

Remarque.

1) En terme de table de vérité, une tautologie est une formule qui a des 1 par tout dans

sa derniere colonne.
- Une anti-tautologie a des 0 par tout sur sa derniere colonne.

- Deux formules logiquement équivalentes ont les méme tables de vérité.

2) ~ définit sur F une relation d’équivalence I’ensemble quotient

F_ {[F], F € F}, [F] = {G € F/F ~ G} = les classes d’équivalence de

~

F. Quant on compare deux formules “a équivalence logique “ cela veut dire qu’on

F
compare les classe correspondantes dans —.

[l

Ftautologie <= Vv, v(F) =1
— F ~ G
Gtautologie <= Vv, v(G) = 1
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donc : toutes les tautologie sont logiquement équivalentes est froments la classe 1.
De méme toutes les anti-tautologies sont logiquement équivalentes et forment la

classe 0.

3) F=G=F ~ G.
F~G=»%F=CdG.
F ~ G = [F] = [G].

Exemple. Voici quelques tautologies sous-forme d’équivalence :

1) Idempotente de la conjonction et de la disjonction
((p A p) <= p)

((p Vp) <= p)

2) Commutativité de la conjonction, disjonction et équivalence :

(pAge (@ADp), (Ve (@Vp) (e qe (@eDp)

3) Associativité de la conjonction, disjonction, équivelence :

(pvaVvr)e @VigVvr)), (Ag AT) e (pA(@AT)),

(peger)e@e(@er))

4) Distributivité de la disjonction/conjonction et réciproquement :
V@A) e(evanlVvr), Algvr) e ((pAgVeAT)
5) Absorption :

(A (V) ep), (VA <D

6) Lois de Demorgan :

(ItrVvaq) e pAlg, 0 ANqg) <= (IpVig

7) Contra posé e :

(p=q = (l¢=1p)

8) (Ilp &), (=9 < (IpVa)

Voici des formules non équivalentes :
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pAp)et(qgAq) (prendrev(p) =1 — v(q))

(
(p = p) et p (prendre v(p) = 0)

(p = q) et (p=q) (prendrev(p) =0,v(q) = 1)

(p = (= p)et((p=p) = p) (prendrev(p) = 0))

Remarque. Grace a l'associativité de A et V on peut adapter les notations suivantes : La
formule ((F' A G) A H) sera notée (F' AN G N H).
La formule ((F'V G)V H) sera notée (F'V G V H). plus généralement, pour tout entier

naturel non k si Fy, F, ..., ), sont des formules on représentera par :

(v NFy N o NFy) = Fy AN (Fy A (oo A Fr.l))

~ def
NP
i=1
(Fy VE,V ..V Fk), = Fi VvV (FyV (... V F.l)
VE

dans la liste ci-dessous, les formule qui se trouvent sur une méme ligne sont deux a deux

logique équivalentes :

1) (A= B),(JAV B), (AA B) & A), (AV B) & B).
2) (A= B), (AN]B).

3) (A< B),(AAB)V (JAAN]B)), (1AU B) A (1B U A)).
4) (A< B), (A= B)A(B=4),(1A+=]B), (B A).
5) (A< B), (AU B) = (A A B)).

6) (A4 < B), (A<]B), (A < B).

7) A (AAT), (AVT), (AeT), (T = A).

8) 14, (A=14), (A= B)A(A=1B)).

9) 1A, (A=1), (A el

10) L, (AA L), (A =] A).
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11) T, (AV T), (A = T), (L= A).
12) (A= (BAC)), (A= B)A (A= C)).
13) (A= (BV (), (A= B) V(A= C)).
14) (AAB) = O), (A= C) Vv (B = Q).

15) (AV B) = O), (A= CO) A (B = O)).

On retiendra des lignes de 12)a 15) qu’il n’y a pas distributivité de I'implication par

rapport a la conjonction ou a les disjonction. On voit qu’il ya cependant distributivité a

gauche 12) et 13), c’est a dire lorsque le “A“ ou le “V* se situent a droite du = . Dans

le cas 14) et 15) on remarque qu’il ya une sorte de fausse distributivité le “A“(resp :le

V) étant transformé en “V“(resp :en A.)

Théoréme2.4 (substitutions et valuation) Soient v une valuation, F, G, G, ..., G,, des

formules et pq, po, ..., pn des propositions élémentaires.

Soit ¢’ la valuation défini par :

, v(p) sip # P1, P2, s Pu-

0(Gi)sip=p (1 <i<n)

Alors : 9(Fo, ,) = v'(F).

r1 " pn
Preuve. On raisonne par indication sur les formules :

* [ =7p

-Si p # p; alors Fa, ¢,
p1 -’

F
Y pn
-Sip = p; alors Foy ¢, = G; et v(Fa,
Pl

“pn p1 " Pn

r1 " pn

E(F%' ) = U(]Ge ) =

" pn p1 " pn p1 " pn

x ' =1G et 9(Gey ) = V(G)
1

xF'= (GNH) et 9(Ge, cn) =V(G) et 9(He, c,) = V'(H)

r1 " pn r1 " pn

e e) =0(Cear au) N (Ha ea)) = 0(G)0(H) = (G)v'(H) = v'(G A H) =

r1 " pn U pn r1 " pn

V'(F).

Méme chose pour les autres cas.
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Corolaire. Si I’ est une tautologie alors la forme Fa, &, est aussi une tautologie.

r1 " pn

Preuve : Pour toute valuation v ona: o(Fa, ¢,) = v'(F) = 1.
p1 " pn

2.7 Systemes complets de connecteurs

Définition2.12.

1) Pour tout n-uple (ey, €9, ..., €,) € {0, 1}, on note V., ., .. la valuation définie

n

par VAP0 pour tout i € {1,2,...,n}

2) Pour chaque variable propositionnel p est pour chaque élément ¢ € {0, 1}, nous

notons ¢, la formule :
psie =1
Ep =
lpsie =0
3) Pour toute formule F' on note par A(F) = {v € {0, 1}", o(F) = 1} toute formule
F' définit une application :
or :{0,1}" — {0, 1}
(€1, €25 «ey En) > Vey en, .. en(F)
P est compatible avec la relation d’équivalence logique. Autrement dit
F~G& or = 9.
Jr définit donc par passage au quotient une application
@ g — {0, 13©.D"
|F] — @F

[F] la classe d’équivalence de la formule F' pour la relation ~

Théoreme2.5 @ est une bijection.

Preuve.

1) @ injective : soient [F], [G] deux classes de formules

a(F])) = 9(G]) = @r = G¢ & F ~ G &< [F] = [G].

Donc : @ est injective.
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2) @ surjective : Soit @ : {0, 1} — {0, 1},3F € F /@ = O{F}?

x Si @ ne prend que la valeur 0, alors toute anti-tautologie F' vérifie @ = Op,
par exemple F' = (py A | p1)
* Sinon, 'ensemble z = @71 ({1}) = {(e1, €9, ...,en) € {0,1}"/D(e1, €9, ...,6n) =

1} est non vide.

Soit F, = V ( N\ eipi), alors A(F,) = { V ,(e1,62,...,6,) €
(e1,25.-en)€ X 1<i<n €1,E250,En
X} ® 1€ Voyey . cn(Fy) =1 & Oe1,62,...,6) = 1, donc: © = Qp,
pour, ®v<€17€27"'7€n)7 A(/\gp) = V )
EFE €1,E2,.-,En

A( \/ (/\fp)) = {U51752,-~-75n7 (617527‘“7671) < LU}, 17(/\%5) =1l& T)(i%:) =

(1,625 En)ET 1 %

1 < 0(pr) = Veyen..en (D)

Corolaire. Si # P = n alors il ya exactement 22" classes de formules correspondant chacune

a une application @ : {0, 1}" — {0, 1}

Définition2.12. Une application @ : {0, 1} — {0, 1} est appelé connecteur proposition-

nel a n places.

Exemple.

1) Selon la définition précédente il correspond aux connecteurs a 2, places.

Ou de facon équivalente a la classe de la formule p; A ps.

2) Un exemple de connecteur a une place est :
@ :4{0,1} — {0, 1}
0r—1

1—0
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Correspondant a la classe de | p; est donc au connecteur usuelle |.

4

3) Le connecteur a deux places suivant est appelé la barre de chefferie “ou*.

de formule |(p; V pa).

2.7.1 Formes normales

Définition2.13. Une formule F' est dit sous-forme normale disjonction canonique (FNDC)
s'il existe un sous-ensemble non vide x de {0, 1}"/F = V ( N\ eipi) elle est
(e1,€2,-en)eX 1<i<n
dite sous-forme normale disjonctive (FND) s’il existe :
* Un entier m > 1
x Des entiers ki,...,k,, > 1
« Pour 1 < i < m, k; variable p;,, iy, ..., Pir, €t k; éléments ¢;,,...,ex, de {0, 1} tel

que :

F = (€iy Diy N €iyDiy N oo N Eik;Dik;)

1<i<m
On définit de méme les formes normales conjonctives (FNC) et conjonctives canonique

(FNCC)(en échangeant les symboles de disjonction et de conjonction )

Remarque. Une FNDC est une FND. De méme une (FNCC) est une (FNC)

Théoréme2.6 Toute formule F est logiquement équivalente a une FNC et une FND.

Exemple. la barre de chiffre : “ou” ] (p1 V p2) = (p1 V p2) V :barre de chiffre “ou*.
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p1 | P2 i
11110
110710
0|10
01011

ar:{0,1}*> — {0, 1}

{0, 1}* = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)}
(0,0) — 1, (0,1) —> 0

F =1 Ap2) = (01 p2)

A : barre de chiffre “et“

o =0or:{0,1}* — {0, 1}
(0,0) — 1
(0,1) — 1

Un connecteur a n places est une application @ {0, 1} — {0, 1}

pr|p2 | 11 A p2)
111 0
110 1
01 1
0] 0 1

Exemple. F' = ((p1 A p2) = p3)
{0, 1} — {0, 1}
(0,0,0) — 1
(0,0,1) — 1
(1,1,0) — 0O

& connecteur a 3 places.
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Théoréme2.7(de forme normale) Toute formule F est logiquement équivalente & (FND) au
moins une formule sous-forme normale disjonctive et a au moins une formule sous-forme

normale conjonctive (FNC).

Preuve. x Si F est une tautologie, elle est logiquement équivalente & p; A|p; qui est une
FND et une FNC. % Si F ni une tautologie, ni une anti-tautologie alors par le théoreme
précédente, il existe © # @,/ @p = Pp,, v de {0, 1}" i.e : F ~ F, qui est une FNDC
donc aussi FND pour | F, il existe aussi «'/| F ~ F,/, donc :

F =11F ~](V(A) = A(V) ~ FNCC (d’apré le loi de demorgan)

Exemple. G = (A = ((BA]JA) V (Jle N A) & (AV (A =1B))) posons H =
(BATA), I = (lcNA),j=(A=|B,k=HVI),L=(AV J)et M = (K &
L).On a alors G = (A = M) la table de vérité de G :

A|B|C|]JA|1B|1C|H|I|J|K|L|M|G

1110} 0} 01]010/0]0|1T]0]O0

d’apré la table de vérité G est satisfaite par les valuation (0, 0,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,0)
tendit que | G est satisfaite par (1,0,1) et (1,1,1) on enduit la FNDC de G :
(1AN]TBA|C)V (JAN]BANC)V (JAANABAC)V (AN]BA]C)V (ANBA]C)

puis la FNDC de |G(AA]|B A C)V (AN B A C)et enfin la FNCC de G: (]A A
BA1C) AN (JAN]IBATC)

Exemple. F =1((]p = q) =] (¢ © p) on utilise I"équivalences :

(p=9q9 = (IpVq
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(peq < (pVvaAdgVp)

F~11(r =9Vl & p)
~100Tp vV @ VvIle V) A(lpVa))

~1HpVvaVvIilgVp) A(lpVa))

on utilise ensuite les lois de Demorgan :

1pVaq < (IpAla)

1pVag < (IpVvig

donc :
F~TlpVvgnll(lgVvp) A(lpVq)

~@VvaA(lgVvp A(pVa

~@VvagA(gVvp A(pVa

2.8 Systéme complets de connecteur
Définition2.14.

1) Soit ay, g, ..., ag un ensemble de connecteur d’arité quelconques, g, aq, ..., a est
systeme complet ssi : pour toute formule F' € F, il existe une formule G basée sur

l'alphabet P U{ay, ..., ax} U {(,)} tel que F ~ G

2) oy, qo, ..., ay est un systéme complet minimal si aucun sous-ensemble A ; {aq, ..., ai}
n’est pas un systeme complet.
Exemple : {], V, A} est systéme complet de connecteurs.
Proposition :
1)Le systeme {], V, A} n’est pas minimal.

2) Le systeme {], V} est complet minimal.
3) Le systeme {], A} est complet minimal.
Preuve.

1) (p Agq) ~](]pV]q) donc 1 s’exprime en terme du | et V.
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2) Supposons que V s’exprime en terme de | toute formule est donc ~ 1]....] p et donc

apou |p cequin’est pasle cas de (p A q)

2.8.1 Les théories

Définition2.15 Une théorie Z du calcul propositionnel est un ensemble de formules 7" C F.

Soit M un modele défini par la valuation v on dit que :

1) T est satisfaite dans M st M E F,VF € T on écrit M E T.

2) T est consistant ou non contradictoire ou satis faible, s’il existe un modele M tel que

MET.

3) T est finiment satis faible si et seulement si chaque sous-théorie finie 77 C T est

satis faible (cette définition d’intérét que pour les parties T infinies).
4) T est contradictoire ssi 8'il n’est pas satis faible, i.e : n’a pas de modeéle.

5) La formule F est une conséquence de T ssi tout modele de T est un modele de

FEYM MET = ME F, onnote T E F ou <TiF)

6) T et T" sont deux théories équivalentes ssi elle ont exactement les méme modeles ou

(toute formule de T conséquence de 7" et toute formule de 7" et conséquence de

T).

Exemples. considérons des variables propositionnelles deux a deux distinctes p, q, p1, P2, vy Pm -+
I'ensemble {p, ¢, (| p V q)} est satis faible; {p, | ¢} est contradictoire; I’ensemble vide
est satis fait par I'importe quelle valuation.

{p,q} E (p AN q), {p, (p = q)} E ¢, Pensemble {p, ¢} et {(p A ¢)} sont équivalentes

de méme que {p1, pa, oo; D, -} €6 {p1 A pa A pm A LT

Lemme. quelque soient les théories T" et T” les entierset p > 1 et les formules G, H, Fy, F>, ...F,,
et G1, Gy, ...G) les proprietés suivants sont vérifiées :

xT F G ssi T U {]| G} est contradictoire.
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* Si T est satis faible et si 77 C T alors 7" est satisfait.

x Si T est satis faible, alors T est finiment satis faible.

* Si T est contradictoire et si 7" C T" alors 7" est contradictoire.

* SiTEGetsi T CT alors T E G.

«*T U {G} F H sietseulementsi T F (G = H).
«xTE(GANH)ssiTEGetTF H.

x{F, Fo, ... F,} F Gssi E(FL NFa NN Fy) = G).

x G est une tautologie ssi G est conséquence de 1’élément.

*x G est une tautologie ssi G est conséquence de I'importe quel ensemble de formules.
* G est contradictoire ssi T F (GA]G).

x G est contradictoire ssi toute anti-tautologie est conséquence.
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Chapter

Calcul des prédicats

Définition3.1 Une “prédicat® est une affirmation qui porte sur des objets d’une théorie math-

ématique et qui peut étre vraie ou fausse selon ses objets.
Exemple.
1) “étre un nombre pair® est vraie pour 2 mais fausse pour 5.

2) “étre plus petit que® est vraie pour (2,3) mais fausse pour (3,2)
Les calcules des prédicats permet de construire des énonce complexe a partir des prédicats
en utilisant des symboles spéciaux pour représenter les variables, les fonctions sur ces
variables et les relations entre elle. Certaine variable ne changent jamais : ce sont les
constantes.

En se sens le calcule des prédicats est plus riche que le calcule des propositions.

3.1 Syntaxe du calcul des prédicats

3.1.1 Alphabet de premier ordre

Soit V' = {zo, x1, z2...} un ensemble dont les éléments sont appelé variables.
xC = {co, c1, ¢a,..} un ensemble dont les éléments sont les constantes.

x F = |J Fn, sont les fonctions d’arité n.
n>0

*R = |J R, une rennion d’ensemble R, dont les éléments sont des relations d’arité n.
n>0
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(On admet que R, contient un élément particulier I’également)

« Les symboles V et 3 (quelque soit, il existe).

Définition3.2 Un alphabet du premier ordre est un alphabet A de la forme :
A=V,U{(,), ,\,V,=, &V, UCU FUR.
- La partie U U {(,), |, A, V, =, <, V, 3} est la partie logique de l'alphabet ou du
langage.
- La partie Y. = C U R U F. est appelée la signature du langage.
- La partie logique est commune a tous les langage ce qui caractérise un langage est donc

sa partie ne logique ou signature.

Exemple. Signature de 'arithmétique élémentaire
o ={+ .,<01}
C = {0,1}
F=1{+}=r
R ={<,=} = Ry

3.1.2 Termes

Définition3.3 l’ensemble des termes T construits a partir de A est la plus petite de A* tel
que: 1)U UC C T.

2)ty, to, .oy ty €T = fty, .. t, € T,Vf € F,Vn > 1.

Exemple. dans la théorie des nombres réels, les constantes sont des éléments de R. les variables
x,vy, ..., les fonctions telles que cos, sin, 4, X, ... sont réelles.
* sinx est un terme.
*.xx est un terme représenté habituelle par 2.
* + xy est un terme représenté habituelle par x + vy .

* L’expression sin(z + sin (y* + 7)) est représentée par le terme : sin + x sin + z.yy

Remarque. En tant que mot, chaque terme a une écriture unique.
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3.1.2.1 hauteur d’un terme

Soit T = |J Ty avec Ty = v UC et Ty = T, U {fty,....tp, [ € Fretty,...tr € T,}
n>0

h(t) = min{n/t € T,}
x On peut aussi parler de I'arbre de décomposition d’un terme. Le hauteur d'un terme reale

hauteur de son arbre de décomposition :

Exemple. Le terme : sin + zsin +x.yy

h =25

5in

3.1.3 Formule

Une formule atonique est un mot de A* qui sont Rt;...t, avec R une relation d’arité n (R €

R.) et t....t, sont des termes (par exemple on écrit = tity pour t; = to).

Définition3.4 L’ensemble des formules du 1¢" ordre est la plus petite partie F de A*/

1) Toute formule atonique € F.
2) ,G,e F=|F,(FANG),(FVG),F =0G),[F <G ecF

3) F,e F = Vv, F et3v, F € F,Vn.

Remarque.
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1) OnaOna F = Unzo F, avec Fy = formules et ou. avec Fy = formules et ou.,
Foin = FU{lF, F € FIU{(FxG),F,G € F,,* =} U{Vu, F, F € F,, k €
N}YU{SuwF, F € Fet h(F) = min{n/F € F,}.

2) En tant que mot, toute formule a une écriture une unique.

3) Une formule a aussi son arbre de décomposition de les terminaisons sont les formule

atoniques.

Exemple. Soit la signature >, = {p, @, R, f, g, T}
xVx (Rry = Qxfy).
x| Jx(Rey V Qugyz).
«Va (pr A Jy(Tyr = szy)) sont des formules.
Les sous formules de F se définissent de la fagon suivant : *x Si F est atonique alors
sf(F) = {F}.
xF =G, sf(F) = {F} U sf{G}.
x Si F' = (Gy x Gg), sf(F) U sf{G1} U sf{Gs}.
x Si F = VauG, sf(F) = {F} U sf(G).
F = dx.G.

3.2 Variable libre et Variable lieé

Une variable v, peut apparaitre plusieurs fois dans une formule F. On dit quelle a plusieurs

occurrences. Ces apparitions sont de deux sorts : libre et liées.

Définition3.5 On définit par indication les occurence libre de v, :
* Si F' est atonique, toute les occurrences de v, dans F' sont libres.
* Si F' =G, les occurrences libres de v, dans F' sont celle de v, dans G.
*x Si = (GaH), les occurrences libres de v, dans F' sous sont celles de v, dans G
et celles de v,, dans H.

* Si F'' = Vu,G ou F = Ju,G avec k # n, les occurrences libres de v, dans F sont
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celle de v,, dans G.
* Si on dit alors que x, est quantifiée dans F F = Vv,G ou F' = dJv,G aucune

occurrence de v,, dans F' n’est libre.

Exemple. > = {R, ¢, [}
R : Relation, ¢ : constante, f : fonction
F =Vay(FxyVao(Rrizg = |20 >~ x3) A Vao(Fza(Rrize V frg ~ ¢) A g >~ 9)
Toute les occurrences de zy et de x5 sont liées les deux premier occurrences de x; sont

liées le troisieme est libre. x5 est libre.

Définition3.6 Une variable dans F' est libre si elle a au moins une occurrence libre. Une
formule close est une formule sans variables libre dans I'exemple précédent F' n’est pas
close ((z1 et x3)sont libres).Une cloture une variable de F' est une formule de la forme
YV Uiy, Vigy -y Vi, FoOW vy, ... v, sont les variables libre de F' une cloture inversible est

close.

3.2.1 Portée d’un quantificateur

Posons © = 4 ou V. Dans toute formule F contenant Ox, le mot Oz, est suit d’une

sous-formule unique G dans laquelle sous le Oz, le variable x soit libre.

Définition3.7 G le portée du quantificateur O les occurrences de x sont qui sont dans le
champ de O sont les occurrences libres de = dans G.
Exemple : F = J2((pz V Qy A gy = 2) = (32 y Rry A foz =)y libre Set 12,
8 12

2 25
liée en 22 et 25 quantifiée en 22 et 25 quantifiée en 22 et 25dans le champ du 21.

3.2.2 Substitution dans les formules

3.2.2.1 Notation

t = tlx;,, T4y, ..., x;, | signifie que les variables ayant au mois une occurrence dans le terme ¢

sont permit x;,, ...,x;,.S1 m = max x; on peut aussi écrit t = t[zg, 1, ..., Tp).
J
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Définition3.8 Soient ¥, ...,y des variables et ¢, uq, ..., u; des termes. Le mot tuy . estle

IR

mot obtenu par substitution des termes wuy,us, ..., u; aux variables yi,...,yr dans toute
les occurrences des y; danst. plus exactement :

*t = constante ou variable # y; alors tw, —w = t.
y1 ' g

y1 7 g

*xt = ftltgtn tug w = ftlﬂ up .t g Uk
v1 1

Yk y1 ' g Y1 g

1y

Proposition3.1 tw; « est un terme.
Y1y

Preuve. Par induction sur le terme ¢.

3.2.3 Substitution dans les formules

3.2.3.1 Notation

F = Flz;,...,x;,] veut dire que les variable libres dans F' se trouvent parmi les z;, . On va

substituer des termes a des variables libres dans une formules.

Définition3.9 Soient F' une formule, yi,...,y; des termes. Le mot Fu w. obtenu par sub-
Y1 Yk

stitution des termes wuy, ..., u, aux variable yi, ...,y et défini comme suit:

*S1 F' = Rty...1, est atonique alors Fuy we = Rtjw we.... b u u.

Y1 vk y1 g y1 g

*Si F =]G alors Fuu w, =|Gu_ .
Y1

*SZF:(GQH)7 Fu :(GU1 we o Huy uk)

Ty y1 "y y1 Yk

*Si F = O2G(x # y;), Fu w = OxGu w, 0 = JouV.

1k TRRET

* ST F = OyZG(l = 1,2,...,k), FLl up = OyzGﬂ Ui—1 Ui4l  Up

y1 T Yk Y1 Y1 Vi1 T Yk

Exemple. F = Vao(Ix, Vro(Rrizg = | o = x3) AVae(ae(RrizaV frg = ¢) Avg = 09))
t= ffc
Fi+ = Vao(Iz,Voo(Rrizg = |x0 = x3) A Vao(3xe(Fza(Rf fexg V frg = ¢) N g =
zl

)
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3.3 Sémantique du calcul des prédicats

Nous volons donner des valeurs de vérité aux formules du calcules des prédicats pour cela il
faut specifier un domaine dans lequel les variables prennent des valeurs et ou les symboles de

relation et de fonction aient un sens .

Exemplel. Soit la formule JyVz Ryzr pour donner une valeur de vérité a cette formule il
faut donner des valeurs aux variables x, y et préciser la définition de la “ralation“ R.
Cela dépend donc de ’ensemble dans lequel les variables x, y prennent leurs valeur et de
la définition de R dans cet ensemble.
* Si R =< sur N, alors la formule et vraie.
* Si R =< sur N, la formule et fausse.
* Si R =< ou < sur Z, la formule et fausse.
On a donc besoin de spécifier un ensemble dans lequel les variables prennent des valeurs
et dans lequel les symboles de relations et de fonctions deviennent des vraies relations et
fonctions. Cet ensemble sera une structure (ou une réalisation du langage ou alphabet A

du calcule des prédicats considere )

Exemple2. Rczx
* Vraie pour N ¢ =0,z =1, R =<.

* fausse pour N, ¢ = 0,z = -1, R =<.

3.3.1 Définition d’une structure

Soit A un alphabet du 1¢" ordre.

Définition3.10 Une A structure est la donnée d’un ensemble S tel que :
* Toute constante ¢ de A est associée a un élément ¢ de S.
x Chaque symbole de fonction f d’arité n est associée une application f : S* — S.
% Chaque symbole de relation R d’arité n est associée une relation R d’arité n sur

S(R C S™) (larelation d’égalité correspondant a I’égalité dans S).
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Soit le langage de signature Y. = {R, f, co, c1} une structure possible est S = N, R =
<, f = 4,6 = 0, = 1. Une auto structure possible est S = R, R =<, f =

T, =e€ =T

Remarque. Quand on considere plusieurs structures associées au méme langage, pour chaque

structure, on peut écrire ¢, fs, et R,, ou ¢ représente l'interprétation des symboles con-

stants, f, représente l'interprétation des symboles de fonction, et R, représente I'interprétation

des prédicats.

Définition3.11 Soient S et S’ deux structure du méme langage (alphabet). On dit que S
est une sous-structure de S’ si :
xS C 9.
*xCs = Cg pour toute constante c.
* fs = f_s—fl pour toute f d’arité n.

s

xR, = Ry N S™ pour toute relation R d’arité n.

Exemple. Y = {R, f, g, co, &1}
*S'=Z, Ry =<, fo = +, gy = +,c0, = 0, ¢, =1
xS =N, Ry =<, fs = +,6s = +, &, = 0, a1,
Soient toujours S et S’ deux structures du méme alphabet. Un morphisme de structure
entre S et S’ est une application @ : S — 5.
*@(¢s) = ¢, Ve
5@ (faran) = f (@), ., @(ay)
pour toute f d’arité n,Va; € s x(a1),...,a,) € R* = (&(1),...,(a,) € R?

Vay,..,a, € S, VR darité n

Exemple. Y = {f, ¢}

S=<Ri, 1L,z> 5 =<R,0,+ >

g: R — R

xr — logx
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Définition3.12 Un morphisme de structures & : S — S’ est un monomorphisme . Si pour
toute relation R d’arité n, si a1, ...,a, € S alors (ay,as,...,a,) € Ry & (D (a1, ...,a,)) €

R,

Exemple. Tout sous-structure définit un monomorphisme (toute injection S ¢ S’) l'inverse

est aussi vraie

Proposition3.2 Tout monomorphisme est injectif.

Preuve. Parmi les symboles la relation, on a la relation d’égalité =, elle définit sur S et S’
la relation d’égalité des ensembles :“=S“=“=gs“ “==" donc soient
aj,ay € S/ @(a1) = F(ay), @ est un monomorphisme on a : F(a;) = (az) < a3 =

az, donc @ est injective.

Définition3.13 Une isomorphisme de structure @ : S — S’ est un monomorphisme sur-
jectif en particulier @ doit étre une bijection ’ensemble un automorphisme est un iso-

morphisme & : § — 5’

Exemple. S =<R%, 1, x > etS =<R, 0, +>.
g : R, — R, 2 — logz est une automorphisme.

L’étape suivante est 'interprétation des termes.

Définition3.14 Soient t = t[zo, ..., x,_1] un terme et S une structure du logique du premier
ordre. Soient aq,...,a,_1 un élément de S.
L’interprétation ¢, de ¢ dans S quant z; = a;, 0 < 7 < n est défini de facon suivante :
* Sit = x; alors ty; = a;.
*t = c alors ty = ¢,.

xt = ftity.. .ty alors ty = fo(ti., ..., tr.).

Exemple. ) = {f, g, co, c1}.

S:N7f:+,§:X,C_OZO,C_1:1.
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t = gyfee, = tlz, yl

On prend ag = 2, a1 = 3.

ts = g(3, f(2,1)) = 3.2+1) =3 x3=9

Proposition3.3 Soient t = t[xo,...,x,_1] et t' = [y, zo, ..., ,_1] deux termes et ag, ..., a1

des éléments de la structure S. Alors on a u; = t,, avec u = t, et y ~ t, =b e S
Yy

Preuve. Par indication sur le terme ¢’

*t = fty..ty alors u = fuy..up avec u; = t;+
Yy

Par 'hypothese u;, = t;,

Donc : 5 = f(ui,, ...;tr,) = f(tiy, . tr,) = tg

3.3.2 Satisfaction d’une formule dans une structure

Soit A un alphabet du 1" ordre et S une A structure. Soit F' = Flxo,...,x,—1] une formule
(cette notation veut dire que les variables libres de F sont parmi les x;).

On a défini la satisfaction d'une formule F dans S quand les variables x; sont inter pend par
les éléments ag, aq, ..., a, de S.

Ce qu’on écrira :

S E Flag, ay, ..., Gp—1]

Définition3.15 x Si F est la formule atonique Rtyts...ty avec t; = t;[zo, ..., r,_1] alors

S E F[CL(), ...,an_l] =4 (t;s7...,t;s> € R,
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*SiF =G

S E Flag, ...,an-1] < S ¥ Glag, ..., an-1]

xSt F = (G AN H) alors

SEF<sSEGetSEH

* St F = (G = H) alors

SEF & SEGouSFH

xSi F = (G Vv H) alors

SFF& SEGouSFH

xSt F = (G < H) alors

SEF&S (SEGetSEH)ou(SEGetSE H)

* Si F = VaG (x # x;)

S E Flag,...,an—1] & S F Gla, ag,...,a,_1] Va avec x interprété par a
*S1 F = Ja2G (x # ;)

S E Flag,...,an_1] & sida € S/

S E Gla, ag, ..., an_1], avec © ~ a

* ST F = Vuz,G

S E Flag,...,an—1] & S E Glag,...,a;—1, ©; — a, aj11, an—1|Va € S
* Si F = dz;,G

S E Flag,...,a,_1] & Ja € S/

S E G[ao, ey i1, Gy A4y, ...,an,l]
Remarque. Si F' est close (sans variable libres) on écrit S F F, F' est soit satisfaite dans S

Exemple. ) = {]T%, f,c} estlestructure S = R, Ry, =<, f, = cos, ¢, = 7
T

2 1
* F' = Rcx (= Rtits)

S E Fla] & ti,, tas € Ry
&t <ty
ST < a

donc : S F Fla] & a € [m, +o0]
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*F = “frg = ¢ = cfxy
S E Fla] & ¢ = fro, & m = cos a
donc: Va € R, S ¥ Fld]
dxy fx1 = xy, variable libre z.
il
S E Flag] & S E Glag, a1] pour un certaine ay
< Jay /cos a; = ag
& ap € -1, 1]

*Vx1Rxyfry, variable libre xg
G

S F F[CL()] < S E G[ao, CLl] /Val
& Vay/ag < cos ag
& ag € oo, —1]

*V a1 Jro(Rryzg N\ fzg = x0), variable libre zg

G

S E F[ao] <~ ValElag/S = G[ao, ay, ag]
& Vay/Fag/ay < ag et ag = cos ay
<= ag € [—1, 1]
*xgdxi fry = o formule close
G
\V/Clo, E'CLl/COS ay = Qo S EF

*dx1 VasRfrox, formule close
G

Ja, /¥ ay, cos az < ay SEF

Proposition3.4 Soit ¢t = t[x,...,x,—1] un terme et F' = Fl[z, xg, ..., Tn_1, Yo,

25

oy Ym—1] une

formule telle que aucune occurrence de z ne se trouve dans le champ de Vax; ou Jz;.

Alors pour toute structure S et Vag, ...,an_1, bo, ...,0,,—1 € S on a :

Sk Fi[am ey -1, bOa '-'7bm71] & Sk F[t;a aO?"'aanflabOa“wbmfl]

Preuve. Par récurrence sur la formule F'

*F = Rtltgtk tl = ti[Z, Loy -y LTn—1, Yo, ...,ym_l]
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Posons : c;, = t;s[l?, ag, ..., Ap—1, bo, ---,bm—l]
On 7;, = ¢; donc S F Fi < (ti,[ts, o, ..., @n_1, bos s bm_1]) € Re,i=1,.,k & S F

F[t;, ag, ..., Ap—1, bo, ...,bmfl]

3.3.2.1 Conséquence et équivalence universelle

Soit A un alphabet du 1¢" ordre :

* Une formule F' close est universellement valide si S F F' pour toute A structure S.

On note E F

* Une formule close F' est contradictoire ssi | F' est universellement valide.

* Une formule F' comportant des variables libres est universellement valide si sa clotiire uni-
verselle I'est.

* F' est universellement équivalente a G (F' ~ @) ssi(F < G) est universellement valide.

* Une théorie T de A est un ensemble de formule close.

* Le structure S est un module de la théorie 7" si et seulement si S F F,VF € T (on dit
aussi que S et T') on note S F T % Une théorie T est consistante si elle admet au moins
un modele sinon elle est contradictoire x Une théorie finement consistante est une théorie dans
laquelle toute partie finie est consistante.

* I close est conséquence de T' si tout modele de T satisfait F' on note T' F F

(Si F' est non close, considere le cloture universelle)

* 17 est équivalente a Th ssi toute modele de T} est un modele de T, et uni-versement.

Proposition3.5

1) SiF ~ FetG~ G alors |F ~|F' (FaG) ~ (FlaG)a=A\V, = &
Ve F ~VaF'
dxF ~ Jdx F'

2) Soit F' une formule, G une sous-formule de F' et G’ ~ G, alors F' = Fg ~ F.
G
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Preuve.

1) Traitons la close V il faut montrer que la cloture de (Vo F' < YV F') est satisfait

dans toute structure S écrivons

F = Flxg,...,Tp_1, ]

F' = F'lzg,...,xy 1, 7]

S EVzFlag,...,an_1] & VYaS E Flag,...,an_1,al
< VaS E Flag,...,a,_1,0]
& S E VxF'[ao,...,an,l]

& SEWNzF & Vo F)

2) Par induction sur la formule F.

Exemple.
Vo F ~ 3z | F
Ve(FANG) ~ (Ve FAVzG)
dz(FV G) ~ 3z FV3zG) ,
Formule e quivalents
dz(F = G) ~ (Vo F = 32G)
VaVyF ~ VYyVaF

JedyF ~ Jyda F

Jz(F ANG) = (3 F AN 3JzxqG)
Vo FVV2G) = Va(F Vv G) ¢ Formule universelle valide

JaVyF = VydaF
Si x n’est pas libre dans F, ona: Vo F ~ daF ~ F

Corolaire. Toute formule du 1" ordre est équivalente a une formule un comportant que

1, AV
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Preuve. {], V} est complet pour les connecteurs logique et 3 s’exprime en-terme de | et V.



Chapter

Axiomatique de Z F et AC

4.1 Paradoxes, théorie naive des ensembles

L’idée de base de la théorie najve est un concept tres puissant, celui. d’ensemble. Un ensemble
est une collection d’objets, qui peuvent étre eux des ensembles. Ces objets sont dits éléments de
I’ensemble. (on peut distinguer un élément d’un autre par ses propriétés, qui sont des assertions
qui seront vraies pour certains éléments et fausses pour d’autres. Deux ensembles "naifs” sont
tres intuitifs : I’ensemble vide et jensemble Oméga (2 de tous les ensembles. Malheureusement,
le concept naif d’ensemble s’avere etire trop ,ilssant. II peut conduire a des paradoxes. Le plus
important de ces jadoxes est basé sur un théoreme dérnontré par George Cantor en 19, qui
stipule que I'ensemble P(FE) des parties d'un ensemble E st toujours plus gros que F lui méme;
cela signifie que les éléments de P(FE) ne peuvent étre mis en correspondance biunivoque avec
ceux densemble F.

Par exemple si £ = {1,2,3}, ensemble qui contient trois élements,

P(E) = {{}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3}, {1, 2,3}}

possede huit éléments et on a 8 > 3. De méme pour un ensemble E afni, P(E) est plus gros que
E car on ne peut établir de correspondance biunivoque entre les éléments de E et celui de P(E).
On dit que E et P(FE) n’ont pas la méme puissance. Le paradoxe survient lorsqu’on considere
I'ensemble oméga de tous les ensembles : le théoréeme de Cantor nous dit que P (omega) est

un ensemble plj, gr.,..« quoméga, qui est pourtant censé contenir tous les ensembles! Voici

29
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maintenant quelques autres paradoxes (ou antinomies) classiques:

4.1.1 Paradoxe de Russel

Le paradoxe de Russell, est un paradoxe tres simple de la théorie des ensembles (Russell lui- un
role important dans la formes, en un sens équivalent), qui a joue war Bertrand Russell ves 1001
formatisation de celle-ci. Il fut découvert par Bu a Gottingen, ou il avait et publié en 1903. Il
était en fait déja connt Zermelo, a la mém vert indépendamment par Enst Zermelo, a la méme

époque, mais ce dernier ne I’a pas publié.

4.1.1.1 Enoncé du paradoxe

On peut formuler le paradoxe ainsi : ’ensemble des ensembles n’appartenant pas a eux-mémes
appartient-il a lui-méme? Si on répond oui, alors, comme par définition les membres de cet
ensemble n’appartiennent pas a eux-mémes, il n’appartient pas a lui-méme : contradiction.
Mais si on répond non, alors il a la propriété requise pour appartenir a lui-méme : contradiction
a nouveau. On a donc une contradiction dans les deux cas, ce qui rend l'existence d’'un tel
ensemble paradoxale.

Réécrit plus formellement, si I'on pose : y = {z | x ¢ 2} on a immédiatement que y € y <

y ¢ y, donc chacune des deux possibilités, y € y et y ¢ y, meéne a une contradiction.

4.1.1.2 Solutions du paradoxe

Les principales solutions apportées pour étudier ce paradoxe furent :

1. Restriction du principe de compréhension, due a Zer- melo (1908) :

Un prédicat ne définit pas un ensemble mais ce que 'on appelle une classe et son in-
tersection avec un ensemble donne un sous-ensemble de celui-ci. Il est possible d’écrire
le prédicat ” = ¢ z”, mais celui-ci ne définit plus un ensemble. Il peut définir un sous-
ensemble d'un ensemble donné, mais cela ne conduit pas a cessaire, pour développor
les mathé a un paradoxe. Il est néoper les mathématiques, d’introduire un certain nom-

bre d’autres instances du principe de comprehenaion gentrale comme axiomes particuliers
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(paire, reunion, enambble des partics, ...). Plus tard Abraham Fraenkel et Thoralf Skolem
introcluisirent. (incte pendamment) le schema d’axiomes de remplacement, qui eat tou-
jours une restriction du principe de comprehension general, mais ctencl encore le schéma
d’axiomes de compréhension introduit par Zermeln. Jla preciserent également la notion
de predicat, et, en particmlier Sknlem, le contexte logique (le calcul des prédicats du

premier ordre).

2. Théorie des types de Russell:

Esquissée en appendice de 'ouvrage déja cité de 1903, Russell la. développe véritablement
dans un article de 1908 (voir références). II poursuivit, en compagnie de Whitehead, avec
les Principia Mathernatica parus en 1910. Selon cette théorie, les ensembles sont de
types hiérarchisés. A un ensemble ne peuvent appartenir que des objets, qui peuvent etre
des ensembles, mais sont de types strictement inférieurs au type de I’ensemble initial,
de sorte qu’on ne peut tout simplement plus écrire I’énoncé paradoxal (on ne peut plus
écrire le prédicat d’auto-appartenance ” x € x 7, a fortiori sa négation). Russell n’a
pas immédiatement développé la théorie des types apres 1903. II a d’abord pensé a des
solutions alternatives, comme la théorie « pas de classe », qu’il tente d’esquisser dans son
article de 1906. Dans ce méme article, Russell ne cite d’ailleurs méme pas la théorie des

types parmi les solutions qu’il a explorées.

4.1.2 Paradoxe du coiffeur (barbier)

Le paradone du barbier est une illustration a but didactique du paradoxe de Russell, attribuge
a Bertrand Russell hui-meme. Il ne faut donc pas donner une importance excessive a ce "para-

7N

doxe” "que le logicien E. W. Beth qualifie ”d’antinomie prétendue” ou de "pseudoantinomie”.

4.1.2.1 Enoncé du paradoxe

On peut énoncer le paradoxe ainsi :
Le conseil municipal d’un village axrete une ordonnance qui enjoint a son barbier (masculin)

de raser tous los habitants masculins du village qui ne se rasent pas eux-memes et soulernent
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ceux-ci.

Le barbier, qui est bien un habitant du village, n’a pas pu respecter cette regle car :

e S’il se rase lui-méme, il enfreint la regle, car le barbier ne pet raser que les hommes qui ne se

rasent pas eux-meémes.

e S’il ne se rase pas lui-méme - qu’il se fasse raser ou qu’il conserve la barbe - il est en tort
également, car il a la charge de raser les hommes qui ne se rasent pas eux-mémes.

Cette regle est donc inapplicable. S’agit-il pour autant d’un paradoxe? Il n’y a aucune raison
de penser qu'un conseil de village on toute autre instance ne puisse rendre une ordonnance
absurcle. De fait, loin d’étre une antinomie logique, ce "paradoxe” montre simplement qu’un
barbier respectant cette regle ne peut exister. Il s’agit d’'une illustration de ce que, si R est
une relation binaire quelconque (en I'occurrence ” ...rase...”), ’énoncé suivant, écrit en langage
formel : —JyVa(yRr < -z Rx), est une formule universellement valide du calcul des prédicats
du premier ordre. On se reportera a l’article sur le paradoxe de Russell pour voir pourquoi cela
peut conduire, dans le cas de la relation d’appartenance dans une théorie des ensembles trop

naive, a une véritable antinomie, c¢’est-a-dire a une contradiction démontrée dans la théorie.

4.1.3 Paradoxe du menteur

Le paradoxe du menteur est un paradoxe dérivé du paradoxe du Crétois (ou paradoxe d’Epiménide).
Ce paradoxe aurait été inventé par Euclide, un adversaire d’Aristote. Sous sa forme la plus
concise, il s’énonce ainsi : “un homme déclare : Je mens. Si c’est vrai, c’est faux. Si c’est faux,

c’est vrai”. On peut y voir deux interprétations :
e En tant qu’énoncé, cette phrase dit : "Cette phrase est fausse”;

e En tant que propos, il faut comprendre : ”Je mens maintenant”.

4.1.3.1 Enoncé du paradoxe

On attribue le paradoxe du menteur & Epiménide le Crétois (VIle siecle av. J.-C.), bien qu'’il

semblerait que cette premiere formulation du paradoxe du menteur ne soit apparue paradoxale
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que bien plus tard ; lorsqu’au IVe siecle av. J.-C., Euclide de Milet énonca : ”"Un homme disait
qu’il était en train de mentir. Ce que I’homme disait est-il vrai ou faux?”.

On pourrait allonger ce paradoxe par cet énoncé : "La phrase suivante est fausse. La phrase
précédente est vraie”.

Attribuons & Epiménide le propos : "Tous les Crétois sont des menteurs ” Ceci était con-
sidéré par les philosophes antiques comme un paradoxe puisqu’il échappait au principe de
non-contradiction, En effet, soit Epiménide dit vrai, alors il ment (puisque c¢’est um Crétois),
donc son affirmation est fausse (puisque tous les Crétois mentent). soit ,au contraire, Epiménide
ment en disant cela , alors il existe au moins un Crétois qui dit la vérité, et donc son affirmation
est fausse. Dans tous les cas, Son affirmation est fausse, ce qui n’ est pas contradictoire ; c’est

la solution du paradoxe.

4.1.3.2 Solution du paradoxe

Aristote semble faire allusion a ce paradoxe dans "les Réfutations sophistiques” et donne cette
solution : on peut mentir en général, tout en disant la vérité sur un point particuhier. La
contradiction disparait des lors qu’on comprend la proposition ainsi :”je dis vrai en disant que
je mens” : la vérité en question n’est plus alors absolue, mais relative a un contenu déterminé.
Une ambiguité nait donc de la confusion entre le langage et le métalangage (celui qui parle du
langage dans lequel il parle au moment ou il parle).

Les interpretes modernes ont résolu ce paradoxe en 1’étalant dans lispace. En effet, tout ce
quon peut déduire de la citation d’Epiménide, c’est qu’elle est fausse; en particulier tous les
Crétois ne sont pas des menteurs, mais Epménide, lui, en est un. On résout ainsi le paradoxe
en létalant dans I'espace. Néanmoins la phrase, au présent, nécessiterait une analyse au méme
temps, avec toute linstantanéité nécessaire a la résolution de ’assertion d’Epiménide.

En fait, la négation de "Tous les Crétois sont des menteurs” n’est pas: "Tous les Crétois
disent la vérité”, mais : "l existe au moins un Crétois qui dit la vérité” (et il faudrait méme
dire, dans le sens ou menteur est utilisé jusqu’ici, "Il existe au moins un Crétois qui dit parfois
la vérité”). Donc, il peut exister un ou plusieurs menteurs crétois, mais il est vrai que celui-ci

peut étre Epiménide.
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De maniere analogue, le paradoxe ”Je mens toujours” cesse de I’étre lorsqu’on 1’étale dans
le temps : au moment ou je dis "Je mens toujours” | je mens nécessairement (sinon, on a le
méme probleme qu’avec Epiménide)7 ce qui implique que je ne mens pas toujours. il n’y pas
de contradiction logique:il m’arrive de mentir, mais pas toujours!

Le paradoxe du menteur devient plus intéressant lorsqu’on en considere la version suivante
: 7Je mens en ce moment méme”. Si alors elle devient vraie!

Cela indique que quand une phrase peut se prendre elle-meme pour énoncé, cela peut con-
duire a une situation instable.

Cette phrase réalise une action du fait de son énonciation, c¢’est une contradiction perfor-

mative. Autre exemple: ”je suis mort” (si je parle c’est que je suis encore vivant).

4.1.4 Paradoxe de Cantor

Le paradoxe de Cantor, ou paradoxe du plus grand cardinal, est un paradoxe de la théorie
des ensembles dont 'argument a été découvert par Georg Cantor dans les années 1890 (on le
trouve dans une lettre a David Hilbert datée de 1897). II est appelé ainsi par Bertrand Russell
dans ses "Principles of Mathematics” de 1903. Le paradoxe énonce que l'existence d’un plus
grand cardinal conduit a une contradiction. Dans une théorie des ensembles trop naive, qui
considererait que toute propriété définit un ensemble, ce paradoxe est bel et bien une antinomie,
une contradiction déduite de la théorie, puisque le cardinal de la classe de tous les ensembles
serait alors le plus grand cardinal Mais ce n’en est pas une pour Cantor, qui n’a d’ailleurs jamais
parlé de paradoxe. Pour lui, cela montre que le plus grand cardinal, s’il peut d'une certaine
facon se définir, n’est pas un ensemble : reformulé en termes modernes et dans une théorie
des ensembles axiomatique que ne connaissait pas Cantor, la classe des cardinaux n’est pas un

ensemble.

4.1.4.1 Enoncé du paradoxe

On peut déduire le paradoxe de deux fagons. Pour toutes deux on utilise que tout ensemble a

un cardinal et donc, implicitement, I’axiome du choix.
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e On montre que la classe des cardinaux est equipotente a la classe des ordinaux, et donc le
paradoxe de Cantor se rametne au parradoxe de Burali-Forti, il faut pour cela une forme

du schemma d’axiomes de remplacement.

e On utilise le théoreme de Cantor sur la cardinalité de I'ensemble des parties : si le plus
grand cardinal est un ensemble, il a donc un ensemble des parties, qui a alors un cardinal

strictement supérieur a ce plus grand cardinal.

4.1.4.2 Paradoxe de Cantor et paradoxe de Russell

Pour Cantor un peut éliminer tout appel a la notion de cardinal, et donc a I'axiome du choix
dans le second raisonnement. Soit la classe de tous les ensembles (dont le cardinal serait
naturellement le plus grand cardinal).

Pour Cantor tout ensemble pouvait étre bien ordonné et avait un cardinal. Mais on peut
éliminer tout appel a la notion de cardinal, et donc a 'axiome 4, choix dans le second raison-
nement. Soit V' la classe de tous les ensembles (dont le cardinal serait naturellement le plus
grand cardinal). Si V est un ensemble, son ensemble des parties P(V) également. Donc
P(V) C V, l'identité définit une injection de P(V') dans V et contredit le théoreme de Cantor.
On a en fait montré que la classe de tous les ensembles n’est pas un ensemble.

ci a d’ailleurs déclaré qu’il était arrive paradoxe de Russell, et celui la preuve du théoréme
de Cantor. En adaptant la démonstration du théoréeme de Cantor a ce cas particulier, on
construit une réciproque a gauche f de l'identité de P(V) dans V, et on considére I’ensemble
{r eV |z ¢ f(x)}, dont l'intersection avec P(V) est {x € P(V) | = ¢ x}.

Le paradoxe de Russell a I'avantage d’étre plus simple et de ne pas faire appel a ’ensemble
des parties d’un ensemble, la seule propriété ensembliste est la compréhension non restreinte,
qu’il utilise une seule fois, et qui est exactement la raison du paradoxe. Le paradoxe de Cantor
utilise aussi la compréhension non restreinte, d’une facon analogue au paradoxe de Russell qui
n’est pas correcte dans les théories des ensembles usuelles a la ZFC, mais aussi quand il affirme
que l'ensemble des parties d’un ensemble est un ensemble, ce qui est par contre licite (c’est

I'axiome de I’ensemble des parties).
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4.1.5 Paradoxe de Richard

Le paradoxe de Richard apparait dans une théorie des ensembles qui n’est pas suffisamment
formalisée. Il a joué un role important dans les recherches sur les fondements des mathéma-
tiques, en particulier au début du XXe siecle, et a suscité depuis sa publication en 1905 de
nombreux commentaires. Son auteur, le mathématicien francais Jules Richard, professeur au
lycée de Dijon, le décrivit dans une lettre au directeur de la Revue générale des Sciences Pures
et Appliquées. Ce dernier décida de la publier, sous forme d’un court article, dans le numéro

du 30 juin 1905 de cette revue.

4.1.5.1 Enoncé du paradoxe

Si 'on numérote tous les nombres réels définissables en un nombre fini de mots, alors on peut
construire, en utilisant 'argument de la diagonale de Cantor un nombre réel hors de cette liste.
Pourtant ce nombre a été défini en un nombre fini de mots.

Voici quelques détails sur la construction :

1. Les nombres réels définissables avec un nombre fini de mots forment, de ce fait méme, un

ensemble dénombrable, soit F.

2. On peut construire un réel N qui n’est pas dans E par le procédé de diagonalisation suivant :
on numeérote les éléments de F, puis, on choisit chaque chiffre de N de sorte que le n-ieme
chiffre de N soit différent du n-ieme chiffre du n-ieme élément, et que ce ne soit pas 9
(pour éviter la double écriture des décimaux). Ainsi, pour chaque n, I’élément numéro n
differe de N pour au moins un chiffre, donc n différe bien de N (tous les réels, en dehors

des décimaux, ont une écriture décimale unique).

3. Cependant, en décrivant ce procédé de construction, on a défini N en un nombre fini de

mots : c’est une contradiction.

Ce paradoxe, qui se formule trés simplement, comme le paradoxe de Russell, pose cependant un
probleme de nature différente, qui est celui du langage licite pour les énoncés mathématiques,

comme le remarque Giuseppe Peano des 1906. Comme le paradoxe de Russell, il joue un role



4.1. PARADOXES, THEORIE NAIVE DES ENSEMBLES 67

important dans la crise des fondements des mathématiques au début du XXe siecle, crise que
voulut résoudre d’une fagon définitive le programme de Hilbert. Il est mentionné par Kurt Godel
dans l'introduction de son article de 1931 sur les théoremes d’incomplétude : quand il résume
I’argument permettant de construire une proposition indécidable, il déclare que ”L’analogie
qui existe entre ce raisonnement et ’antinomie de Richard saute aux yeux”. Il s’agit de la
construction de I’énoncé indécidable, qui utilise bien un raisonnement diagonal et I’énumération
des formules du langage, énumération qui doit cependant étre effective dans la preuve du
théoreme de Godel. L’énoncé que Godel construit est inspiré lui du paradoxe du menteur, sous
une forme - une proposition qui énonce d’elle-méme qu’elle n’est pas démontrable (ou qu’elle
est fausse, pour que ce soit vraiment le paradoxe du menteur) - qui pose le méme genre de
questions que le paradoxe de Richard

Le paradoxe de Richard eut également de nombreuses reformulations, notamment le para-
doxe de Berry sur le plus petit entier non définissable en mou (100 ou n’importe quel nombre
superieur au non ’, illems d’utiliser pour définir cet entier), appelé d’ailleurs parfois également

paradoxe de Richard.

4.1.5.2 Solution du paradoxe

Le plus souvent, on résout ce paradoxe en distinguant deux niveaux de langage, celui de la
théorie que 1'on décrit, appelé parfois langage objet, et le langage, le plus souvent non formal-
isé, que l'on utilise pour décrire cette théorie, le métalangage. Quand on définit 1’ensemble
dénombrable des réels définissables en un nombre fini de mots, ce ne peut étre que dans un
langage particulier. La description du réel N se fait en un nombre fini de mots dans le méta-
langage. Sa construction montre simplement qu’il ne peut se décrire en un nombre fini de mots
dans le langage du départ. Pour pouvoir refléter le paradoxe dans le langage objet, il faudrait
coder le métalangage dans le langage objet, comme le fait Godel pour le paradoxe du menteur.
Alors il n’y a plus de paradoxe.

Cette solution (distinguer deux niveaux de langage) n’était pas vraiment celle proposée
par Richard dans son article. Pour lui, le paradoxe vient de la définition méme de N qui

invoque l'ensemble E| alors que celui-ci n’est pas encore compléetement défini. Pour Richard,
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quand on construit '’énumération, au moment ou I'énoncé définissant N (et ot donc la lettre
E apparait), est énuméré, il n’a pas encore de sens. C’est ce que Henri Poincaré, qui s’est
beaucoup intéressé au paradoxe de Richard, a systématisé sous le nom de définitions "non
prédicatives”. Il voyait dans le refus de ces définitions la "vraie solution” aux paradoxes. On
a depuis mis en évidence des théories non prédicatives cohérentes (non paradoxales), mais
néanmoins la prédicativité reste un bon principe d’élaboration de théories cohérentes. Aussi la
prédicativité est un principe souhaité par certains, comme Quine qui y voit une maniere d’éviter
un "engagement ontologique” qui n’a pas de sens sauf a soutenir la position philosophique qu’est

le platonisme mathématique.

4.1.6 Paradoxe de Grelling

Le paradoxe de Grelling-Nelson est un paradoxe sémantique formulé en 1908 par Kurt Grelling
et Leonard Nelson, et parfois attribué par erreur au philosophe et mathématicien allemand

Hermann Weyl. Il est alors appelé paradoxe de Weyl, mais aussi paradoxe de Grelling.

4.1.6.1 Enoncé du paradoxe

Le paradoxe de Grelling peut étre énoncé de la maniere suivante: certains adjectifs décrivent
des propriétés qui s’appliquent a eux-mémes, tels que «polysyllabique», «francais». De tels
adjectifs peuvent étre qualifiés d’autologiques. D’autres adjectifs, a 'inverse, décrivent des
propriétés qui ne s’appliquent pas a eux-memes. Par exemple, «longy», «monosyllabique». On

peut qualifier de tels mots d’hétérologiques. Ceci conduit a classer les mots en deux catégories:
(a) autologiques;
(b) hétérologiques.

Une telle distinction conduit toutefois a un paradoxe. Compte tenu des définitions précédentes,
le paradoxe apparait en effet lorsqu’on s’interroge sur le statut du prédicat hétérologique lui-
méme. Ainsi, «hétérologique» est-il autologique ou bien hétérologique? Car si «hétérologique»

est hétérologique, alors par définition, «hétérologique» est autologique. Et inversement, si
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«hétérologique» est autologique, il en résulte qu’il est hétérologique. La conclusion est para-
doxale, car il s’ensuit qu’«hétérologique» est hétérologique si et seulement s’il est autologique.

Le paradoxe provient de ce que si le mot hétérologique ne s’applique pas a lui-méme,
alors il est ainsi hétérologique tout en ne I'étant pas, et s’il s’applique a lui, il n’est alors
pas hétérologique tout en I’étant. Les raisonnements qui conduisent au paradoxe de Grelling
peuvent étre présentées de fagon plus détaillée de la maniére suivante : On constate alors que la
proposition P(X) =< le mot X est hétérologique» est une proposition pour laquelle la valeur
de A-vérité est indéfinie si X est le mot hétérologique. Mais on voit également que le mot
hétérologique n’est pas non plus autologique. La proposition P(X) admet donc trois plages de

valeurs, dont 'une est indéfinie, quand X parcourt I’ensemble des mots de la langue.

4.1.6.2 Solution du paradoxe

Parmi les solutions qui ont été proposées pour résoudre le paradoxe de Grelling, I'une d’entre
elles conduit a observer que la structure du paradoxe est trés similaire a celle du paradoxe de
Russell. Ainsi, les deux paradoxes présenteraient une structure commune et condion conduit,
de méme nature.

a rejeter les définitions de tous les prédicats qui présentent cucture auto-référentielle. Pour-
tant, une telle solution ne s’avere as non plus satisfaisante. En effet, elle apparait beaucoup
trop restrictive, car il s’avere que 'on parvient tout a fait valablement a déterminer le statut de
nombreux prédicats auto-référentiels tels que par exemple polysyllabique. Proscrire purement
et simplement tous les prédicats dont la structure est auto-référentielle serait payer uri prix

beaucoup trop fort pour la seule élimination du paradoxe.

4.2 Axiomes de Zermelo-Fraenkel (ZF)

Nous allons parler de I’axiome du choix, spécifiquement en logique mathématique dans ’axiomatisation
usuelle des ensembles appelée ZF (pour la théorie de Zermelo-Fraenkel). Nous allons donc dans
un premier temps présenter cette axiomatisation et faire tous les rappels nécessaires a un énoncé

précis de 'axiome du choix.
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La théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel est une théorie fondée sur la logique du premier
ordre avec identité, et un seul symbole non logique. Il s’agit d'une théorie axiomatique du
premier ordre, construite sur le langage {2,=}. Les objets dont parle cette théorie, c’est-a-dire
les éléments d’'un modele de ZF sont des ensembles : toute variable représente un ensemble et
il n’existe pas d’autres types d’objets.

Voici les axiomes de la théorie ZF :

4.2.1 Axiome d’extentionalité

Deux ensembles sont identiques s’ils ont les mémes éléments.
VAVB|(Vz(z € A) & (v € B)) = A = B

Il stipule que si A et B sont deux ensembles ayant exactement les mémes éléments, alors ils

sont égaux; ainsi pour définir un ensemble A il suffira de définir ses éléments

4.2.2 Axiomes de construction

4.2.2.1 Axiome de la paire
VaVydAVz((z € A) & (z=a2V z =1y)).

Il signifie qu’étant donnée deux ensembles x et y, il existe un ensemble A qui n’a pour éléments
que x et y; cet ensemble est unique par 'axiome d’extensionnalité et on le notera {x,y}. Par
I'axiome d’extensionalité, cet ensemble est unique et I’on peut définir la paire {a, b} par I'unique
c tel que Vz((z € ¢) & (z = aV z = b)). On peut également définir le singleton {a} comme
I'ensemble {a,a}. Comme {a,b} = {b,a}; on définit également la paire ordonnée (a,b) par

(a,b) = {{a}, {a, 0} }.

4.2.2.2 Axiome de la réunion
VEJANVz(z € A) & (Jy € E,z € y)).

Cela veut dire que les éléments de A sont exactement les éléments des éléments de E. Encore

une fois, un tel ensemble est unique. On le notera UE (lire union de F ). Cela correspond
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informellement & une union indexée par I'ensemble d’indices F, les ensembles que 'on réunit
étant précisément les éléments de E. Par exemple, si I'on sait que {{1,2},{3,4,5}} est un
ensemble (& deux éléments), on en déduit I'existence de 'ensemble {1,2,3,4,5}.

Cet axiome nous permet ainsi de définir I'union de deux ensembles arbitraires par z Uy =
U{z,y}. Cette définition illustre bien 'union ensembliste "naive” car il est possible de démontrer

VaVyVz ((z € xUy) & (2 € x V z € y)) a partir des axiomes établis jusqu’ici.

4.2.2.3 Axiome des parties

Si z est un ensemble, il existe un ensemble y dont les éléments sont les sous-ensembles de .

VedyVi((t € y) & Vo(v €t) = (v € 1))

Soient a et b deux ensembles. L’énoncé Vz(x € a) = (z € b) exprime 'inclusion des ensembles.
On abregera les énoncés en remplacant cette formule par a C b. L’axiome des parties peut alors

se reccrire de maniere abrégée :

VeIyvt((t € y) < (t C z))

Cet axiome énonce donc que si x est un ensemble, il existe un ensemble, que 1'on notera P(z),

I’ensemble des parties de x, dont les éléments sont exactement les sous-ensembles de .

4.2.2.4 Schéma d’axiomes de compréhension

Si P(x) est une propriété et F un ensemble, alors le regroupement des objets z de E qui
vérifient la propriété 9B (x) est encore un ensemble. Notons que cet axiome permet de définir
un ensemble a partir d’une propriété, mais seulement si les éléments appartiennent déja a un
autre ensemble : cela évite la définition d’ensembles trop gros et évite les deux paradoxes de
Russell et de Cantor. Donc ’ensemble naif de tous les ensembles n’est pas un ensemble de la

théorie ZF |

On peut énoncer formellement le schéma de compréhension ainsi :

Vay...Va,YAIBYx[x € B< ((x € A) AP (z,a4,...,a,))]



72 CHAPTER 4. AXIOMATIQUE DE Z F ET AC

pour toute formule P ne contenant pas d’autres variables libres que z, aq, . .., a, (en particulier
B ne peut apparaitre dans P ). Les aq, ..., a, sont des parameétres de la formule P.
Ce schéma implique en particulier I'existence d’'un ensemble n’ayant aucun élément. En

effet, I’ensemble Y défini par :
Ve(zeY)e (ze X)N(z#x))

existe justement par ’axiome de compréhension et est vide. Un tel ensemble est unique par
extensionnalité, on le notera () par la suite.
Ce schéma permet aussi de définir 'intersection de deux ensembles, disons A et B. Il s’agit

simplement de I'ensemble X défini par :
Vz(ze X) <= ((z€ A) AN (z € B))

(en le considérant ici comme un sous-ensemble de A ). Une fois encore, I'extensionnalité prouve

I'unicité d’un tel ensemble, on le notera AN B.

4.2.2.5 Axiome de remplacement

Les axiomes précédents ne permettent en fait pas de parler de tous les ensembles dont on aurait
envie. Il faut encore ajouter la chose suivante :
On dit que F (z,y,a1,...,a,) une formule a (n + 2) variables libres est une relation fonc-

tionnelle (ou classe fonctionnelle) en x et y si elle vérifie la condition suivante:

VaVyVy'Vai, ..., Va,

(F(z,y,a1,...,a,) NF (2,9 a1,...,a,)) = (y =19)).

Cela veut exactement dire qu’étant donnés x, ay, . . ., a,, il y a au plus un y qui vérifie F' (z,y, a1, . . .

c’est I'image de x par la fonctionnelle F'.

Le schéma de remplacement dit que pour toute fonctionnelle F', si A est un ensemble, il en
est de méme de F'(A). On aimerait donc indexer les axiomes par des fonctionnelles. Seulement,
cela n’est pas possible, car la propriété d’étre une fonctionnelle dépend fortement de I'univers

considéré et on aimerait que les axiomes n’en dépendent pas quand méme. On indexe en fait
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les axiomes par toutes les formules et on procede ainsi :

F(z,y,a,...,a,) fonctionnelle =
Yay ...Va,VYAIBYy
(yeB)& (Fxr e ANF (z,y,a1,...,a,))).
L’ensemble B sera noté F'(A).
Une variante du schéma de remplacement tel qu’énoncé ci-dessus, est de supposer qu’en plus

d’étre fonctionnelle, la relation définie par F' (avec les notations ci-dessus) est partout définie

sur I'univers, on ajoute donc I’hypothese :

Vai ... Va,YxIyF (z,y,a1,...,a,)

Dans ce cas on peut utiliser la notation y = ¢(z) pour la fonctionnelle F' (z,y, a4, ...,a,). Si A
est un ensemble, alors I’ensemble obtenu par remplacement, & partir de la relation fonctionnelle
F se note alors {¢(x) | x € A}.

Quand f est une fonction (au sens ensemble de couples) définie sur A, on note également

{f(z) |z e A} ={y [ 3w c Atel quey = f(z)}

I’ensemble dont 'existence se justifie par le schéma de compréhension.

4.2.2.6 Axiome de l’infini

Il existe un ensemble infini, c’est a dire par définition un ensemble qui comporte un sous
ensemble différent de lui-méme et aussi gros que lui-méme. Il y a moult fagons de le formuler,

par exemple :

AX((Fz e X) A (Vx € X,z U {z} € X))

ou {x} est I'ensemble contenant uniquement x, il existe en vertu de I’axiome de la paire.

4.2.2.7 Axiome de fondation

Il n’existe pas de chainnes infinies descendantes d’ensembles (z,,) tel que z,1 appartient &

appartient a... x1, appartient a xy. En particulier cet axiome évite I’existence d'un ensemble
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x qui appartienne a x. Plus précisément, I’axiome de fondation précise que tout ensemble non
vide contient un autre ensemble dont 'intersection avec le premier ensemble est vide. La fagon

la plus simple d’écrire cela sous forme d’un axiome est sans doute la suivante :

Vo(x #0) = 3y € z,(xNy) = 0).

4.2.3 Théorie de Zermelo

La théorie de Zermelo est une présentation moderne de la théorie publiée par ce dernier en
1908, présentée explicitement ou implicitement dans le cadre de la logique du premier ordre

avec égalité. Elle comporte les axiomes suivants :
- Axiome d’extensionnalité ;

- Axiomes de construction :

Axiome de la paire ;

Axiome de la réunion;

Axiome de I’ensemble des parties ;

Axiome de 'infini ;

Schéma d’axiomes de compréhension.

Remarque. L’axiome de I’ensemble vide, parfois introduit séparément, se déduit du schéma

d’axiomes de compréhension (en logique du premier ordre)

4.2.4 Théorie de Zermelo-Fraenkel

Elle comporte en plus :
e Schéma d’axiomes de remplacement;

e Axiome de fondation.
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Le schéma d’axiomes de remplacement permet en particulier le développement de la théorie

des ordinaux.

e Le schéma d’axiomes de compréhension se déduit du schéma d’axiomes de remplacement (et
donc en particulier I'existence de ’ensemble vide, étant admis que tout univers ensembliste

possede au moins un élément).

e [’axiome de la paire se déduit de 'axiome des parties et du schéma de remplacement.

4.3 Axiome du choix (AC)

On note ZFC' le systéeme axiomatique obtenu en ajoutant au systeme de Zermelo-Fraenkel

(ZF) I'axiome du choix (AC).

4.3.1 Axiome du choix

Soit E un ensemble non vide, il existe une fonction f de P(E)\{(} dans E qui a toute partie

non vide A de E associe un élément de cette partie. De facon plus formelle, cela s’écrit :

VE3f(f fonction de P(E)\{0} dans F)

et

VA € P(E)\{0}(A,a) € f = a € A

Une fonction f qui vérifie cette propriété s’appelle une fonction de choix sur E. L’axiome du
choix dit exactement que tout ensemble admet une fonction de choix.

Par exemple si £ = {{1,2,3},{a,b},{x,y}} alors on peut constituer I’ensemble f =

{({1,2,3},1), ({a, 0}, 0), ({z, ¥}, 2)}-

4.3.2 Quelques formes équivalentes
L’axiome du choix est équivalent a de nombreux autres énonceés :

1. Produit cartésien d’ensembles : de fagon équivalente et plus compacte, il dit qu’un produit

non vide (i.e. indexé par un ensemble non vide) d’ensembles non vides est non vide.



76 CHAPTER 4. AXIOMATIQUE DE Z F ET AC

2. Théoreme de Zermelo : Tout ensemble posséde un bon ordre.

3. Lemme de Zorn : Tout ensemble ordonné dans lequel toute partie non vide, totalement

ordonnée, est majorée, posseéde au moins un élément maximal

4. Principe de maximalité de Hausdorff : Tout ensemble ordonné possede une partie totalement

ordonnée maximale.

5. Toute surjection est inversible a droite : soient X et Y deux ensembles et f : X — Y une

application surjective, alors il existe une application g : Y — X telle que go f = Idy.

4.3.3 Lemme de Zorn

Définition 4.1 Soit £ un ensemble muni d’une relation binaire que I'on note <. On dit que

cette relation est un ordre si elle vérifie les trois propriétés suivantes :
o (réflexivité): Vo € F,z <«

e (transitivité): Vo € EVy € EVz € E((z <yANy < z) = (v < 2))
e (antisymétrie): Vz € EVy € E((z <y Ay <z)= (x =vy)).

Une relation sur £ qui verrifie juste les deux premieres conditions est ce que 1’on appelle

un préordre.

Définition 4.2 On dit que l'ordre est total, ou encore que E est totalement ordonné, si la

relation < vérifie en outre la condition:

Vee EVye E(x <yVy<ux)

Remarque. On dira souvent de E qu’il est un ensemble partiellement ordonné s’il est juste
muni d’une relation d’ordre. Le mot "partiellement” ne sous-entend aucunement que la

relation d’ordre n’est pas totale, il est juste la pour préciser qu’elle ne I'est pas forcément.

Définition4.3 Soit E un ensemble partiellement ordonné. Ce que 1'on appelle un plus grand
élément de F/, ¢’est un élément x de E plus grand que tous les autres, c’est-a-dire vérifiant

y < x pour tout y dans F.
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Remarque.

e La propriété d’antisymétrie prouve directement que s’il existe un plus grand élément,

alors celui-ci est unique.

e [l est important de ne pas confondre cette notion avec la notion d’élément maximal. Un
élément maximal de F, ¢’est un élément = de E tel qu’il n’existe pas de y strictement

supérieur (i.e. supérieur et différent) a x.

Exemple. Pour illustrer la distinction, il est intéressant de remarquer que si E est un ensemble
muni de la relation "égalité” (i.e. z < y si et seulement si = y ) qui est une relation
d’ordre, alors tout élément de E est un élément maximal mais E n’admet pas de plus
grand élément des qu’il est de cardinal plus grand que 2 . Il est intéressant aussi de
remarquer que cet exemple prouve qu'un élément maximal n’est pas du tout forcément

unique.

Remarque. Il est cependant vrai que si E est totalement ordonné, alors un élément maximal
est forcément unique et que les notions d’élément maximal et de plus grand élément
coincident. Il est également vrai que si E est un ensemble partiellement ordonné admettant
un plus grand élément x, alors il admet un unique élément maximal qui est précisément

x.

Définition 4.4 Reprenons maintenant £ un ensemble partiellement ordonme so A est une
partie de F, la relation d’ordre, < disons, se restreint & A (formellement il s’agit de faire

I'intersection de I'ensemble < avec ’ensemble A x A ).

e On dit que A est majoré dans E s’il existe un elément x de E plus grand que tous les

éléments de A, c’est--dire tel que y < x pour tout y dans A.

e On dit que A est une chaine si 'ordre indunit sur A est total.

e On dit que E est inductif si toute chaine de F est majorée.
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e Finalement, on dit que E est bien ordonné si toute partie A non vide admet un plus

petit élément.

Principe de maximalité de Hausdorff (PM): Tout ensemble partiellement ordonné ad-

met une chalne maximale.

Une autre formulation plus courante de cet énoncé est le lemme de Kuratowski-Zorn, sans

doute plus connu sous le nom de lemme de Zorn.
Lemme de Zorn: Tout ensemble préordonné inductif a un élément maximal.

Equivalence de ces deux énoncés: Supposons dans un premier temps le primcipe de max-
imalité de Hausdorff et prenons E un ensemble partiellement ordonné inductif. Il s’agit
de prouver que F admet un élément maximal. On considére pour cela, un sous-ensemble
A de E qui est une chaine maximale. Elle est majorée par hypothese. Notons x un majo-
rant. S’il existe dans F un élément y strictement supérieur a z, alors 'ensemble A U {y}
serait une chaine de F contenant strictement A, ce qui est exclu. Cels prouve bien que x

est un élément maximal de F,

Réciproquement, supposons le lemme de Zorn. Soit £ un ensemble partiellement ordonné.
On considere X le sous-ensemble de P(E) formé des chaines de E que I'on ordonne par
inclusion. On aftirmse que cet ensemble est inductif. En effet, étant donné une partie
X" de X, il est immédiat de constater que la réunion de X™ (qui est une partie de E )

majore X'. Le lemme de Zorn appliqué a X fournit pre cisément ce que I'on cherche.

4.3.4 Applications de ’axiome du choix

L’axiome du choix est un outil central dans les mathematiques appliquees. Une des toutes
premieres mentions explicites de cet axiome est due a Peano, en 1890 , dans sa preuve de
I'existence d’une solution pour un systeme d’équations differentielles. Parmi les preuves clas-
siques on mathématiques qui utilisent I’axiome du choix, on peut mentionner :

e En topologie générale: Le théoreme de Tychonoff .

Théoreme 4.1 Tout produit d’espaces topologiques compacts est compact.



4.3. AXIOME DU CHOIX (AC) 79

e En algebre : L’axiome du choix est utilisé souvent en algebre sous une forme différente:

le lemme de Zorn.

Théoreme 4.2 Tout espace vectoriel posseéde une base.
Théoréme 4.3 Tout idéal propre d’un anneau est inclus dans un idéal propre maximal.

Théoreme 4.4 Tout corps possédé une unique cloture algébrique.

e En analyse fonctionnelle : Le théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique).

Théoréme 4.5 Soient E un espace vectoriel topologique, A et B deux ensembles convexes non

vides, disjoints, dont I'un est ouvert. Alors il existe un hyperplan H qui sépare A et B.

e En théorie des jeux: L’axiome du choix a pour conséquence qu’il existe un ensemble
A de suites d’entiers tel qu’aucun des deux joueurs ne possede une stratégie gagnante
dans le jeu suivant : ils choisissent tour a tour un entier, et le premier joueur gagne

si et seulement si la suite ainsi formée appartient a A.

e En théorie de la mesure: L’axiome du choix permet d’affirmer 'existence de parties

de R non mesurables au sens de Lebesgue.

L’axiome du choix est donc tres utile en mathematiques. C’est pourquoi il est accepté
par les mathématiciens malgré le fait qu’il ait aussi des conséquences paradoxales, comme
par exemple le célebre paradoxe de Banach-Tarski. Celui-ci énonce qu’on peut découper
une boule de rayon r de maniere a obtenir des morceaux permettant de recomposer deux

boules de rayon r.

4.3.5 Indépendance de I’axiome du choix

Deux résultats de logique indiquent que I'axiome du choix est indépendant des autres axiomes

de la théorie des ensembles.
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Théoréme 4.6 (Godel, 1938 ) ZF(C est consistant si ZF'est.

Ici consistant signifie qu’aucune contradiction ne pourra etre trouvée a partir de ces
axiomes. On sait que s’il est consistant, le systeme ZF ne réfute pas I'axiome du choix,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de preuve de la négation de AC a partir des axiomes du
systeme ZF'.

Théoréme 4.7 (Cohen, 1963) ZF + —~AC est consistant si ZF l'est.

S’il est consistant, le systeme ZF ne démontre pas 'axiome du choix, c’est-a-dire qu’il

n’existe pas de preuve de AC' a partir des axiomes du systeme ZF'.

La preuve utilise la technique du forcing, laquelle est difficile. Une autre approche, basée

sur les algebres booléennes, est censée étre plus simple. Pour plus de détails,

4.4 Exercices

Exercice 1. Montrer que si (a,b) = (¢,d), alors a = c et b = d.

Exercice 2. Soit y = {{a,b,c}, {{a,b}},{a},{{d}}}, quels sont les éléments de vy?

Exercice 3. Montrer que si a, b, ¢ sont des ensembles, on peut définir un ensemble d dont les

¢léments sont exactment a,b et c¢. On notera d = {a,b, c}
Exercice 4. Soient a,b dewa ensembles. Montrer que a X b est un ensemble.

Exercice 5. Montrer que I'axiome de la paire est ume constiguence du schema de substitution

et de 'axiome des partics.

Exercice 6. Montrer que le schéma de séparation est une conséquence du schéma de remplace-

ment.

Exercice 7. Soit A et B dewx classes. On definit la classe AAB, la difference symétrique de
A et B par:

AAB={z|(zx€e ANc ¢ B)V(reBAx¢A)}
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e Montrer que si a et b sont des ensembles, la classe a Ab est un ensemble.

Exercice 8. On appelle axiome de fondation la formule suivante:
Va(x £ 0= Jy[(y € 2) A(ynax=0)]).
e Montrer que I'axiome de fondation implique:
1. qu’'un ensemble x ne peut se contenir, c¢’est-a-dire que pour tout ensemble z, x ¢
x;

2. que pour tous ensembles x4, ..., x, tels que pour tout 7 > 1 et 2 <n — 1, on ait

x; € Tip1, ON a nécessairement x,, ¢ rq;

3. (avec l'axiome de l'infini) qu’il n’existe pas de suite z1,...,x,,..., d’ensembles

tels que pour tout ¢ > 1, 2,11 € x;.

Exercice 9. Montrer que I'axiome de la paire est une conséquence du schéma de substitution

et de I'axiome des parties.

Exercice 10. On considére la théorie ZFCf, qui est la théorie ZF (schéma de remplacement,
axiome des parties, axiome de la réunion, axiome d’extensionnalité) avec I’axiome du choix
et I'axiome de fondation. Le but de l’exercice est de donner un modele de ZFCy, qui
ne satisfait pas 'axiome de l'infini. Pour tout entier ¢, on définit [¢] comme 'unique

ensemble d’entiers {p1,...,p,} tel que ¢ = > | 2P (penser a l'écriture de ¢ en base 2).

On définit la relation binaire F sur N par : pEq <= p € [q] ; montrer que:
1. La structure (N, E) satisfait 'axiome d’extensionnalité;
2. Pour tout entier ¢, 'ensemble [¢q] des E-éléments de ¢ est fini;

3. Pour tout ensemble fini d’entiers {pi,...,p,}, il existe un unique entier ¢ tel que

lg) ={p1,---.pn};

4. La structure (N, E) est un modele de ZFC/;,, et que 'axiome de U'infini n’est pas

satisfait dans cette structure.
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Bon ordre et preuve par récurrence

5.1 Preuve par récurrence

5.1.1 Preuve par récurrence simple

Théoréme 5.1 Soit P(n) un prédicat dépendant d’'un élément n de N.
On suppose que P(0) est vraie. (Initialisation)
On suppose également que pour tout entier n I'implication P(n) = P(n + 1) est vraie.
(Hérédité)

* Alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n.

Preuve. On raisonne par ’absurde.
Soit £ = {n € N, P(n) est faux }.
En tant que partie non vide de N, I’ensemble E a un plus petit élément ny.
ng est différent de 0 car on a supposé P(0) vraie comme 0 < ng on sait que ng — 1 € N.
P (ng—1) est vraie car ng — 1 ¢ E.
Par hypothese P(n) = P(n+ 1) d’ott P (ng) est vraie ce qui contredit le fait que ng € E.

Cette méthode de démonstration utilise le principe dit : "principe du bon ordre”.

82
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Exemple. Soit la suite définie par la relation de récurrence:

_ 1
U0—§

1 2
Upp1 = —32,Vn >0

On va montrer par récurrence que (uy,),, .y st majorée par 1.

Pour n=0onauy=; < 1.

1
2
On suppose ensuite que la proposition est vraie pour n et on la démontre pour n + 1.

On remarquera que les termes de la suite sont positifs.

1
0<uy, <l=uw<l=uwy+1<1+1=

5.1.2 Schéma de preuve par le principe du bon ordre

[\

w

N

. Définir 'ensemble F = {n € N: P(n) est faux }
. Supposer que F est non vide comme base pour une preuve par contradiction.
. Comme N est bien ordonné, il y a un plus petit élément ny dans F.

. Le plus petit élément ne peut pas étre celui de la proposition de départ. Utiliser I’hérédité

pour arriver a la contradiction.

Exemple.

Soit la suite définie par la relation de récurrence:

_ 1
U0—§

1 2
Upp1 = —32,Vn >0

On va montrer par le principe du bon ordre que (uy,), oy est majorée par 1. On raisonne

par l'absurde.
Soit E = {n € N u, > 1}

En tant que partie non vide de N l'ensemble E a un plus petit élément ny. On a ng

différent de 0 car on a ug = % < 1.
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Comme 0 < ng on sait que ng —1 € Net ng — 1 ¢ E.

Lu?
0<tUp 1 <l=ud  <l=wd  +1<1+1= —20 <221y, <1=u, ¢

E.

Ce qui contredit le fait que ng € E.

Exemple. (Importance de ’initialisation)

Est ce que 32"t* — 2" est un multiple de 7 ?
Supposons que 32"t — 27 est un multiple de 7 .

On va montrer que 32+D+4 — 2741 est un multiple de 7 .

On a
32n+6_2n+1:9><32n+4_2x2n:(7_|_2)X32n+4_2x2n

:7X32n+4+2><32n+4_2x2n
On a par conséquent la somme de deux multiples de 7 qui est donc un multiple de 7.
Ici I'initialiation est impossible pour n = 0 on a 3* — 2° = 80 qui n’est pas divisible par 7.

On peut démontrer en utilisant le calcul par congruences que 32"t — 2" n’est pas un

multiple de 7.
En effet on a :

32 = 2[7] = 32" = 2"[7] de plus on a3* = 4[7] d’ou 3*"** = 4.27(7]

On a également 2" = 2"[7] d’ou 3*"** — 2" = 3.2"[7]

Comme 7 ne divise pas 3 ni 2 alors 7 ne divise pas 3?"*% — 27,

Remarque. Pour montrer qu'une proposition P(n) est vraie pour tout entier n > ng, on

remplace I'hypotheése d’initialisation par P (ng) est vraie.

Exemple. Preuve par récurrence simple (avec un pas supérieur a 1)
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La suite de Fibonnaci est donnée par

Vn € N : Fn+2 = Fn+1 -+ Fn

1+V5
2

Soient ¢ = = 1’2‘/5

de I'équation 2?> —x — 1 = 0.

Question : Montrer que pour tout n > 1 nous avons F,, < " 1.

Réponse :Pourn=1ona F; =1<1= "

Pourn=2ona Fh=Fi+F=1< 1+2‘/5:<,01.
On doit ensuite démontrer que :
Vn>1:P(n)ANP(n+1)= P(n+2)

On a par définition

et ¢ = =22 (p est appelé le nombre d’or). On a ¢ et ¢’ sont solution

VneN: Foy=F,u+F, =VneN: F_, <"+ ¢"! (Par hypothéses de

récurrence)

VneN: Fo <" Yo+1)=VneN: F,o <"1 (p?) (Carp?—9p—1=0)

Donc Vn € N : F, 5 < pntl

5.1.3 Preuve par récurrence généralisée

Théoréme 5.2 Soit P(n) une proposition dépendant d’un élément n de N.

On suppose que P(0) est vraie. (Initialisation)

On suppose également que pour tout entier n que I'implication (P(0) A P(1) A ...

P(n)) =P(n+ 1) est vraie. (Hérédité)

Alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n.

Preuve. Soit la proposition P(0) AP(1) A...AP(n) = Q(n).

On va montrer que Q(n) est vraie pour toute valeur de N si et seulement si P(n) est vraie

pour toute valeur de N.
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Ici il s’agit de montrer une équivalence, on doit donc montrer deux implications.

Implication n°1

On va montrer que si Q(n) est vraie pour toute valeur de N alors P(n) est vraie

pour toute valeur de N.

On a P(0) AP(1) A ... AP(n) Vrai, par conséquent P(0) Vrai et P(1) Vrai ...et
P(n) Vrai donc P(n) est vrai.
Implication n°2

On va montrer que si P(n) est vrai pour toute valeur de N, alors Q(n) est vrai pour

toute valeur de N.

Comme P(n) est vraie pour toute valeur de N par conséquent P(0)AP(1)A...AP(n)

est également vrai et donc Q(n) est vrai pour toute valeur de N.

Exemple. Démontrer que tout n entier supérieur ou égal a 2 peut se décomposer de fagon

unique en produit de facteurs premiers.

Démonstration.

Notons P(n) la propriété : tout entier k de {2;3;4....;n — 1;n} peut se décomposer en

produit de facteurs premiers.

i) On a P(2) est vraie car 2 = 2.

ii) Supposons que P(k) est vraie pour tout entier naturel 2 < k < n. Il faut prouver que

P(n + 1) est vraie.

- Sin+ 1 est premier on peut écrire n+1=n+ 1.

- Sin+1 n’est pas premier il admet donc un diviseur premier pet on a : n+1=q.p
On a nécessairement ¢ < n et donc selon (ii) ¢ se décompose en produit de

facteurs premiers.

Par conséquent, P(n + 1) est vraie.
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5.1.4 Preuve par récurrence forte

Théoréme 5.3 Soit P une proposition dépendant d’'un élément n de N.
Si pour tout n on a : Vk < n: P(k) = P(n)

Alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier n.

Preuve. On effectue la preuve par récurrence généralisée sur n.
On a pour n = 0.
Vk < 0: P(k) Cette proposition est vraie car k appartient a ’ensemble vide.

On suppose que la proposition P(0) A P(1) A ... A P(n) est vraie et on démontre que
P(n+1).

Comme P(0) AP(1) A... ANP(n) est vraie alors Vk < n +1:P(k) est vraie.

D’ol on obtient P(n + 1) est vraie.

5.1.5 Cas particulier de preuve par récurrence ( récurrence de Cauchy)
Proposition 5.1 Soit P(n) un prédicat qui vérifie :

(7) : P(1) est vraie.
(i1) : Vn € N: P(n) = P(2n)
(iii):VYneN:P(n+1)= P(n)

Alors P(n) est vraie pour toute valeur de n.

5.1.6 Preuve de l’inégalité de Cauchy Scwhartz par récurrence.

Théoréme 5.4 Moyenne harmonique, géométrique et arithmétique.
Soient ay, as, ..., a, des nombres réels positifs, alors :

n

ay+as...+a
ﬁg{val-ag...ang ! 2 “
a—i-—'—— n

an

L’égalité ayant lieu si et seulement si tous les a; sont égaux.
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)2 c’est a dire (a1 — a2)2 > 0 ce qui est

Preuve. Pour n = 2, il faut établir que ajay < (alg“’é’

vrai.

On va montrer P(n) = P(n — 1) Posons A = Y}_; - alors:
nl Po) (g + A\ [(n—1)A+A\"
A< i — () 4"
(o) () = ()

5.2 Ordre bien fondé

5.2.1 Ordre et ordre strict

Définition 5.1 Soit R une relation binaire sur E.

On dit que R est réflexive quand : Vx € E, 2Rx.

On dit que R est symétrique quand : V(z,y) € E? 2Ry = yRz.

On dit que R est anti-symétrique quand : V(x,y) € E?, 2Ry AyRz = x = y.

On dit que R est transitive quand : V(z,y,2) € E3 2Ry A yRz = 2Rz.

Définition 5.2 Une relation binaire est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique

et transitive.

Exemple. L’ensemble R muni de la relation d’ordre usuel (<).
n— n— n—1 q n—1
Done [TyZy ax < A" = (345 22%)

On démontre a présent que P
2n P(n a n 2n n
_ s ol
k=1 k= n+1 k=1 k=n+1
M a 2n
F g) k=1 7 _ e
- 2 2n

L’inégalité de gauche se déduit de la précédente en considérant %, ey, —

’an

3

Exemple. Sur I’ensemble des parties d’'un ensemble, la relation C est une relation d’ordre.
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Exemple. L’ensemble R muni de la relation <.
Proposition5.2 Une relation d’ordre strict est antisymétrique.

Preuve. R est par définition transitive et anti réflexive.
Une relation est antisymétrique si elle vérifie
V(z,y) € E?, (zRyAyRx) =1 =1y

On va montrer que dans une relation d’ordre strict la proposition Ry A yRx est toujours

fausse.
On raisonne par ’absurde.

On suppose qu'il existe (z,y) € E? tel que la proposition 2Ry A yRx est vraie. Alors par

transitivité on obtient xRz vraie ce qui contredit le fait que R est anti réflexive.
Par conséquent, la proposition xRy AyRx est toujours fausse et donc I'implication logique

(xRy AN yRx) = = = y est toujours vraie.

Définition 5.3 Soit (E,R) un ensembe ordonné. Deux éléments x et y sont dits comparables

sion a xRy ou yRx. Dans le cas contraire on dit que z et y sont incomparables.

Exemple. Soit I'ensemble P({a, b, c})-I'ensemble des parties de {a, b, c} - muni de la relation

d’ordre C.

Les éléments {a, b}, {b, ¢} sont incomparables.

Définition 5.4 Un ordre strict est dit strict total si deux éléments distincts sont toujours

comparables

V(z,y) € E,z # y = xRy ou yRx

Remarque. Dans ce qui suit nous noterons une relation d’ordre par < une relation d’ordre

stricte par <.

5.2.2 Minorants, majorants, minimaux et maximaux

Définition 5.5 Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie non vide de E.
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On dit que x € F est un minorant de F' si on a :
YweFx=y

Si le minorant de F' est un élément de F' on dit que c’est le plus petit élément ou le

minimum de F.

On dit que x € E est un majorant de F'si on a :

Yye Fiy <=z

Si le majorant de F' est un élément de F' on dit que c’est le plus grand élément ou le

maximum de F

Définition 5.6 Soit (F, <) un ensemble ordonné et F' une partie non vide de E.

- Un élément x est un élément minimal de F quand aucun élément de F n’est strictement
plus petit que x :

YVywe FLy=x=x=y

- Un élément x est un élément maximal dans de F' quand aucun élément de F' n’est

strictement plus grand que x :

Vye FFx Ry=x=y

Remarque. Si la relation est d’ordre total alors les notions d’élément minimal et et de mini-

mum coincident. (Méme remarque pour la notion d’élément maximal et de maximum).
Exemple. 0 est un élément minimal de (N, <) c’est également son minimum.

Exemple. Soit 'ensemble P({a,b, c})\{@} muni de la relation d’ordre partiel C. Les éléments

{a},{b},{c} sont des éléments minimaux mais il n y a pas de minimum.
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