CHAPITRE-2
MODELE DE BASE DE PROBABILITE

2.1 Introduction

Ce chapitre introduit les principales notions de I’analyse combinatoire et les

modeles de base et les théoréemes de la probabilité. Nous commengons par unsrappel
sur les notions de base de l’analyse combinatoire (arrangement, pgK

ut)tiqn,

combinaison, etc.) et de la probabilit¢ (événement, expérience, s etc.).
Ensuite, nous présentons quelques opérations de 1’algebre des evel}e{nents Is que
la commutativit¢ de ’union et de I’intersection, 1’absorption, la stribution de

I’union et de I’'intersection, 1’élément neutre et la complé ent on. Enﬁn nous
illustrons les axiomes et les théorémes des probab /xht pro ab111te totale,
probabilité conditionnelle, théoréme de Bayes, etc.) et I’ ap\hca ion de la probabilité
dans la fiabilité des systémes électroniques.

\
2.2 Rappels sur ’analyse combinatoire

L’analyse combinatoire, qui est M anchedes mathématiques, a pour but
d’étudier la fagon avec laquelle on peutfaire un- d nombrement des dispositions que
I’on peut former a partir des ¢él¢ ntaﬁ\;n ensemble de cardinal fini. Cette
discipline cherche a déterminer€om ehgpe‘ut-on compter des objets qui ont des

propriétés bien déterminées [47

2.2.1 Arrangement \t y
Un arrangement A" est toute suite ordonnée de k éléments sélectionné parmi n
éléments d’un félsemble © (si k> n: A =0). Deux arrangements sont dits

~ )

disjoints, s’ils diffekglt par la nature ou I’ordre des objets qui les composent. On

distingue deux types : arrangement avec répétition et arrangement sans répétition.

Arrange%e\; avec répétition : Lorsqu’un élément peut étre observé plusieurs fois
rage yec remise ; tous les éléments de k£ ont n possibilités d’arrangements) [5].

\ k<mnetn keN":



Exemple-1 : Quel est le nombre de dinucléotides (2 nucléotides), dans une séquence
d’ADN composée de 3 nucléotides {A(Adénine), C(Cytosine), G(Guanine)},
sachant qu’un élément peut étre observé plusieurs fois ? )

Solution : // \\ ’

Ona;n=3etk=2 AA AC  AG
=39 CA CC CG |
3 =37 = GA GC GG

Arrangement sans répétition : Lorsque tous les/éléments” sont différents
(arrangement au sens strict) (tirage sans remise ; le pr\enier ¢lément de k a n
possibilités d’arrangements or le deuxiéme n’a qu 1)

(n— 1) possibilités et de méme
pour les ¢léments suivants) [5]. N '

Pour: 1<k<netn ke N":

A
o VRN
/ \\ ) (2.2)

" (- k)!

Exemple-2 : Quel est le nombre df/inlzébljdes (2 nucléotides), dans une séquence
d’ADN composée de 3 nuclé/ tides “YA(Adénine), C(Cytosine), G(Guanine)},

sachant qu’un élément n’est %se ¢ qu’une seule fois ?

Solution : \ ’
2

Ona;n=3etk= AA AC AG
)

: (3 € CA €€ CG

3 3-2)1) GA GC 66

2.2.2 Permutation X

Pour un ensembl€ £ composé de n éléments, une permutation P, est toute suite
ordonnée de % Jléments dans E. On distingue deux types de permutation :
permuty/l/on a\ﬁ: répétition et permutation sans répétition [6].

Permutation-aqvec répétition : Lorsqu’on a des éléments qui peuvent étre observés
ki fois ; k;= Nbre de fois du 1 élément, k= Nbre de fois du 2°™ élément, etc. [5].

|
P:Ak n.

= =n!
T Rk Ixk %L x k) (2.3)

Exemple-4 : Quel est le nombre de mots possible qui peut étre composé en
permutant les lettres {C, A, L, C,U,L, C} ?
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Solution :
On a : kc =3 fois et kz = 2 fois.

'
P - 7!
3Ix 2!

)

Permutation sans répétition : C’est un cas particulier d’arrangemél mé)pétition

=420 mots possibles.

de k éléments tiré parmi n éléments avec k=n : /

N

T o -
Pn _An _An - (I’I—n)! =n. (\ (24)
/\ )

Exemple-3 : Quel est le nombre de mots qui peuven}étre composé en permutant les
lettres {a,b,c} ? / \ ,
"y

P3 =3!=6 Ces permutations somt-: %a)cb, bac, bca, cab, cba.
)
2.2.3 Combinaison / \

Pour un ensemble donné E compos d’e\f ¢léments, une combinaison C, est

un sous-ensemble de & ¢léments pérrrm%éments, dont I’ordre n’est pas considéré

Solution :

[4]. (Pour : &k > n: C,f =0/). n distingue deux types de combinaisons ;

)4
combinaison avec répétition et co}ﬁb%laison sans répétition.

Combinaison avec répétition : Est toute combinaison non-ordonnée avec répétition

éventuelle formée de k €léments pris parmi n €léments de £ [6].

k=1 ~(n+k—1)
ck = nt = -* F

Exemple-4 :Que1/ t le nombre de combinaisons avec répétition pour former un

mot de 3 ly(res'pxSmi de I’alphabet ?
Solution : \

On a 3 possibilités : Mots de 3 lettres différentes (C 53 ), mots de 2 lettres différentes

et 1 lettre identique (2 % C3 ), mots de 3 lettres identiques (C).
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Le nombre total de combinaisons est : Ci +2xCZ +Ci =(C; +C2)+(C: +C})

C:+C:=C;

SN />
C; +C =C; /\
\

Onaura: C. +2xC2 +Ci=C. +C; =C} =35mots /\

On constate que pour : k=3 & n=5 = Cri=Ciy, = 7 \

En utilisant les formules de Pascal : {

Combinaison sans répétition : Est toute combinaison I{GQO onnée de k éléments

distincts deux a deux pris parmi les n éléments de E y{] [5].

ct n(n—1)n - 2(;1 —k+1) / \\ , 2.6
‘ /

A om o (n \
% _k!(n-k)!_[kJ / » ¢

)
Exemple-5 : Quel est le nombre de cuéii%sms sans répétition pour former un
di ts\’s

sous-groupe de 4 étudiants parmi 28 ¢

Solution : / \ ,

28 28! /28\>< 27%26x 25
= = , = 20475
4 ) 41(28-4) \gx3x2

Ona: C;g:[

2.3 Notions fondamentcies de ptobabilité

2.3.1 Expérience (Epreuve)\ale):atoire

Une épreuve (expérience) aléatoire est un processus, matérialisé par une
expérience parfaite}n‘ent &écrite, destiné a générer de fagon aléatoire a chaque
expérimentation- les \eTégnents d’un ensemble connu a priori. Les résultats de ces
expériences /{e séﬁtbpas connus par avance. (i.e.: Lancer de deux dés (six faces

d

chacun) ou lan ‘une piece de monnaie trois fois successives) [6].

2.3.2 Espace

Un espace (appelé aussi univers, clan ou espace des événements élémentaires)
souvent noté ; Q, E, U, ou S est I’ensemble de toutes les résultats qui peuvent étre

obtenues au cours d’une épreuve aléatoire [4].
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Un espace est dit fondamental si chacun de ses résultats poss¢de les mémes

chances d’apparaissions que les autres. (i.e. : Le résultat de lancér d’tin"dé régulier

(1/6), ou d’une piece de monnaie (1/2)). Les résultats de ces épreuve
suit: = 123456} o - (p, 1} £

2.3.3 Evénement

Un événement, qui est une affirmation du résultat ’un@reuve aléatoire, est
un sous-ensemble de 1’espace des éveénements. KJK énement, qui est noté
généralement par 4, B, C, etc., est réalisé lorsque/Le résultat obtenu est I’une de ses
possibilités [5] [6]. /

Exemple-6 : Soit les événements 4 et B de Qtels que ;
A ="Obtenir un nombre impair" et B = "ob mr u ombre pair".

. =1{3,5,7,9, 11} ; A est reahse le>esul>at obtenu est un nombre impair.
e B=1{2,4,6,8,10,12} ; Bestr ahse si le résultat obtenu est un nombre pair.

2.3.4 Evénements particuliers / \

Evénement élémentaire : C’est sous-chsemble de 1’espace ne contenant qu’un
seul élément. Ainsi, on a aut evenements ¢lémentaires que d’¢éléments dans

I’espace (i.e. les événements ¢élé talres de I’espace E précédent sont : {f} et {p}).

Evénement certain : C’est lensemble de toutes les possibilités (I’espace des
évenements). Il est appet" éveénement certain car il est toujours réalisé.

Evénement impossible : Cest)un événement qui n’a aucune possibilit¢ de se

réaliser. Il correspond a l’enﬁlble Q.

Evénements compat(bles ¢ Ce sont deux événements qui peuvent étre réalisés en

méme temps :
ANB @ (2.8)

Evénements %pattbles (disjoints) : Ce sont deux événements qui ne peuvent

étre réalisés simultanément :

ANB=0 (2.9)
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2.4 Algebre des événements [S] [6] )
On considére trois événements A, B et C de l’espa(:/: N ‘propriétés

suivantes sont valables : / \

2.4.1 Commutativité de I’union et de I’intersection \

&l\fites similaires (ou
le signe de I’union par

celui de I’intersection. L’intersection (ou I'union) de deux événements ne dépend

Les propriétés de I’intersection et celles de 1’unigpn s
duales), car on obtient les unes des autres en remplacant

pas de I’ordre dans lequel ces deux événements soﬂt pris. On a donc ;
AUB=BUA /\ (2.10)
L’événement A ou I’événement B est réalisé, /\ :

ANB=BnA ) ) (2.11)

o

L’événement A4 et I’événement B sont aljsés. .

2.4.2 Distribution de I’union et df I’Iintersection

L’intersection de I’union de,deux évériements avec un troisiéme événement est
¢gale a 'union de l’intersecti,({ de chdcune des événements avec le troisiéme
événement :

ANBUC)=ANBUMANDO) (2.12)

L’union de l’intersegﬁon de heux événements avec un troisiéme événement est
¢gale a I’intersection de Punion de chacune des événements avec le troisiéme

événement : C

(
Au(BnC):(A\an)n(Auc) 2.13)

243 Absorp/(l/on \

L’inclusiomn événement B dans I’événement A signifi¢ que la réalisation

de I’événement B implique la réalisation de 4. On a donc :

VBcA, =ANB=8 (2.14)
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2.4.4 Elément neutre et complémentation
//1§ tion de

L’événement A est dit complémentaire (contraire) de A4, si la

I’un implique la non-réalisation de 1’autre. On a donc les relations s ant
A=A 15)
AUA=AUA=2Q \ (2.16)
AnNA=4AnA=0 (\ (2.17)
AUB=ANB /\ ' (2.18)
ANB=AUB

A (2.19)
ALY
2.5 Théoremes de probabilité
Le passage d’une description des phén mérr\esprliatoires a 1’¢laboration d’un
modele mathématique se fait en 1ntr0dulsa?/1;‘s, thé es de probabilité.
2.5.1 Définition et axiomes / \
Dans une épreuve aléatoire dor@iﬁpbablhte P(A) est toute application de

I’espace des éveénements (2 dans X{ intervalle [0,1], qui associe a chaque événement
A de 2, un nombre P(4) tel qu/e/ [6]\:

’

A P (A) : P(A) _ Nomt}dﬁ‘cas favorables (2'20)

Nombre deé cas possibles
)

et satisfait les axiomeséuivantes(:
Axiome (1) : VAE Q=P(A) =0 (2.21)
Axiome (2) : P( @zl (2.22)
Axiome (3) : V\KB EQ:siANB=0=P(AUB) =P(A) + P(B) (2.23)

252 T ser probabilité conditionnelle

Théoréme : Soit deux évenements A et B de
I’espace 2 avec P(B) # 0. On appelle probabilité
conditionnelle de A4 sachant B, notée Pgz(A), le
rapport donné par I’équation (2.24) suivante [5] :
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P(ANB)

P(A|B) == )

(2.24)

Exemple-7 : Un étudiant estime ses chances de réussir le module de Sécurité et
d’Avant-Projet a 65% et a 80% respectivement. Il estime aussi que ses ghances de
réussir les deux modules en méme temps sont a 50%. Quelle est la pyZl)EaBilité que
cet étudiant réussisse en Sécurité sachant qu’il a réussi le module d’ Avant-Projet ?

Solution : /
Notons les évéenements suivants ; S = "Réussir en Sécuritéblc "Réussir en
Avant-Projet" et (A N B)=" Réussir les deux modules". \
Ona:P(S) =0,65,P(A) =080etP(ANB) =0,5. /\
P(SnA) 05
D’ou : P(S]4) == ( )05 _ o625 A
P(A4) 0,8 Y \ ’
Notons que : P(S|A) < P(S). / N\
2.5.3 Théoréme de probabilité totale \
Définition : On appelle systéeme compl d‘ssgj ents,
les n événements (A;, A2, ... ,An) forment une
partition de (2, qui sont deux a deux/ \t)bles et qui
leur réunion est I’événement certz(/ %.\;1.6. (A, A) est
un systéme complet d’evenem;ﬁt) 2 0

’
Théoréme : '
Si {A1, Az, ... Aj, ..., An) est un systeme complet d’événements, quel que soit
’événement B, alors [AG : (

PB)=P (BlAl)P(A1)¢I)) (B|A,)P(A2) + ... + P (B|A,)P(An) (2.25)
D’ou:

P(B Z‘_\ 14)P(A) (2.26)
6

L’ equatlon )‘est dite : Formule des probabilités Totales.

Exemple-8 Une population comporte 1/3 de males et 2/3 de femelles. Le Covid-19
frappe 6% des maéles et 0,36% des femelles. Quelle est la probabilité pour qu’une
personne pris au hasard (sexe inconnu) ait le Corona Virus ?
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Solution :

Ona:
= {Male} et A ={Femelle} constitue un systéme complet d’ Vé,lements
B = {Covid-19} et B ={non Covid-19} A \
Ayant : P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) \

P(B) = (0,06 x —) +(0,0036 x —) 0,0224 ; Soit : 2, 24‘7@3 Ta\% opulation qui sont

Covid-19.

2.5.4 Théoréme de Bayes [4] [6] /
Théoréme : /\\ '
Si {41, A2, ... 4i, ... , An) est un systéﬁ%plet d’éveénements, quel que soit

I’événement B tel que P(B) # 0, alors / :
BUAPIA)

PlAl® = P(B[4)P(4)) + 4+ P(EM\}P(A ) + ...+ P(B]4,)P(4,) (@27)
D’ou la Formule de Bayes : / \
[y~ P(B|4,)P(4,) /\ \ 228)
ZP(B|A )P;/4,

Exemple-9 : Dans une Vlllemltant sur 100 est atteint d’une maladie chronique
A. Lors d’un dépistage, le (résultat est positif (7) ou négatif T. Sachant que :
P(T|A) = 0,8 et P(T14) = 0,9. Un patient étant tester positivement, quelle la
probabilité qu’il soit atteint de cette maladie chronique 4 ? Soit calculer Py (A) ou
P(A|T)?

(
Solution :
D’apres le the\re e de Bayesona:
P(T|A)P(A
PUAT) - AmT) (T|4)P(4) 0,01x0.,8 0,075

P(T) P(T|A)P(A)+P(T‘A)P(A) 0,8x 0,01+ 0,1 x 0,99

Nota : La probabilité d’étre malade avant le test était P(4A) = 0,01 (probabilité a
priori) et apres le test est P(T|A) = 0,075 (probabilité a posteriori). On conclusion,

le test ajoute un complément d’information.
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2.6 Application de la probabilité dans I’électronique

Dans plusieurs domaines scientifique, sociologique ou médical, on s’intéresse
a des phénoménes dont I’effet du hasard est prépondérant. Ces phénomenes sont
caractérisés par les résultats des observations qui changent d’une exgeéz‘r}e a une
autre. Une épreuve est dite « aléatoire » s’il est impossible de prédir,é S(mé?llt'at et
si, refaite dans des conditions similaires, elle peut donner des pésultats\différents
(i.e. la durée de vie d’un composant, la durée de fonctionneﬁre{t sans panne
d’appareil, etc.). Ci-apres, quelques exemples d’application a\p%bablhte dans le

domaine d’¢électronique [6].

2.6.1 Fiabilité des systemes

On considére un systéeme formé par plusieurs €O \*;c%dnts On s’intéresse a la
fiabilité du systéme : on va chercher a calculer la“probabilit¢ que le systéme

fonctionne encore a un instant donné. Il faut pe)/ cela connaitre la probabilité que
chacun des composants fonctionne a cet‘riixétarmmr compte du fait que les
composants ne fonctionnent peut-étre pas i

g@da}nment les uns des autres.

2.6.2 Systemes des Telecommumca on

En télécommunications, on 01\sogent tenir compte du “bruit” dans les
un s

systémes. Par exemple, supposons eme émet soit un 0, soitun 1, et qu’il y

a un risque pour que le chlffre is 'soit mal regu. Il est alors intéressant de calculer
la probabilit¢ qu’un 0 ait été %saoham quun 0 a été regu, ou encore la

probabilité qu’il y ait une erreur de transmission.

¢
2.7 Conclusion ( )

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de base de I’analyse
combinatoire et de probabilité. Ensuite, nous avons présenté les axiomes et les
théoremes de probabilité ; totale, conditionnelle et théoreme de Bayes. Enfin, nous

avons pré?lé Lapplication de la probabilité dans le domaine d’électronique.
Le

paralléle et mixte (a configuration symétrique et non symétrique). Enfin, nous

hain ghapitre, introduira les différents types de systémes; série,

virons 1’application du théoréme de Bayes sur les différentes configurations
précédentes.
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