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Série 01 : Généralités sur les espaces
véctoriels normés

Exercice 1 Montrer que Les normes fondamentales || - ||1, || - |l2, || - ||co définies sur R™
sont équivalentes.

Exercice 2 Soit E = C'([0,1],R) l’espace vectoriel des fonctions contintiement déri-
vables de [0, 1] dans R. Pour tout f € E, on pose

11l = sup (If (@) + [ (2)]).

z€[0,1]

1. Montrer que || - |1 est une norme sur E.

2. FEst-elle équivalente a la norme || f|l2 = sup |f(z)|+ sup |f'(z)]) ?
z€0,1] z€0,1]

Exercice 3 On considére
c(o,1,R) — R
1
£ Ul = [ 1)
0

1. Justifier que c’est une norme sur C([0, 1], R).

2. On considére la suite de fonctions (f,), définie par

l—(n+1z, 0<z< 1
fn(fv)Z{O (n+1) B
) n+l — —
Calculer || ful]1-
3. Justifier que || - ||1 et la norme de la convergence uniforme ||f||cc = max |f(z)| ne

0<z<1
sont pas équivalentes sur C([0,1],R).

Exercice 4 Soit E = C([0,1],R), on considére ||f|| = sup |f'(t)| pour f € E. Montrer
t€0,1]
que ce n’est pas une norme; c.a.d. quelle propriété est mise en défaut ? Est-ce que toutes

les autres sont respectées ?

Exercice 5 Soit E = {f € C'([0,1],R), f(0) = 0}, et pour f € E on note Ni(f) =
Sup]|f(lf)| et No(f) = Supllf’(t)\-

telo,1 tel0,1
1. Justifier que N1 et Ny sont des normes sur E.
2. Montrer que N1 < Ns.
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3. A laide de fonctions simples, montrer qu’une inégalité dans l'autre sens n’est pas
possible.

Exercice 6 Soit E = C'([0,1],R) que 'on munit de N(f) = ||flloo + ||/ |lcc- Démontrer
que (E, N) est un espace complet (de Banach).

Indication : Utiliser que ’espace C1([0, 1], R) muni de || - ||oo est complet.

Exercice 7 Soit E = C(]—1,1],R) muni de la norme fondamentale :

il = ([ 1o ar)”

On considére la suite (u,) qui définie par

0, si—l§x<%,
up(z) =4 nzx+1, si= <z<0,
1, s10<ax<1.

1. Montrer que (u,) est de Cauchy dans E.
2. Montrer que (u,) n’est pas convergente dans E.

3. Que peut-on déduire ?

Exercice 8 Soit n € N et E [’espace vectoriel des polynomes de degré < n. Démontrer
qu il existe A > 0 tel que pour tout P € E, on a

1
/ P(@)| dz > A sup |P(a)].
0 z€[0,1]
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