CHAPITRE 2

APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K. une application

f: E — Festdite linéaire de E dans F, si elle vérifie pour tout o, 5 € Ket tout v,y € E :

flax + By) = af(x) + Bf(y).

On note par L(E, F') I'ensemble des applications linéaires définies de £ dans F, cet
ensemble construit un structure d’espace vectoriel sur K quand on le muni par les deux

lois de composition usuelles suivants :

L(E,F)x L(E,F) = L(E,F)
(fi9) = f+y,

K x L(E,F) = L(E,F)
(A f) = Af

Définition 2.1.2 (Forme linéaire). On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E,

toute application linéaire définie de E dans K.

Définition 2.1.3 (Dual algébrique). On désigne I'ensemble des formes linéaires définies sur
E par :
E* = L(E,K).

et on l'appelle dual algébrique de E.

— D’apres l’exercice@ on peut remarquer que F' € (R")*, T € <C’ (0, 1], R)) et D
n’est pas une forme linéaire.

— Facilement de voir que £* posséde une structure d'un K-espace vectoriel.
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES 12

La proposition suivante fournit une caractérisation importante pour la continuité

d’une application linéaire.

Proposition 2.1.1. Soit (E, || - ||g) et (F, || - ||r) deux K-espaces vectoriels normés. Une ap-
plication linéaire f : E — F est continue si et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle
que

Vee B, |f(@)llr < Cllzle. (21.1)

Démonstration. (=) Supposons que f est continue sur £, en particulier, elle est

continue en 0, donc par définition on a :

Ve > 0,36 > 0,Vz, ||z]|lg <6 = || f(z)||r < e.

En prenant ¢ = 1, pour tout z € £ \ {0}, on pose y = Hxﬁx, comme ||y|lg = 9,
alorsona:
J
IfW)lle = =l (@)llr <1,
[gal

et par conséquent :
1
I @)lF < Sllzlle.
11 suffit de prendre C' = 3.

(<) Sil'inégalité est satisfaite, alors il existe une constante C' > 0 telle que

pour toutz,y € £, ona:

1f (@) = fFWlle = lf(z = yllr < Cllz —ylle

et I'application linéaire f est Lipschitzienne et par conséquent f est continue
(uniformément) sur E.

]

Définition 2.1.4 (Dual topologique). On appelle dual topologique de E, et on note E' =

L(E,K) l'espace des formes linéaires continues sur E.

Exemple 2.1.1. D’apres l'exercice[7|et en prenant les normes associées, on remarque que f €

(R™Y, T € (C([0,1],R)), L € £(C([0,1],R), C'([0,1],R)) mais S ¢ (C([0,1],R))".

Espaces vectoriels normés
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Proposition 2.1.2. Soit (E, || - ||) un espace normé de dimension finie, alors pour tout espace
normé Fona:

L(E,E) = L(E, E).
Autrement dit : toute application linéaire définie de E dans F est continue.

En particulier,ona E* = E'.

Démonstration. On fixe une base {¢; }1<;<, de E et on le muni de la norme

n
|zl =) lel, Vrek,
i=1

ou (x1,x2, ..., x,) sont les coordonnées de x dans la base considérée. Supposons que f

est une application linéaire de £ dans un espace normé quelconque (F, | - ||). On a

1f (@) = Hf(zxiei)ll = |l inf(ei)ﬂ < Z EAIIPACHIR

On pose C' = max Il f(e)|l, d’otr:
1F (@) < Cll]ls

ce qui montre que f est continue. De plus, si on prend F' = K, alors on obtient £* =

E'. ]

2.2 Espace L(E,F)

Proposition 2.2.1. Soient (E, || - ||g), (F,| - ||r) deux K-espace vectoriels normés. L’espace

L(E, F) est un espace vectoriel normé par :

fﬂlj F
7= sup WD,
zeerfo} lzlle

Démonstration. Facilement de voir que L(E, F') est un K-sous espace vectoriel. On va
montrer que || - || : L(E, F') — K définie une norme; soit f € L(E, F).
1. Evident que si f = O alors || f|| = 0. Si || f|| = 0, alors pour tout z € £ non nul on

a L@le _ 0, d’ou
llzll &

|f(x)||r = 0 et comme || - || est une norme sur F, donc on
déduit que f(z) = 0,Vx € E\ {0}, de plus, on a f(0) = 0, donc on obtient que
f=0.

Espaces vectoriels normés
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2. Soit € E'\ {0} etsoit A € K,ona

A(x flx
fl = sup M@l gy, W@le e
semnfoy  zle weeNjoy |17l|E
3. Soit f,g € L(F,F),ona
flx)+g(z
zeE\{0} ||5FHE

En utilisant le fait que || - || r est une norme sur F' et la propriétée d’additivité de

la borne supérieure, on obtient :

ol < sup W@t lo@le @l o)l

s€E\{0} |||z wee\o} 1Tl zemyoy l7lle

Ainsi, [[f +gll < [I£1] + [lgll-

Remarque 2.2.1. De la définition de || f||, on peut écrire 'inégalité suivante :

Vee B |f(@)lr < [Ifllll]le-

2.3 Exercices
Exercice 6. Montrer que les applications suivantes sont des applications linéaires :
i)
F:R" - R
= (21, ., Ty) — i)\ixi, A= (A, \n) €R™
i=1
ii)
T:C([0,1,R) — R
Fo 0= [ s
iii)
D:C'([0,1],R) — C([0,1],R)
f = D(f)=1rf"

Espaces vectoriels normés
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Exercice 7. Etudier la continuité des applications linéaires suivantes :

n

1
1. Soit E = RY muni de la norme euclidienne ||z||, = (Zacf)2 pour tout v € RV,
i—1
L’application linéaire

2. Soit E = C(]0, 1], R) muni de la norme infiné || - ||. L'application linéaire suivante :

T:-EF — R
o 1= [ S

3. On munit les espaces E = C([0,1],R) et F' = C*([0,1],R) de la norme infini || - || .
L’application définie par
L:EF — F
fo= L)
oi L(f)(z) = [y f(z) da.
4. On munit I'espace C([0, 1], R) de la norme || f||; = fol |f(z)| dz, la forme linéaire
S:E — R
o= 8(f) = 10).
Indication : utiliser la suite de fonctions ( f,,) définie par

I—(n+ 1Dz, si0< -y

IA

ST S
0, si 4o <z <L
Exercice 8. Soient (E, | - ||g), (F.| - ||r) deux K-espace vectoriels normés et f une forme
linéaire continue. Montrer qu'on a :
o BEHE s 7@l = sup 1) =t {e> 05 170 < e}

Espaces vectoriels normés
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Exercice 9. Calculer la norme ||T'|| dans les cas suivants :

1. Soit E' = C([0, 1], R) muni de la norme infiné || - || .

T:F — R

;oo T(f) = / f(z) da

2. Soit E = C(]0, 1], R) muni de la norme

1l = / 1 (2)] d.

On considere 'application ) : E — E définie par :

:/Ozf(t) it

Utiliser la suite de fonctions ( f,,) définie par :

fo(x) =ne ™ z € [0,1].

2.4 Corrigé des exercices du chapitre 2

Correction de ’exercice @
Evident

Correction de I"exercice [

1. D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz, pour tout z € R, ona:

n

\—12x2|< SRS 2) = Vel

=1 =1
dong, il suffit de prendre C' = /n.

2. Pour tout f € C([0,1],R),on a:

1) =| [ s te] < [ < s 116 [ s

donc
T(OI < M f oo
il suffit de prendre C' = 1.

(2.4.1)

Espaces vectoriels normés
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3. Pourtout f € Fona:

Ll = sup | [ @) < sup (o sup 170]) = 1]
z€[0,1] z€[0,1] te€[0,1]

Il suffit de prendre C' = 1.

4. 1l suffit de trouver une suite (f,,) C E de sorte que

SRREA]

n=too | fulla

= +00
En effet, on prend la suite de fonctions ( f,,) définie par

l—(n+ 1z, si0<z<

i
0, si g <o <1,

Ona f,(0) = 1 tandis que || f,||1 = -1, d’ott lim | f2(0)] e
ST

(On s’inspire cette méthode de la négation de I'inégalité (2.1.1)).

Correction de I’exercices]

Onpose A = sup I/l ,B= sup |f(@)|lp,C = sup ||f(z)|r, D =inf{\>

cepvoy lzlle ] z=1 e <1

0:[If(@)lF < Allzlle}-

(i) Pour toutz € E'\ {0},ona:

am o Ve o] = s ]
zeE\{0} 2] 2 z€BE\{0} 2] 2 E zeE\{O} x|z llF’
on pose y = ﬁ, donc on obtient :
T\ E
al i
lyle=1

(ii) En remarquons que {||f(2)|/r; |zl = 1} C {||f(z)|r;||lz]le < 1}, alors on
déduit que B < C.

(iii) On vérifie que C' est un minirant de I’ensemble {\ > 0 : || f(z)[|r < A||z|/}; en
effet, soit A > 0 telle que || f(z)||r < A||z|/g. Donc pour tout z € E avec ||z||g < 1,

on a

1f(@)lr < Alzlle < A,

d’oti supy, <1 [|f(7)||r < A et par conséquent C < D.

Espaces vectoriels normés
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(iv) Pour toutz € E\ {0},ona
1/ ()l
]|
cad. ||f(z)||r < A|lz| g, donc par la définition de D, on déduit que D < A car

Ae{A>0:|f(@)r < Mz|g}-

<A

Y

On conclutque A = B < C < D < A ce qui montre que les quatre nombres sont égaux.

Correction de 1’exercicedl

1. Soit £ = C([0,1],R) muni de la norme infiné || - ||». On a déja montrer que

I'application

T:F — R
o 1= [ s

appartient a £(E,R). Maintenant, on calcule ||T'|| = sup |T'(f)|, d’apres l'inéga-
£l
lité (2.4.1) et en vertu la définition de ||T'|| (||T|| = D), on voit que ||T| < 1.

D’autre part, on cherche, s'il existe, un élément de B(0, 1) de sorte que |T(fo)| >

1, en effet, on prend f; = 1 qui vérifie :

| folloo = sup 1] =1, et T(fo):/o folx) dz =1

z€[0,1]
ce qui implique que ||7’|| > 1. On conclut que ||7]| = 1.

2. Soit £ = C([0, 1], R) muni de la norme

1l = / 1 (2)] d.

On considere l'application ¢ : E — E définie par :

$(f) () = / ") dr.

D’abord, on voit que ¢ est linéaire, on vérifie que 1) est continue; soit f € E,

pour toutz € [0,1] ona:

Iw(f)(w)\é/ox!f(t)\dtﬁ/o [F@]dt =11,

N

d’ou

1)l :/0 (W) (@) de < /0 1f 1l dz = I £1]1, (2.4.2)

Espaces vectoriels normés
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il suffit de prendre ¢ = 1 pour que ¢ soit dans L(£). On calcule |||/ ; de I'inéga-
lité (2.4.2), on obtient ||| < 1.

Pour démontrer l'inégalité inverse, on considere la suite de fonctions ( f,,) définie

par:
fn(x) =ne ™ x €0, 1].
On sait que
Ol < 1Nl (2.4.3)
De plus :

1

W = [ W) de= [

T 1—e™™
/ ne ™ dt) dr =1 — € )
0

n

I fulli = /ne_m de=1—¢e".
0

On remplace dans (2.4.3)) on obtient

o)l 11
‘WH 2 anHI - 1— e Tl’

En faisant le passage de la limite dans cette inégalité, on conclut que ||| > 1 ce

qui montre que ||¢|| = 1.

Espaces vectoriels normés



	Applications linéaires continues
	Définitions et propriétés
	Espace L(E,F)
	Exercices
	Corrigé des exercices du chapitre 2


