CHAPITRE 3

ESPACES DE HILBERT

3.1 Généralités sur les espaces préhilbertiens et de Hil-

bert

Définition 3.1.1 (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire

sur E est une application :
(,V:ExE — R
(z,y) = (z,9),
vérifiant pour tout x,x', y € E et pour tout A € R :
1. Linéaire par rapport a la premiere variable : (x + \a',y) = (z,y) + X2/, y).
2. Symétrique : (x,y) = (y,x)

3. (Positif : (x,x) > 0 et défini; cad: (z,x) = 0 & x = 0) ou positif défini; c.a.d.
Ve e E—{0g}, (z,z) > 0.

Le nombre (-, -) scalaire de x et y est appelé le produit scalaire des x et y.

Définition 3.1.2 (Espace préhilbertien). Soit E' un K-espace vectoriel. Un espace préhil-

bertien est un couple (E, (-,-)) oit (-, -) est un produit scalaire sur E.

Exemple 3.1.1. D’apres les exercice 11} on déduit que (RY, uy), (C([0,1],R), uz) sont des

espaces préhilbertiens

Proposition 3.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soit E un espace préhilbertien, alors

pour toutsw,v € E, ona:

[(u,v)] <V A{u,u)/(v,v). (3.1.1)

Démonstration. Soit u,v € E;
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3.1. GENERALITES SUR LES ESPACES PREHILBERTIENS ET DE HILBERT 21
— Siu =0, ouwv = 0;l'inégalité (3.1.1) est immédiate.
— Siu #0etv # 0:onpose
{u,v)
w = U — v,
(v,v)
d’une part on peut voir que (w,w) > 0.
D’autre part,ona:
(w,wy = (u— <u’v>7),u — Mv)
(v,v) (v,v)
2 2
BN A0 TG [ CA)
(v, v) (v,v)
2
oy - Ll
v,v)
D'ou:
2
(w,w) >0 < (u,u)—M >0
(v,v)
& [(u,0)[* < (u,u) - (v, v)
& [, v)| < V{u,u)y/(v,0).
Donc, on a I'inégalité. O

Proposition 3.1.2 (Inégalité de Minkofiski). Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien, pour

tout v,y € Eona:

Vigty,e+y) < Vo +V )
Démonstration. Soient x,y € E,ona:
(r+yz+y) = (z,2)+(yy) +2zy),

en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

(z+y,z+y) < (v,2)+ (YY) + 2V (v, )/ (Y, y)
= (Vi{z,z) + V{y, ),

d’ou

Viz+y,z+y) <V x)+ v {yy).

(3.1.2)

Espaces vectoriels normés
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Exercice 10. Si E est un espace préhilbertien munit par le produit (-, -), montrer I'application

I-1:E - R

w =l =V A{u, )
définit une norme sur E.

Remarque 3.1.1. D’apres la proposition 10}, on a I'implication suivant :

(E, (-, -)) est un espace préhilbertien = (E, || - ||) est un espace normé ot

=V

Proposition 3.1.3 (Identité du parallélogramme). Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien,

pour tout x,y € E,ona:

I+ yll* + llz = ylI* = 2[|=* + 2[ly]I*.

Démonstration. Par un calcul simple on btient

lz+yl> = (e+y,z+y)=[z]|*+ lyl* + 2(z,y) (3.1.3)

le—yll> = (@—y,2—y) ==+ yl* - 2(z, y) (3.1.4)

En additionnant (3.1.3) et (3.1.4), on obtient ||z + y||* + ||z — y[|* = 2||z||* + 2||y||>? O

On a le résultat suivant :

Proposition 3.1.4. Soit E un R-espace vectoriel normé par || - ||, on a I'équivalence suivant :

FEest un espace préhilbertien} = [La norme || - ||vérifie l'identité de pamllélogmmme]

Remarque 3.1.2. La proposition nous permet de vérifier que certaine normes est associé
au produit scalaire ou non, c’est-a-dire l'identité de parallélogramme caractérise les espaces

préhilbertiens parmi les espaces normés.
Définition 3.1.3. Un espace de Hilbert (ou Hilbertien) est un espace préhilbertien complet.

Remarque 3.1.3. Il découle de cette définition que tout espace de Hilbert est un espace de

Banach particulier.
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Exemple 3.1.2. 1. R est un espace de Hilbert avec (x,y) = xy et ||z|| = \/(z,z) =

va? =z

2. RN est un espace de Hilbert avec (X,Y') Z xy; et ||z|| =

[e.9]

3. [b(N) = {z = (z,) neN,Zx < oo} est un espace de Hilbert avec (x,y) anyn

n=1

ol x = (:Cn)neN et Yy = (yn)nGN et HxH =

4. L’espace C([—1,1],R) muni du produit scalaire (f, g) f f(t)g(t) dt n’est pas un

espace de Hilbert car il n’est pas complet ; en effet : voir | exerczce@

3.2 Orthogonalité, famille orthogonale et famille ortho-
normale

Définition 3.2.1. Soit H un espace préhilbertien, soit x,y € H, on dit que x et y sont ortho-

gonaux (noté x_Ly) si et seulement si (z,y) = 0.
Exemple 3.2.1. £ =RY, (X,Y) =N 24

€a= (0,0, 1 0,..,0)

pour tout o, € 1,2,..., N, a # fona (eq,e5) =0, ca.de,Leg
Dans la proposition suivante on rassemble quelques propriétés fondamentales.

Proposition 3.2.1. Soit E un espace préhilbertien
1. Pour toutz € E': x 10.
2. Pour tout x,y € E, pour tout o, € R: 2 L y & azlpfy.

3. Pourtout z,y; € E,a; € R;1€{1,....,n},ona:

Viel,2,...n: xly, = xLZaiyi.

=1

Démonstration. Evidante. O
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Définition 3.2.2. On dit que (x;),c; est une famille orthogonale ou systéme orthogonal
si les x; sont deux a deux orthogonaux, autrement dit
Vi,jel,i#j, onait: (z;z;) =0.

Définition 3.2.3. On dit que (z;);cs est une famille orthonormale ou systéme orthonor-
mal ou systéme orthonormé si (x;);c; est une famille orthogonale et si de plus pour tout

i€l ona (x;,xz;) =1, autrement dit

1, sii=j
(w;)ier est une famille orthonormale | < Vi, j € I : (x;,x;) = 0;; = ' J
0, sii#j.

X

(e

Remarque 3.2.1. Si {z;};c; est une famille orthogonale, alors la famille { } est orthonor-

male.

Exemple 3.2.2. La famille {e, } est une famille orthonormale et la famille { f,, },, est une famille

orthogonale (voir I'exemple et l'exercice|13|), de plus on a

||fn||2 = <fnafn> = /7r 0082 nt dt = T,

—T

alors la famille {\/L; fn} est orthonormale.

3.3 Orthogonal d'une partie et propriétés

Définition 3.3.1. Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien, si A une partie non vide de E, on
appelle orthogonal de A et I'on note A+ I'ensemble de vecteurs orthogonaux i tout les vecteurs
de A, c.a.d.

At ={z € E:(x,a) =0, pourtouta € A}.

3.4 Projection orthogonale dans un espace préhilbertien

Définition 3.4.1. Soit (£, d) un espace métrique et soit F' une partie fermée de E, soit x un

point de E. On appelle projection du point x sur F tout point b de F vérifie :

d(z,b) = d(z, F) = inf d(x,y).

yeF

On note par Pr(x) la projection du x sur F s'il existe.
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3.4. PROJECTION ORTHOGONALE DANS UN ESPACE PREHILBERTIEN 25

Remarque 3.4.1. 1. Evidement de voir que si x € F, alors Pp(z) = x.

2. L'existence de Pp(x) n'est pas assurée et s'il existe il peut ne pas étre unique, par
exemple : on prend E = R evec d(x,y) = |v —y|, F = [0,1] et x = 2, alors, dans
cet exemple on remarque que la projection de 2 sur F' n’existe pas. Maintenant on prend
FE = R? avec d(z,y) = ||x — yl|2 et F est la sphere de la boule de centre x fixé dans E,

dans ce cas, la projection de x sur F' n’est pas unique.

Théoreme 3.4.1 (Projection sur un convexe). Soit (H, (-, ) un espace préhilbertien et F' C

H une partie non vide convexe . On suppose de plus que A est complete. Alors on a :

1. Pour tout x € H il existe une projection unique de x sur F'; c.a.d.
d(xz,A) = ||r — Pr(x)||; Pr(z) € F.
2. La projection b, = Pp(x) est caractérisée par

(x — by, y —by) <0, VyeF. (3.4.1)

Remarque 3.4.2. Dans le théoreme lorsque E est un espace de Hilbert, on peut
supposer que la partie I C H est convexe et fermé car on sait que le fermé dans un

espace complet est complet quand il est muni de la distance induite par la norme sur E.

Théoreme 3.4.2 (Projection sur un sous espace de Hilbert). Soit (H, (-,-)) un espace de
Hilbert et F' un sous espace vectoriel fermé et x un élément de H. Alors il existe un unique
élément b, € I tel que

[ = bol| = d(z, F).

De plus, b, est I'unique élément de F tel que v — b, soit orthogonal a F'; c.a.d.
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3.5 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimen-

sion finie et applications

Proposition 3.5.1. Soit E un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de dimension
finie avec {e, ..., e, } une base orthonormale de F'. Alors pour tout x € E,ona:

n

Pp(z) = Z(w, €;)€;.
i=1
Démonstration. — Onsaitque Pr(z) € F = Vect{ey, ..., e, },alorsil existe oy, as, ..., a,, €

R tels que :
PF(ZL‘) = Zaiei
i=1

— D’apres le théoreme Pr(z) et caractérisée par x — Pp(z) € F*, cad.
(r — Pp(z),y) =0, VyeF

et par suite
<$_PF(.CE)’6]> :()7 vje {1727"'7n}7
d’oui:
(x — Z%’@z‘, e;) =0, Vje{l,2,..n},
i=1

ce qui donne n équations linéaire dont les inconnues sont oy, s, ..., an

/ n
Zai<e’i7el> == <x7€1>7
i=1
n
Zai<ei7€2> == <$7€2>,
i=1

n

Z ailei, en) = (x,e,)

\ =1

Donc, on obtient :

ap = <x7€1>7 Qg = <I762>7 sy Qp = <LU, €n>
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et par conséquent :

3.6 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoreme 3.6.1. Soient (E, (-, -)) un espace préhilbertien et {x,} une famille finie ou infinie
de vecteurs linéairement indépendants de E. Pour tout n € N, on pose F,, = Vect{xy, ..., x,}
le sous-espace vectoriel engendré par x, ..., x,. On définie la famille {y,} par la relation de
récurrence suivante :

Yo = Lo,

Ynt1 = Tps1 — Pp, (Tns1),
et on définie la famille {e,, } par

Yo Yn+1
fr— —7 €n+1 g
%ol [y

€o

Alors la famille {e, } est orthonormale et pour tout n € N, on a F,, = Vect{ey, ..., e, }.

3.7 Théoréme de représentation de Riesz

Définition 3.7.1. Le dual topologique d"un espace de Hilbert H est I’espace des formes linéaires

et continues sur H, on le note par H* (ou H'). On le muni de la norme duale

/]

we= sup  |[(f,z)].
z€H ||z|| g <1

Théoreme 3.7.1 (de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert muni de la norme
|| - || associée au produit scalaire, soit H* le dual topologique de H. Alors : ” Pour tout ¢ € H¥,

il existe un unique élément y, € H tel que pour tout x € H, on ait :

p() = (2,Yy)-

De plus

el = Nyl
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Exemple 3.7.1. Soit H = I*(N) = {(z,,); Z 22 < oo} muni du produit scalaire

n>0
=2 Tt
n>0
Soit p € N fixé, on considere I'application
p:H — R

z = p(z) =

o est linéaire (évidant) et continue, en effet, Soit v € H = [*(N), alors x = (x,,)nen, 01 a

(@) = ] = /23 < /Zaﬂ—uxn

On cherche I'unique élément y,, € H tel que p(x) = (y,, x), On prend

de sorte que p € H*.

o = (0,..,1,0,..) = ¢,
on peut voir facilement que y,, € I*(N) avec
(Yp, ) = xp = ().

Remarque 3.7.1. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Alors le dual topologique H* est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :
Pourtout y,z € H: (py,0.)" = (2,y).

Notons que ce produit scalaire sur H* induit la norme déja existant sur H*.

3.8 Exercices

Exercice 11. Montrer que les applications suivantes sont des produit scalaires.
1.
u RV xRY — R

(xvy) = ul(x,y):inyi,

=1
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2. (*) Soit E = C([0,1], R) I'espace des fonctions réelles continues sur [0,1],

uy: ExE — R
(f.9) = wlfog) = / F(Dg(t) di

Exercice 12. 1. Soit (RN, - ||oo); avec || X||oo = sup |x;| et X = (1,29, ..., 1,) € RV,
1<i<n
Montrer (RN, || - ||oo) 1’est pas un espace préhilbertien.
2. Soit E = L'([-1,1],R) munie de la norme || f|| = f_ll |f(t)| dt; montrer que cet espace
n’est pas un espace préhilbertien.

Exercice 13. E = C([—n,7],R), (f,g9) = [_f(t)g(t) dt.

Considérons la famille des fonctions ( f,,)nen tel que
fu(t) = cosnt,
Montrer que f, L f,,, Vn # m.

Exercice 14. 1. Trouver {0p}* et E*.

2. Soit I'espace R* muni du produit scalaire canonique et soit F le sous-espace vectoriel de

R* défini par
F={r=(v),09,13,14) €ERY, 4+ 220+235+24=0,29+23=0}

Calculer F+.

3. Soit E = C([0, 1], R) muni du produit scalaire (f, g) = fol f(t)g(t) dt. On considere le
sous-espace vectoriel I de E défini par
F={feE:f0)=0}
Montrer que F+ = {0}.

Exercice 15. Soit A une partie non vide de E. AL est un sous espace vectoriel fermé de E.

Indication : Vérifier d’abord :

At = ({yr

yeA
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Exercice 16. Soit H un espace de Hilbert et ' = B(0,1) = {z € H : ||z|| < 1} la boule fermé

dans H. Pour tout x € H il existe une projection Pr(x) telle que

x, sizvel;
Pr(z) = L sinon.

]l

Exercice 17. Soit E = C([0, 1], R) muni du produit scalaire définie par

qwzlmeMa

pour tout f,g € E. On pose F = Vect{1,t}, on consideére la fonction f € E définie par
f(t) = e'. Calculer Pr(e").

Exercice 18. Déterminer explicitement la quantité :

1
a = min l2* — ¢ — br — az®? dx
a,b,c€R J_4

Pour cela,

Exercice 19. Soit I'espace E' = C(|—1, 1], R) muni du produit scalaire

1
(r9)= | fwygle) do.
1
On considere la famille {xo = 1,11 = x, xo = x®}. On construire une famille orthonormale.

Exercice 20. Soit E I'espace vectoriel des fonctions polyndmiales réelles définies sur R de
degré au plus 3 muni du produit scalaires
+o0
{f,9) = F(t)g(t)e™ dt.

0

Soit F' le sous-espace vectoriel de E des fonctions polyndmiales réelles définies sur R, de degré

au plus 2. On note ¢;(X) = X' pour i =0, 1,2, 3.
1. Vérifier que pour tout n € N, f0+oo t"e~t dt = nl.
2. Déterminer une base orthonormale de I

3. Calculer Pr(X™) et d(X™, F') pour tout n € N.
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Exercice 21. Soit H = L*([0, 1]) I'espace des fonctions f : [0,1] — R telles que

/Olf(gz:)2 dr < oo.

On admet que L*([0, 1)) est un espace de Hilbert quand le munit par le produit scalaire

1
VigeH: (f.g)= [ Sl ds
0
1. Soit T une application définie par

T:H

:/Olf(t) dt

(a) Montrer que T est une application linéaire et continue.

(b) Trouver une fonction g € H telle que T(f) = (f,g), (remarquer que g existe et

unique; Justifier ¢a).
2. Soit F une partie de H définie par : F = {f € H : fol f(t) dt =
(a) Montrer que F est un sous espace fermé.
(b) Vérifier que F = {g}*.

(c) Determiner la projection de la fonction e' sur F.

3.9 Corrigé des exercices du chapitre 3

Correction de l'exercicel]l
Voici une démonstration détaillée pour I'exemple 2.

— Soient f,g,h € Fetsoit A € R:

wlf +0) = [+ A 0nG0)

_ /f dt+)\/1 (O)h(t) dt

= uy(f, h) + Aua(g, h).

— uy est symétrique d’apres la symétrisation de l'intégrale.
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1
— Soient f € Eévident de voir que us(f, f) = / f3(t) dt > 0. Supposons que
0

/l f3(t) dt = 0; comme f est continue sur [0, 1], alors f2 = 0 sur [0, 1] et par
saite f = 0sur [0, 1]. Ce qui montre que u, est défini positive et par conséquent
elle défini un produit scalaire.

Correction de 1’exercicel(l

Soient u,v € Fet A € R.

— Siuw = 0, alors (0,0) = 0 et par suite \/(u,u) = |lul| = 0, si |Ju|| = 0, alors

(u,uy =0,doltu = 0.

[Aull =" v/ (Au, Au)
= VA (u,u)
= AV{u,u)
= [Alllull-
— En utilisant (3.1.2) on obtient
lutoll = Vi{wtvuto) < V) +y(v,0) = lluf + o]

Correction de ’exercicel2l

1. Si on prend
X, =(1,0,0,...,0), X, = (0,1,0,...,0) € RN

alors on vera que
X0 + Xl + 1K = Xll5 = 2 # 4 = 21X 15, + 2] Xa .

2. Les deux fonctions suivantes

—1, site[-1,0];
t, sitelo,1].

f) =Lte[-L1] ¢(t) =

ne vérifient pas l'identité du parallélogramme.
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Correction de I’exercicel3

Pour toutn # m,ona: (fu, fru) = [ fﬂ cosnt cosmt dt, en utilisant la formule :
1
cosacos 3 = 5[(:08(04 + B) + cos(a — B)]

On obtient alors

(frs fm) = % /7r cos(n + m)t + cos(n —m)t di
1 m 1 T
— m sin(n + m)zf/i7r + m sin(n — m)zf/i7r
— 0

ce qui montre que f,, L f,,,, Vn # m.

Correction de l’exercicel4]

1. Ona: {0g}* = Eet B+ ={0g}.

2. Soit l'espace R* muni du produit scalaire canonique et soit F' le sous-espace
vectoriel de R* défini par

F ={x = (21,22, 23,14) e R* 1+ 2x9 + 23+ x4 = 0,29 + 23 = 0}

par un calcul simple on obtient que {v; = (—1,1,—1,0),v = (—1,0,0,1)} est
une base de F, alors en vertu de la proposition 3.2.1]

Ft = {o=(v,29,73,74) €ERY  (2,0) =0;Va € F}
= {o = (x1,m9,73,74) € (x,v1) =0et (x,v9) =0}
= {z = (11,79, 73,74) € r1 — o+ 23 =0,—21 + 24 =0}
= Vect{(1,0,—1,1),(0,1,1,0)}.

3. Soit £ = C([0,1],R) muni du produit scalaire (f, g) fo ) dt. On consi-
dére le sous-espace vectoriel F' de E défini par
F={feFE:f0)=0}

On a I+ = {0}, en effet, il suffit de montrer que F*+ C {0}. Soit f € F*, alors
pour tout g € F, on a (f,g9) = 0, en particulier, on remarque que la fonction

go : x — xf(x) apprtient a F' car gy € E et go(0) =0, doncon a

(F, 90} = / £l (@) dr =0
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L'application x +— z|f(x)|* est continue sur [0, 1], positive, d'intégrale nulle, elle
est donc identiquement nulle. On en déduit que f(z) = 0 pour tout = €]0, 1], et

par continuité on a aussi f(0) = 0. Ainsi f = 0. On a bien montré que F*- = {0}.

Correction de ’exercicel5l

0 € Eetpourtoutz,2’ € A*,a € Ronaau+ v € A car pour touty € A
{0z + 2, y) = alz,y) + («,y) = 0.

D’abord, on peut vérifier

A= vt

yeA

en effet : pour toutz € A+, ona

reAt & WyeA:(ry =0
& YWeA: xe{y}t

e ze ('

yeA

On considére la forme linéaire

fy  E =R,
z = fy(@) = (2, y)

Soit y € E fixé, pour tout x € E, d’apres l'inégalité de Cauchy Schwartz on a

|y (@) = [, )] < [lzl[llyll = ell]-

donc on peut écrire
{y}+ = kerf = f71({0}),

alors {y}* est fermé et comme l'intersection quelconque des fermés est un fermé on
déduit que A+ est un fermé.

Correction de 1’exercicel6]

En effet, on utilise deux méthode

lere méthode (par la définition) : — Six € F, alors d(z, F) = 0 = d(z, Pr(x)) et

par conséquent Pr(x) = .
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— Siz ¢ F, on montre que d(z, F') = [lz — Pp(2)|| = ||z — .-

ey g

Pour touty € F,ona:

el =1 < llzll = lyll < flz = wll.

D’ou:

]l =1 < d(, F).

Par conséquent :

(e, F) < |z~ e = el 1

2¢éme méthode (par la caractérisation) : H est un espace de Hilbert et B(0, 1) est
convexe et fermée, alors la projection existe et unique.
— Siz € B(0,1): (z—z,y—2)=0<0, VyckF.
— Siz ¢ B(0,1) (=] > 1), soity € B(0,1);( [lyll < 1:

1 1 1
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= (=l =Dyl = 1) <0,
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on déduit que Vo ¢ B(0,1) : Pr(z) = gy

Correction de l'exercicel7]

Comme E est un espace préhilbertien et F' est un sous-espace fermé (car il est de
dimension dinie). Alors la projection orthogonale de f sur I existe et unique, donc on
le calcule :

— On sait que Pr(f) € F = Vect{1,t} donc il existe a, f € R tels que Pr(f) =

at + f.

— En vertu la caractérisation de la projection orthogonale on a :

(f —Pr(f),g) =0, VgeF =Vect{l,t}.

Espaces vectoriels normés



3.9. CORRIGE DES EXERCICES DU CHAPITRE 3 36

d’apres la proposition (3),ona:

Olet—at—ﬁdt:(),

[} (et — at — B)t dt = 0.

Par un calcul simple on obtient

a+28=2e—1,
20+ 38 = 1.
on obtient alors : o = 4e — 3 et f = —2e + 2 et par suite :

Pr(f) = (de — 3)t — 2e + 2.

Correction de l’exercice8]
On considere 'espace des fonctions carées intégrables L*([0, 1]), on sait que cet es-

pace est Hilbertien muni du produit scalaire

(f.9) = » f(H)g(t) dt, Vf.ge L*([0,1]).

On considere F' = Ry[X] = Vect{1,z,2?} qui est un sous-espace vectoriel fermé (car il
est de dimension fini).

Alors, d’apres le théoreme pour tout f € L*([0,1]), la projection Pr(f) € F
existe et unique, En particulier, si on prend fo(z) = z* alors on peut voir facilement
que fo € L*([0,1]).

— Ona Pr(fy) € Ro[X] et Pr(fy) s’écrit sous la forme :

PF(fO) =ag + b().l’ + 00{[‘2.
— grace a la caractérisation de Pr(fj), on a
(fo— Pr(fo), P) =0, VP eRy[X]. (3.9.1)

La relation (3.9.1) équivalent a

(fo— Pr(fo),2%) =0
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c.a.d.
f 23 — ag + bor + coz?) de =0

%

(23 — ag + bor + cox®)x dz = 0
(f (23 — ag + box + coz*)z* dz =0

on obtient Pr(f;) = 2z et par conséquent :

8

1
3
o =llfo= Peli)l = [ 1o° = Zaf? do =

Correction de ’exercicel9l
on trace les étapes suivant :

— ona
Yo =x0=1= yo(x) =1,
y1 =11 — Pr(21) = y1(z) =z — Pg,(x), ot Fy = Vect{l} (3.9.2)
Yo = T3 — Pp,(13) = ya(x) = 22 — P, (z), ou F| = Vect{l,z}.
— Calcul de P, () et Pr,(z?).
On a Pp, € Fy(xr) = Vect{1} doncil existe A € R tel que Pr, = .

D’autre part Pp,(x) est caractérisé par :
(x — Pg,(2),1) =0
d’otu
1
/ (x —A)dx =0,
1
et par suite A = 0 donc Pg,(z) = 0.

On a P, (2?) € Fy = Vect{1,z} alors il existe o, 3 € R tels que P, (2?) = az + f.

La projection Pr, (z?) est caractérisé par :

[l —az — B) dz =0,
[l(@* = az — )z dx =0,

apres les calcules on obtient o« = 0 et § = 3 et donc Pp, (2?) = 3.
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— On remplace dans (3.9.2) et on trouve

Enfin, on calcule [|yo]|, ||y1]| et ||y2|| : On a

lyol® = J; 12 dz = 2= |lyoll = V2.,

lnll? = 2 do = 2 = gl = /2,

lwll” = f (@®+ 5)? dx:ﬁ:||y2||:\%f5‘

Par conséquent {ey = ¢1§’61 = \/gx,eg = £(m + 1)} est famille orthonormale, de

plus Vect{1, z, 2%} = Vect{\/i, \/7x, @(ﬁ + 3}
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