
Annexe A
Polynômes orthogonaux

A.1 Polynômes de Legendre

On appelle polynôme de Legendre de degré , le polynôme défini par la
relation de récurrence

( + 1) +1( ) = (2 + 1) ( ) 1( )

initialisée par
0( ) = 1 1( ) =

Les premiers polynômes sont

0( ) = 1

1( ) =

2( ) = (3
2 1) 2

3( ) = (5
3 3 ) 2

4( ) = (35
4 30 2 + 3) 8

5( ) = (63
5 70 3 + 15 ) 8

6( ) = (231
6 315 4 + 105 2 5) 16

(1) Les polynômes de Legendre sont solutions de l’équation di érentielle

(1 2) 00 2 0 + ( + 1) = 0

(2) Les polynômes de Legendre satisfont la relation de récurrence

(1 2) 0 ( ) = ( ) + 1( )
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(3) Formule de Rodrigues

( ) =
( 1)

2 !
(1 2)

(4) Majorations

[ 1 +1] | ( )| 1

[ 1 +1] | 0 ( )|
( + 1)

2

[ 1 +1] | ( )|
1p

8 (1 2)

1 2( )

(2 1)( + 1)
2( ) 1( ) +1( )

2 + 1

3 ( + 1)

(5) Les polynômes de Legendre sont des polynômes orthogonaux relative-
ment à la fonction de poids ( ) = 1 sur l’intervalle [ 1 +1].Z +1

1

( ) ( ) =
2

2 + 1

En particulier, (1) = 1 et

k k2 =

µZ +1

1

2( )

¶1 2

=

r
2

2 + 1

(6) Les polynômes de Legendre vérifient la formuleZ +1

1

( )
1

=
23 2

2 + 1

A.2 Polynômes de Laguerre

On appelle polynôme de Laguerre d’ordre , le polynôme défini par la
relation de récurrence

( + 1) +1( ) = (2 + 1 ) ( ) 1( )

et les conditions d’initialisation

0( ) = 1 1( ) = 1

Pour 1 On appelle polynôme de Laguerre généralisé d’ordre et on
note ( )

( ) le polynôme défini par la relation de récurrence

( + 1)
( )
+1( ) = (2 + + 1 ) ( )( ) ( + )

( )
1( )
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initialisée par
( )
0 ( ) = 1

( )
1 ( ) = 1 +

Le polynôme de Laguerre proprement dit correspond au cas = 0 Les
premiers polynômes sont

0( ) = 1

1( ) = 1

2( ) =
1
2

2 2 + 1

3( ) =
1
6

3 + 3
2

2 3 + 1

4( ) =
1
24

4 2
3

3 + 3 2 4 + 1

5( ) =
1

120
5 + 5

24
4 5

3
3 + 5 2 5 + 1

6( ) =
1
720

6 1
20

5 + 5
8

4 10
3

3 + 15
2

2 6 + 1

(1) Les polynômes de Laguerre sont solutions de l’équation di érentielle

00 + ( + 1 ) 0 + = 0

(2) Les polynômes de Laguerre satisfont les relations de récurrence, pour
entier

0 ( ) = ( ) 1( )

( )
( )

= ( )( ) ( + )
( )

1( )

( 1)
+1 ( ) = ( )( )

( )
1( )

( +1)( ) = ( ) ( )( ) ( + )
( )

1( )

( +1)( ) = ( + + 1) ( )( ) ( + 1)
( )
+1( )

( + ) ( 1)( ) = ( + 1)
( )
+1( ) ( + 1 ) ( )( )

(3) Formule de Rodrigues

( )( ) =
!

¡
+

¢
(4) Majorations

0 | ( )| 2

0 0
¯̄̄
( )( )

¯̄̄ ( + + 1)

! ( + 1)
2
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(5) Les polynômes de Laguerre sont des polynômes orthogonaux relative-
ment à la fonction de poids ( ) = définie sur l’intervalle ]0 [Z

0

( )( ) ( )( ) =
( + + 1)

!

(6) L’intégrale du produit de deux polynômes de Laguerre vérifieZ
0

( ) ( ) = + ( ) + +1( )

(7) Si ( ) 1 et ( ) 0, on a

( + + +1)

Z
0

( ) 1 ( )( ) = ( + +1) ( ) + ( + )( )

et Z
( )( ) =

³
( )( )

( )
1( )

´

A.3 Polynômes de Tchebychev

Les polynômes de Tchebychev (de première espèce) d’ordre , sont définis
par la relation de récurrence

+1( ) = 2 ( ) 1( )

et les conditions d’initialisation

0( ) = 1 1( ) =

Les premiers polynômes sont

0( ) = 1

1( ) =

2( ) = 2
2 1

3( ) = 4
3 3

4( ) = 8
4 8 2 + 1

5( ) = 16
5 20 3 + 5

6( ) = 32
6 48 4 + 18 2 1

(1) Le polynôme peut être défini par la relation

(cos ) = cos( )

ou bien encore par la relation

( ) =
1

2

³³
+
p

2 + 1
´
+
³ p

2 1
´ ´
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( ) est un polynôme de degré dont le coe cient de plus haut degré est
2 1 vérifiant

(1) = 1

Ces polynômes vérifient la relation

( ) = ( 1) ( )

(2) Les polynômes de Tchebychev sont solutions de l’équation di érentielle

(1 2) 00 0 + 2 = 0

(3) Les polynômes de Tchebychev satisfont la relation de récurrence

(1 2) 0 ( ) = ( ) + 1( )

(4) Pour = 0 la relation du produit de deux polynômes

2 ( ) ( ) = + ( ) + ( )

(5) Majorations
[ 1 1] | ( )| 1

[ 1 1]

¯̄̄̄
( )
¯̄̄̄

2

(6) Les polynômes de Tchebychev sont des polynômes orthogonaux relati-
vement à la fonction de poids définie sur l’intervalle [ 1 1]

( ) =
1

1 2Z +1

1

( ) ( )
1 2

=
2

6= 0Z +1

1

2
0 ( )

1 2
=

(7) Si désigne la partie entière de 2, les monômes s’expriment en fonc-
tion des polynômes de Tchebychev

=
1

2 1
+ 1

2 + · · ·+
1

+2 2 + 2

µ
3 ( 1)

4

¶¸
(8) Entre les abscisses

+ = cos

µ
2

¶
pour lesquelles ( +) = +1 et les abscisses

= cos

µ
(2 + 1)

¶
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pour lesquelles ( ) = 1, le polynôme de Tchebychev de degré admet
exactement racines réelles données par

cos

µ
(2 + 1)

2

¶
= 0 1 1

A.4 Polynômes d’Hermite

Les polynômes d’Hermite d’ordre n sont les polynômes définis par la
relation de récurrence

+1( ) = 2 ( ) 2 1( )

et les conditions d’initialisation

0( ) = 1 1( ) = 2

Les premiers polynômes sont

0( ) = 1

1( ) = 2

2( ) = 4
2 2

3( ) = 8
3 12

4( ) = 16
4 48 2 + 12

5( ) = 32
5 160 3 + 120

6( ) = 64
6 480 4 + 720 2 120

(1) Les polynômes d’Hermite satisfont l’équation di érentielle

00 2 0 + 2 = 0

(2) Les polynômes d’Hermite vérifient la relation de récurrence

0 ( ) = 2 1( )

(3) Formule de Rodrigues

( ) = ( 1)
2

(
2

)

(4) Majorations

| ( )|
2 2 2 2 ! ' 1 086435

(5) Les polynômes d’Hermite sont des polynômes orthogonaux relativement
à la fonction de poids ( ) =

2

Z +

( ) ( )
2

= 2 !
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(6) Formules d’intégrationZ
0

( )
2

= 1(0)
2

1( )

Z
0

( ) =
1

2( + 1)
( +1( ) +1(0))Z +

2 ( )
2

=
(2 )!

!
( 2 1)

Z +
2

2 +1( ) =
(2 + 1)!

!
( 2 1)

A.5 Polynômes de Gegenbauer

Les polynômes de Gegenbauer ( ) de degré , sont les polynômes définis
par la relation de récurrence pour 1 2

( + 1)
( )
+1( ) = 2( + ) ( )( ) ( + 2 1)

( )
1( )

et les conditions d’initialisation

( )
0 ( ) = 1

( )
1 ( ) = 2 si 6= 0

(0)
1 ( ) = 2

Les premiers polynômes sont pour = 1

0( ) = 1

1( ) = 2

2( ) = 4
2 1

3( ) = 8
3 4

4( ) = 16
4 12 2 + 1

5( ) = 32
5 32 3 + 6

6( ) = 64
6 80 4 + 24 2 1

(1) Les polynômes de Gegenbauer sont solutions de l’équation di érentielle

(1 2) 00 (2 + 1) 0 + ( + 2 ) = 0

(2) Les polynômes de Gegenbauer vérifient les relations de récurrence

(1 2)
( )

( ) = ( )( ) + ( + 2 1)
( )

1( )

( + )
( 1)
+1 ( ) = ( 1)

³
( )
+1( )

( )
1( )

´
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(3) Formule de Rodrigues

( )( ) =
( 1)

2 !

( + 1 2) ( + 2 )

(2 ) ( + + 1 2)

³
(1 2) + 1

2

´
(4) Les polynômes de Gegenbauer sont des polynômes orthogonaux sur
l’intervalle ] 1 +1[ relativement à la fonction de poids ( ) = (1 2)

1
2

on a si 6= 0

Z +1

1

( )( ) ( )( )(1 2)
1
2 =

21 2

!( + )!

( + 2 )

( )2

et si = 0 Z +1

1

(0)( ) (0)( )(1 2)
1
2 =

2
2

(5) Formule d’intégration

(2 + )

2

Z
0

( )( )(1 2)
1
2 =

( +1)
1 (0) (1 2) + 1

2
( +1)

1 ( )

A.6 Polynômes de Jacobi

Les polynômes de Jacobi de degré , notés ( )
( ) ou ( ) lorsqu’il

n’y a pas ambiguïté, sont les polynômes définis par la relation de récurrence
pour 1 et 1

+1( ) = ( + ) ( ) 1( )

initialisée par

0( ) = 1 1( ) = ( ) 2 + (1 + ( + ) 2)

avec les coe cients suivants

= 2( + 1)( + + + 1)(2 + + )

= (2 + + + 1)( 2 2)
= (2 + + )
= 2( + )( + )(2 + + + 2)
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Les premiers polynômes sont pour = 1 et = 0

0( ) = 1

1( ) = (3 + 1) 2

2( ) = (5
2 + 2 1) 2

3( ) =
35

8
3 + 15 2 15

8

3

8

4( ) =
63

8
4 +

7

2
3 21

4
2 3

2
+
3

8

5( ) =
231

16
5 +

105

16
4 105

8
3 35

8
2 +

35

16
+
5

16

(1) Les polynômes de Jacobi satisfont l’équation di érentielle

(1 2) 00 + ( ( + + 2) ) 0 + ( + + + 1) = 0

(2) En posant = 2 + + les polynômes de Jacobi vérifient les relations

(1 2) 0 ( ) = ( ) ( ) + 2( + )( + ) 1( )

( 1)( ) ( 1 )( ) =
( )
1 ( )

( 1)( ) = ( + + ) ( )( ) + ( + )
( )
1 ( )

(1 ) ( +1 )( ) + (1 + ) ( +1)( ) = 2 ( )( )

(3) Formule de Rodrigues

( ) =
( 1)

2 !

1

(1 ) (1 + )

¡
(1 2) (1 ) (1 + )

¢
(4) Les polynômes de Jacobi sont des polynômes orthogonaux sur l’inter-
valle ] 1 1[ relativement à la fonction de poids

( ) = (1 ) (1 + )Z +1

1

( ) ( )(1 ) (1 + ) =

avec

=
2 + +1

2 + + + 1

( + + 1) ( + + 1)

! ( + + + 1)

(5) Formule d’intégration

2

Z
0

( )( )(1 ) (1 + ) =
( +1 +1)
1 (0) ( )

( +1 +1)
1 ( )

où ( ) = (1 )1+ (1 + )1+
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Coercive (Forme), 185, 199
Collocation (Méthode de), 240
Complexité, 22
Conditionnement, 27, 31, 120
Consistant (Schéma), 189
Convergence

Algorithme convergent, 19
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Méthode convergente, 20
Modes de, 19
Processus convergent, 20
Vitesse de, 19

Courant-Friedrichs-Lewy (Condi-
tion de), 216, 221—223

Crank-Nicholson (Méthode de), 208
Critiques (Points), 147
Crout (Méthode de), 109

Décentré (Schéma), 216
Diagonalisation, 101
Di éomorphisme local (Théorème

du), 144
Di érences centrées, 45
Di érences divisées, 41
Di érences progressives, 43
Di érences régressives, 44
Di usion (Équation de la), 203,

206
Dirichlet (Problème de), 175, 184
Distribution, 177
Dormand et Prince (Méthode de),

167

Éléments finis hermitiens, 237
Éléments finis lagrangiens, 232
Elliptiques (Équations), 183, 195
Engquist-Osher (Schéma d’), 225
Entropie (Condition d’), 214
Équations algébriques, 69
Erreurs

d’arrondi, 17
de consistance, 20, 190
de méthode, 18
de troncature, 18

Euler (Méthode d’), 163

Factorisation
LU, 109, 134
QR, 111, 135

Faddeev (Méthode de), 138
Fehlberg (Méthode de), 167
Floquet (Exposants de), 152
Flux numérique, 225

Fonction de forme, 230
Fonctions implicites (Théorème des),

144
Fourier (Transformée de), 201
Fox-Goodwin (Méthode de), 168
Francis (Méthode de), 135
Frobenius (Méthode de), 78

Galerkin (Méthode de), 242
Gauss (Intégration de), 90
Gauss (Méthode du pivot de), 104
Gauss-Hermite (Intégration de),

94
Gauss-Jordan (Méthode de), 106
Gauss-Laguerre (Intégration de),

93
Gauss-Legendre (Intégration de),

92
Gauss-Seidel (Méthode de), 115
Gauss-Tchebychev (Intégration de),

94
Gear (Méthode de), 168
Givens-Householder (Méthode de),

133
GMRES (Méthode), 124
Godunov (Schéma de), 225
Gradient biconjugué (Méthode du),

121
Gradient conjugué (Méthode du),

120
Green (Fonction de), 198
Groupe local à un paramètre, 142

Hankel (Matrices de), 100
Hartman-Grobman (Théorème de),

157
Hermite (Polynômes d’), 264
Hessenberg (Matrices de), 100
HHT (Méthode), 168
Hille-Yosida (Théorème de), 206
Höldérienne (Fonction), 53
Hopf (Bifurcation de), 161, 174
Horner (Algorithme de), 24
Householder (Méthode de), 111
Hyperbolicité, 156
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Hyperboliques (Équations), 183,
211

Intégrale elliptique, 152
Interpolation

définition, 35
de Gregory-Newton, 46
d’Hermite, 38
de Lagrange, 36
de Tchebychev, 39

Jacobi (Méthode de), 114, 131
Jordan (Forme de), 102

Kadomtsev-Petviashvili (Équation
de), 254, 258

Kaps-Rentrop (Méthode de), 170
Klein-Gordon (Équation de), 256
Korteweg de Vries (Équation de),

252
Korteweg-de Vries modifiée (Équa-

tion de), 257
Krylov (Espace de), 122
Krylov (Méthode de), 137

Laguerre (Polynômes de), 260
Lanczòs (Méthode de), 136
Laplace (Équation de), 183
Laplace-Everett (Formule de), 48
Lax (Schéma de), 216, 221, 223
Lax (Théorème de), 192
Lax-Milgram (Théorème de), 184
Lax-Wendro (Schéma de), 217,

222, 224
Lebesgue (Constante de), 51, 52,

54
Lebesgue (Espaces de), 176
Leibniz (Formule de), 41
Lerat-Peyret (Schémas de), 226
Leverrier (Méthode de), 137
Liebmann (Méthode de), 200
Lipschitzienne (Fonction), 53
Lissage, 60
Lorenz (Système de), 162
Lyapunov (Fonction de), 150

Mac-Cormack (Schéma de), 226
Matrice

bande, 100
définie positive, 102
de Hankel, 100
de Hessenberg, 100
de masse, 231
de relaxation, 117
de rigidité, 231
de Toeplitz, 100
hermitienne, 102
normale, 102, 191
triangulaire, 100
tridiagonale, 100

Matrices
de Hilbert, 31

Maximum (Principe du), 196
Mergelyan (Théorème de), 52
Merson (Méthode de), 166
Métaharmonique (Opérateur), 197
Milne (Méthodes de), 169
Minimisation (Problème de), 187
Module de continuité, 53
Morse (Fonction de), 148
Moyenne (Deuxième formule de

la), 84
Moyenne (Première formule de la),

84
Müller (Méthode de), 75

Navier-Stokes (Équation de), 247
Neumann (Problème de), 176
Neville-Aitken (Algorithme de), 48
Newmark (Méthode de), 167
Newton (Formule de), 41, 46, 47
Newton-Bessel (Formule de), 48
Newton-Côtes (Intégration de), 88
Newton-Raphson (Méthode de),

75
Newton-Stirling (Formule de), 48

Ondes (Équation des), 183, 218
Opérateur pseudo-di érentiel, 179
Ordre (d’un schéma), 189
Ordre d’une méthode, 20
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Padé (Approximants de), 66
Painlevé (Transcendantes de), 155
Paraboliques (Équations), 183, 203
Peaceman-Rachford-Douglas (Mé-

thode de), 209
Peano (Noyau de), 84
Peixoto (Théorème de), 160
Pivots (Problème des), 105, 107
Poincaré-Bendixson (Théorème de),

159
Points fixes (Théorèmes de), 71
Poisson (Équation de), 183
Poisson (Noyau de), 198
Polynômes

d’Hermite, 57, 264
de Bernstein, 61
de Gegenbauer, 57, 265
de Jackson, 54
de Jacobi, 58, 266
de Lagrange, 36
de Laguerre, 56, 260
de Legendre, 55, 259
de Tchebychev, 56, 262
orthogonaux, 54

Poncelet (Intégration de), 89
Prédiction-Correction, 172, 226
Problèmes

bien posés, 25
résolubles, 22
raides, 27

Puissances (Méthode des), 129

Quasi linéaires (Équations), 200

Régularisant (Opérateur), 195
Résidus pondérés (Méthode des),

239
Rankine-Hugoniot (Condition de),

215
Rayleigh-Ritz (Méthode de), 243
Rayon spectral (d’une matrice),

103
Relaxation (Méthodes de), 117, 201
Ricatti (Équation de), 147

Richardson (Extrapolation de), 21,
90

Richardson (Méthode de), 200
Richardson (Schéma de), 192
Richtmeyer (Schéma de), 226
Rolle (Théorème de), 72, 84
Romberg (Intégration de), 90
Rosenbrock (Méthode de), 170
Routh-Hurwitz (Théorème de), 73
Runge (Phénomène de), 40
Runge-Kutta (Méthode de), 164
Rutishauser (Méthode de), 134

Sécante (Méthode de la), 74
Saute-mouton (Schéma), 217, 221,

224
Schéma explicite, 189
Schéma implicite, 189
Schéma numérique, 175, 188
Schrödinger (Équation de), 250
Schrödinger non linéaire (Équa-

tion de), 252
Semi-implicite (Méthode), 171
Semi-linéaires (Équations), 200
Simpson (Intégration de), 87
Sine-Gordon (Équation de), 255
Sobolev (Espaces de), 15, 180
Soliton, 253
SOR (Méthode), 117
Souriau (Méthode de), 138
Splines (Fonctions), 63
SSOR (Méthode), 117
Stabilité, 19
Stabilité de Lyapunov, 149
Stabilité structurelle, 160
Stable (Schéma), 190
Ste ensen (Méthode de), 77
Sturm (Théorème de), 72
Symbole principal, 178

Tchebychev (Points de), 39
Tchebychev (Polynômes de), 262
Toeplitz (Matrices de), 100
Transport (Équation du), 212, 216
Transversalité, 158



Index 291

Tychonov (Théorème de), 72

Uzawa (Méthode de), 118

Variété centrale, 156
Variationnel (Problème), 185
Viscosité numérique, 223

Weierstrass (Théorème de), 61
Wielandt (Déflation de), 131
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