Annexe A

Polyndmes orthogonaux

A.1 Polynomes de Legendre

On appelle polynéome de Legendre de degré n, le polynéome défini par la
relation de récurrence

(n+ 1)P,y1(x) = (2n+ 1)aP,(x) — nP,_1 ()

initialisée par
Py(z)=1 Pi(z)==x

Les premiers polynomes sont

z)=1
) ==
z) = (32 — 1)/2

x) = (632° — 7023 + 152)/8
) = (23125 — 3152 + 10522 — 5)/16

(
(
= (352% — 3022 + 3)/8
(
(
(1) Les polynomes de Legendre sont solutions de ’équation différentielle
(1— 22y —2xy’ +nn+1)y=0

(2) Les polynomes de Legendre satisfont la relation de récurrence

(1 —2*)P(z) = —nzP,(x) + nP,_1(x)
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(3) Formule de Rodrigues

™ d" "
Py = ST )
(4) Majorations

Ve e [-1,+1], |P,(z)] <1
vee[-1,+1], |Pi(2)| < w

1
Vo € _17+1 ) -Pn § T —

1— P%(z) 2n +1

_— n\" < p2 _ < - -
Dt D) S @)~ Pi@)Pan(a) < 70—

(5) Les polynomes de Legendre sont des polynomes orthogonaux relative-
ment & la fonction de poids w(z) = 1 sur Pintervalle [—1, +1].

+1 )
Pn PnL d :—6"777«
/_1 () Pn(e)de = =25,

En particulier, P,(1) =1 et
1/2

+1 ) 2
il = ([ o) =50

(6) Les polynomes de Legendre vérifient la formule

+1 d 23/2
/ P () Z_ =
—1 RV4 1 — X 2n + 1

A.2 Polynoémes de Laguerre

On appelle polynéme de Laguerre d’ordre n, le polynéome défini par la
relation de récurrence

(n+1)Lypt1(x) = 2n+1—x)Ly(x) — nly_1(x)
et les conditions d’initialisation

Pour a > —1. On appelle polynome de Laguerre généralisé d’ordre n et on
note Lg{l ) (2) le polynome défini par la relation de récurrence

(n+ DL (@) = 2n+a+ 1 —2) L (@) — (n+ )L, (z)
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initialisée par
L@ =1 L¥@) =1+a-z

Le polynoéme de Laguerre proprement dit correspond au cas @ = 0. Les
premiers polynomes sont

Lo(z) =1
Li(z)=1—x
Ly(z) =422 —22+1
Ls(z) = Zta® + 327 — 30+ 1
Ly(z) = 572t — 2% + 32% — 4z + 1
Ls(z) = o’ + ot — 323 + 522 — br + 1
Le(z) = m5a° — 52° + 3a* — Lad 4+ 222 — 62+ 1
(1) Les polynémes de Laguerre sont solutions de ’équation différentielle
' +(a+1—2)y +ny=0
(2) Les polynomes de Laguerre satisfont les relations de récurrence, pour

« entier

zL) (z) =nL,(z) —nL,_1(z)

(@)
xM =nL(z) - (n+ Oé)ngoi)1(33)
dx
a—1 (e «
LY (@) = L (2) - L, ()

2LEH(2) = (@ = n) L @) - (0 -+ ) L, (@)
sLE (@) = (n+ o+ DL (2) — (n+ 1LY, (2)

(n+ @)L (@) = (n+ DL (@) = (04 1= 2) L ()

n

(3) Formule de Rodrigues

L(a) — et dr n+o ,—x
i (@) = —m o (2T
(4) Majorations

Ve >0,  |Ln(z)] < e*/?

> > L@ ‘<
Vo >0,Va >0 ‘ w(x)| < a1
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(5) Les polynomes de Laguerre sont des polynomes orthogonaux relative-
ment a la fonction de poids w(x) = x®e~* définie sur l'intervalle ]0, co[

IMNa+n+1)

] 6n,m
mn.

/000 L ()L (2) e " da =
(6) L’intégrale du produit de deux polynomes de Laguerre vérifie

| B = 0t = Luvin(2) = Lsnia )
(7) Si Re(a) > —1 et Re(3) > 0, 0n a
D(a+B+n+1) /Ow(m—t)ﬁlto‘LEf‘) (t)dt = D(a+n+1)T(B)xHPLEHH) (z)

et
| et = e (10 @) - L, @)

A.3 Polynémes de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev (de premiére espéce) d’ordre n, sont définis
par la relation de récurrence

Tht1(z) = 22T (x) — Th—1 ()

et les conditions d’initialisation

T()(l‘) =1

T (z) ==

Ty(x) =222 — 1

Ts(x) = 423 — 3x

Ty(x) = 8x* — 822 + 1

Ts(z) = 162° — 2023 + bz
Te(x) = 322° — 482* + 1822 — 1

(1) Le polynéme T,, peut étre défini par la relation
T, (cos ) = cos(nb)

ou bien encore par la relation

Ty (x) = % ((:Jc—i— z? + 1)n + (3? —Va?— 1)n>
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T, (x) est un polynome de degré n dont le coefficient de plus haut degré est
27~ vérifiant
T,(1)=1 Vn

Ces polynémes vérifient la relation
To(—2) = (~1)" T (@)
(2) Les polynomes de Tchebychev sont solutions de I’équation différentielle
(1—2%)y" —zy' +n’y =0
(3) Les polynomes de Tchebychev satisfont la relation de récurrence
(1 — 2T (x) = —naTy(x) +nTh_1(x)
(4) Pour i =0, ..., n la relation du produit de deux polynomes
274 (2) T (¢) = Trs(a) + Tui(0)

(5) Majorations

Vo e [-1,1], |T.(z)| <1
dTy(x) 2
—-1,1 — <
Vo e [-1,1], ‘ | SN

(6) Les polynomes de Tchebychev sont des polyndomes orthogonaux relati-
vement & la fonction de poids définie sur I'intervalle [—1, 1]

1

w0 ==
+1 dx T
11 Tn(x)Tm(x)\/T—xQ = 55”77” n#0

/+1 TQ(x)dim =7
—1 0 \/1—562 B

(7) Si v désigne la partie entiere de n/2, les mondmes s’expriment en fonc-
tion des polynomes de Tchebychev

1 3—(=1)"
" = [Tn + C}LTn72 + -+ CZ_]‘T"+272U + C;:Tnf2u ((7))]

2n—1 4
2k
zf = cos (—W>
n
pour lesquelles 7T;,(z}7) = +1 et les abscisses

%sz%iM)

(8) Entre les abscisses

n
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pour lesquelles T}, (z, ) = —1, le polynoéme de Tchebychev de degré n admet
exactement n racines réelles données par

OS<M> k=01,....n—1
2n

A.4 Polynémes d’Hermite

Les polynomes d’Hermite d’ordre n sont les polynomes définis par la
relation de récurrence

Hp1(z) =22H,(z) — 2nH, 1 (x)
et les conditions d’initialisation
Hy(x)=1 Hi(z) =2z

Les premiers polynomes sont

Hy(z) =1
Hy(z) =2z
HQ(x) = 4
H3(z) = 83 — 12£L'
Hy(z) = 162* — 4822 + 12
H5(m) = 322° — 1602 + 120z
Hg(z) = 6425 — 4802* + 72022 — 120

(1) Les polynomes d’Hermite satisfont I’équation différentielle
y" —2zy’ +2ny =0

(2) Les polynomes d’Hermite vérifient la relation de récurrence
H! (z) =2nH, 1(x)

(3) Formule de Rodrigues

(4) Majorations
|H,(z)| < e 12122\l avec k ~1,086435...
(5) Les polynomes d’Hermite sont des polynomes orthogonaux relativement
a la fonction de poids w(x) = e’
—+oo

Hy(2)Hpp(2)e™" dz = /720160 m

—0o0
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(6) Formules d’intégration

/ Hy(t)e “dt = H,_1(0) — e Hy_1(x)
0

/ H, (t)dt — (n+1) (Hpi1(2) — Hyy1(0))

Hgn(tx) ~qt = \/_%(332 -1

— 00

e 2n + 1)!
/ t€7t2H2n+1(t$)dt = \/E(nn—f)x(xQ - 1"

—0o0

A.5 Polynémes de Gegenbauer

Les polynomes de Gegenbauer G;‘*) de degré n, sont les polyndémes définis
par la relation de récurrence pour o > —1/2

(n+ )G (@) = 2(n+ )G (@) — (n + 20 — NG, (w)
et les conditions d’initialisation
Géa) (x)=1 Gga) (x) =20z si a#0 Ggo) (x) =2z

Les premiers polynémes sont pour o = 1

Go($) =1

Gi(x) =2z

Ga(r) = 42% — 1

G3(x) = 82° — 4x

Gy(z) = 169:4 — 1222 +1
Gs(z) = 3225 — 3223 + 62
Go(z) = 642° — 802 + 2422 — 1

(1) Les polynomes de Gegenbauer sont solutions de 1’équation différentielle
(1—2%)y" — 2a+ 1)zy +n(n+2a)y =0

(2) Les polynomes de Gegenbauer vérifient les relations de récurrence

dGy) o
(1 -2 —(2) = —n2GV(@) + (n+ 20 — )G, ()

(n+a)G (@) = (= 1) (61 (@) - 61, @)
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(3) Formule de Rodrigues

(=)"T(a+1/2)T(n+2a) d™ atn—1
= 2npl T(2a)T(a +n + 1/2) dz» ((1_x2) " )

(4) Les polynomes de Gegenbauer sont des polynomes orthogonaux sur
a_l

Iintervalle |—1, +1[ relativement & la fonction de poids w(x) = (1—22)*~2,
onasia#0

+ ) 21720 D(n +2a)
(o) (@) ()1 — 22)0 3w —
etsia=0
+1 L 2
| 0@ @0 - e = 25
-1

(5) Formule d’intégration

—”(Q;‘; ") / GO 01— 12) e = GV (0) — (1 - 222 16 (2)
0

A.6 Polynémes de Jacobi

Les polynémes de Jacobi de degré n, notés JP) () ou Jy,(z) lorsqu’il
n’y a pas ambiguité, sont les polynomes définis par la relation de récurrence
pour a > —1let g > —1

anJni1(x) = (by + xcn)Jn(x) — dpJn-1(2)
initialisée par
Jo(z) =1 Ji(z) = (a—B)/2+ 1+ (a+5)/2)x
avec les coeflicients suivants
an =2n+1)(n+a+p+1)2n+a+B)
b, = E2n+a+ﬁ+1)(a2 — 5%
Cp =

2n+ a4+ fB)
dp =2(n+a)(n+B)2n+ o+ 4+ 2)
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Les premiers polynomes sont pour « =1 et 5 =0

Jo(l‘):1
Ji(z) =Bz +1)/2
Jo(z) = (5z? + 22 — 1)/2
3

Ja(x) = =3 + 1522 — —p — =
3(x) T3 + 833 5

63, T, 21, 3 3
Ja(z) = 3 2 I S
J5(m):231 5,105 , 105 , 35, 35 5

B T T R A T:
(1) Les polynomes de Jacobi satisfont I’équation différentielle
1-a®)' +(B-a—(a+B+2)z)y +n(n+a+B+1)y=0
(2) En posant A = 2n+a+ 3, les polynomes de Jacobi vérifient les relations
M1 —22)J) (2) = nla — B — \x)Jn(x) + 2(n + a)(n+ B)Jn_1(z)
TP @) = T (@) = 12 (@)
A0 () = (n+ a+ B) I (@) + (0 + ) 27 ()
(1= ) I ) + (1 4+ 2) I () = 2700 (2)
(3) Formule de Rodrigues

(—1)" 1 dn

J’ﬂ(m) = nnl (]_ _ x)a(l —+ 1’)5 dx—n ((1

(1= 2)°(1 +2)")

(4) Les polynomes de Jacobi sont des polynomes orthogonaux sur 'inter-
valle | — 1, 1] relativement a la fonction de poids

w(@) = (1-)(1+2)°

+1
/_1 Jn (@) T (2) (1 — 2)*(1 + 2)Pde = updpm

avec
204841 T(n+a+ 1)I(n+B+1)

- n+a+p+1 nll(n+a+pB+1)

(5) Formule d’intégration

Un

on [ IO (14 0%t = T 0) = b)) @)

n—
0

ot h(z) = (1 — )1 + z)'+8
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