UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF DE M’SILA Master 2: EDPs et applications
Faculté des mathématiques et de I'informatique 2022/2023
Département de mathématiques

Série : Opérateurs sur les espaces de
Banach

Exercice 1 Soit Q@ C RY un ouvert borné, soit (u,) une suite bornée de HE(Q2), montrer
qu’il existe une sous-suite (noté (unk) = (uy)) telle que :

u, — u dans Hy(Q),
2N
u, — u dans LY(),Yq € [17—}

N —2
up(z) — wu(x) p.p.x dans Q.

Exercice 2 Soit Q C RN, N > 1, un ouvert borné, on définit les fonctionnelles :
I:L(Q) — R

u I(u):/u2 dr = ||ul|7e,
Q

J:H{(Q) — R
u J(u):/|Vu|2 dr = ||ul3,
Q 0

K:H(@Q) — R
u K(u):/|Vu|2 dx,
Q

L:H'(Q) — R
u L(u):/u2 dm—i—/\VuF dz.
0 0

1. Vérifier que I, J, K et L sont des fonctionnelles différentiables en tout point.
2. Calculer I'(u), J'(u), L' (u).

Exercice 3 Soit a;; € L>() pour tout i,j € {1,2,..., N}, on définit N x N-matrice :
A(z) = (ay), on prend ¢ € L*>®(Q) et on définit Uapplication a : H'(Q) x H} () — R
par :

a(u,v) = /Q(A(x)Vu(x))Vv(x) dx + /Qq(x)u(x)v(x) dx.

1. Vérifier que a est bilinéaire continue et si A est symétrique, alors a est symétrique.
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2. On définit :
J(u) = a(u,u) = /

Q
Montrer que J est différentiable et :

(J'(w), v) = 2a(u,v).
Exercice 4 Soit Q C RN, N > 3, un ouvert borné de frontiére réquliere. Soit f : R — R

une fonction continue, supposons qu’il existe a,b > 0 tels que :

[f()] < a+ bt

pour tout t € R, rappelons que 2* = -2 est lexposant critique pour linjection de H'(Q)

~ N-2
dans LP(§2). On définit :

(A(z)Vu(z))Vu(x) do + /ﬂ q(z)u(x)? dx.

2*—1
)

Flt) = /Ot £(s) ds.

On veut étudier les propriétés de différentiabilité des fonctionnelles intégrales comme fQ =
Jo F(u) dx ; on considere :

1. (a) Vérifier que :
. F(u+tv) — F(u)
lim

t—0 t

= f(u)v.

(b) Pourt € R fizé, en utilisant le théoréme des accroissements finis montrer qu’il
existe ¢ > 0 ; tel que
F(u+tv) —
=
(c) Veérifier que [v| + |ul* "o + [v|*" € LY(Q).

(d) Déduire que PH&/ F(u+ tv) — F(u)
-

t
Q
Gateaux différentiable.

2. Montrer que lapplication J, : H*(Q)) — (Hl(Q))I est continu; pour cela :
(a) Prendre une suite (u,) C H*(Q)) converge fortement vers u € H'(Q). Vérifier
qu’il existe une sous-suite notée (uy,) telle que :
~ u, — u dans L* (9).
— Uy (x) = u(x) p.p. x dans .
— Il eziste w € L* (Q) telle que |u,(z)] < w(x) p.p. dans Q et pour tout n € N,
(b) Déduire que HEIEOO |f(un(x)) — f(u(x))| =0 p.p. x € Q, puis montrer que :

F * *
| < ool + ful® o + o).

dr = /f(u)v dz, et par suite J est
Q

%

[f(un) = f@)| 77 < CA+ [ + [u*') € LY(Q).

3. Montrer que l'on a :

2% 1

) = I )| < ([ 1) = Fl#) 7 ()

4. Verifier que || JG(un) — JG(u) || )y — 0. Que peut-on déduire ?.




