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Modélisation
des

courbes




1985

e Courbes de Bézier

= Formulation générale de Bezier-Bernstein (Courbe de degré n)

Pl = Z{ '(n-ni;); ' (1 _“)"_fﬁ]

= Fonction d’influence : fonction polynomiale de Bernstein:

n!
B (u)=——u'(1—1u)""
W)= -

avec uel0, 1]

= (Ces fonctions peuvent étre représentée graphiquement comme
précédemment par (n + 1) courbes.



= Courbes B-spline

Pour concevoir une courbe B-spline, nous avons

besoin:
- d'un ensemble de points de controle (Pi),

- d'un ensemble de nceuds (u)

- d'un degré de courbe (k-1).

USG



em Courbes B-spline

« P(u)=X N, (u)p, (ug<u<u).
Fonction de base = N; (1)
Degré de courbe = k-1

Points de controle p. 2 0 <1<n
Neeud, U= Uy<u<u,
m=n+Kk

USG
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Courbes B-spline

Vecteur nodal uniforme

(/\)

Nceuds non périodiques
(nceuds ouverts)

!

Les premier et dernier nceuds
sont dupliqué k fois.
Exemple: (0,0,0,1,2,2,2)

La courbe passe par le
premier et le dernier point
contrdle

USG

Nceuds périodiques
(nceuds non ouverts)

!

Les premier et dernier nceuds
ne sont pas dupliqués - méme
contribution.

Exemple: (0,1,2,3)

La courbe ne passe pas par
les points finaux.

Utilisé pour genérer des
courbes fermées (quand
premier = derniers points de
contrdle)



Courbes B-spline

Vecteur nodal

(/\)

Nceuds non périodiques Nceuds périodiques
(nceuds ouverts) (nceuds non ouverts)

(Nceuds fermés)

USG



Jgﬁr B-Spline uniforme non ouverte
e (ouverte)

» L'espacement des noceuds est régulierement espace sauf aux
extrémités ou les valeurs de nceud sont repétées k fois.

P =2 N, (Wp, (4 <u<u,)

Degré = k-1, nombre de points de contrble =n + 1

Nombre de norcuds=m+1 —>n+k+1

Pour degré = 1 et nombre de points de controle =4 (k= 2, n = 3)

Nombre de noeuds=n+k+1=6

Vecteur nodal uniforme non périodique (0,0,1,2,3, 3)

La valeur des noceuds entre O et 3 est équidistante —s uniforme

USG



Université Mohamed Boudiaf - M'sila

B-Spline uniforme non périodique

(ouverte)

Exemple

Pour le degré de courbe = 3, le nombre de points de
controle =5

k=4, n=4
nombre de nc,euds=n+k+1=9
vecteur nodal non périodiques = (0,0,0,0,1,2,2,2,2)

Pour degré de courbe = 1, nombre de points de
controle =5

k=2,n=4
nombre denceuds=n+k+1=7

vecteur nodal uniforme non périodique = (0, 0, 1, 2,
3,4,4)

USG
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B-Spline uniforme non périodique
(ouverte)

~» Pour toute valeur des parametres k et n, les noeuds

non périodiques sont déterminés a partir de

0 0<i1<k
u =19 1-k+1 k<i<n
n-k+2 n<i<n+k

Exemple: k=2,n=3
0 0<1<2
3-2+2 3<155

u=1(0,0,1,2, 3, 3)

USG



M_:ﬂ; Fonction de base B-Spline

a8 0 sinon

Dans I'équation (1.1), les dénominateurs peuvent avoir une valeur
de zéro, 0/0 étant supposeé €Etre zéro.

Si le degré est egal a zéro, la fonction de base Nii(u) est égale a 1
si u est dans le ieme intervalle de nceud [ui, ui +1).

USG



== | Fonction de base B-Spline

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee - M'sila

Par exemple, si nous avons guatre
nceudsuo=0,u1=1,u2=2etus=3,les
noeuds couvrent 0, 1 et 2 sont [0,1), [1,2),
[2,3)

les fonctions de base du degré 0 sont
No,1(u) = 1 sur [0,1) et O ailleurs, N1,1(u) =
1 sur [1,2) et O ailleurs et N2,2(u) = 1 sur
[2,3) et O allleurs.

USG
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Fonction de base B-Spline

Pour comprendre la facon de calculer Nip(u) pour p
supérieur a 0, nous utilisons le schéma de calcul

triangulaire:
[u0, ul)

[ul, u2)
[u2, u3)
[u3, ud)

[ud, uS)

£

BN
NO,2
N1T O N3
S T E
N1,2 NOA
N2,1 N1,3 NO,5
N — S Cih
N2,2 N14 3
— ~- s ;
N3,1 N2,3 i

o <
—

C

SG



Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

Exemple:

Trouver les valeurs de nceud d'une B-
spline uniforme et non périodique ayant un
degré = 2 et 3 points de controle.

Trouvez ensuite I'équation de la courbe B-
Spline sous forme polynomiale.

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

| Réponse:
 Degré =k-1=2-> k=3
- Points de contréle =n+1=3 = n=2
« Nombre denceud =n+k+1=6

- Valeurs de nceud - u,=0, u,=0, u,=0, u;=1,u,=1,us=1

USG



) Non périodique(ouvert)
UUUUUUU B-Spline uniforme

Pour obtenir I'équation polynomiale,
P(u) = 2. N; (w)p,
’ — 2 Ni5(w)p;
‘ = Nos(wpy + Ny 3(u)p; + Ny 3(u)p,

Premierement, trouvez le Nik(u) en utilisant la

valeur du nceud indiquée ci-dessus, commencez
park=1ak=3.

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

- Pour k =1, trouvez Ni,1(u)

* Ny, (u)= { 1 u<u <u
. 0 Sinon
* Njj(w= 1 uys<u <u,
. { 0 Sinon
* N, (u)= (1 LU <u,
. { 0 Sinon
* N3, (u)= { 1 nu<u <uy
. 0 Sinon
* Ny(u)= { 1 wu<u <ug
¢ 0 Sinon

USG

; (u=0)

; (u=0)

: (0€u<l)

; (u=1)

; (u=1)



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

Pour k = 2, trouvez Niz2(u) - utilisez I'équation (1.1):

V)= ) N
U, —u u., —u._
Np,(w)= u-u, Ny, +u,-uN,;  (uy,=u,=u,=0)
u, - u, u,— U,
= u=—ONy;+ O0—uN,; =0
0-0 0-0
Ni,(w= u-u N, ty;-ulN,;  (u,=u,=0,u;=1)
U - Us;— U
= u—0ON;;+ 1-uN,; =1-u
0-0 1-0

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

* Npp(u)= u—=u, Ny; +u,—uN;;  (u=0,u;=u,=1)
. u;— U, Uy — Us

’ = u=0Ny;+ 1=-uN;, =u

. 1-0 1 -1

* Nj,(u= u—u; Ny, tus—ulN,;, (uy;=u,=us=1)

. Uy — Uy Us— Uy,

’ = u=—INy;+ 1-uN,; =0

. 1 -1 1 -1

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

 Pourk=2

N{},z(u) =0
Nz,z(u) —u
N3,2(u) =0

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

- Pour k = 3, trouvez Ni,33(u) - utilisez I'équation (1.1):

Nz',.ff—l (u) " (uhk B u) Ni+1,k—1 (H)
U,y — U, u,, —u,,

Nf,k(u)z(u_ui)

* NU,3(U) = U;.'{Nﬂ,z "‘H;ing (Up=u,=u,=0,u;=1)

. u, - U, u;— U,

‘ = u=0Nyp,+ 1-uN;, = (l-u)(l-u)=(1-u)

. 0-0 1-0

* Nsw= uw-u Ny +y-uN,,  (u=u,=0,u;=u,=1)

. u;- U, u,—u,

. = u—0N;,+ 1-uN,, = u(l -u)+(l-u)ju=2u(l-u)
. 1-0 1-0

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

e N2,3(u) — u— Ug szz + Ei — U N3?2 (ll2 :0, U3 =ll4= 115 :1)

. u,— U, Us— U,
. = u—=0N,,+ 1-uN;, = u?

. 1-0 1 -1

Ngsw) =(1-u)>  Nj;(u) = 2u(1-u), Ny 5(u) = u?

L'équation polynomiale, P(u) = Z N;  (wp;
* P(u) =Nos(Wpo+ Ny s(wp; + Nys(wp,
*  =(-u’py+2u(l-w)p;+up, (0<=u<=1)

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

Exercice:

* Trouver I'equation polynomiale de la
courbe avec degré = 1 et nombre de
points de controle = 4.

USG



JEL Non périodique(ouvert)
e B-Spline uniforme

k=2 _.n=3-> nombre de nosuds = 6

Vecteur nodal = (0, 0, 1, 2, 3, 3)

Pour k = 1, trouvez Ni1(u)

* Ny, (u)=
* Ny (u)=
N, (u) =
* N3, (u)=
N4,1(U)=

USG

U< u
u=<u
u,<u
u,<u
us<u

<u,
<u,
<u,
<u,
<us

; (u=0)

2 (0u<l)
- (1<u<?2)
. (2€u<3)
; (u=3)



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

- Pour k = 2, trouvez Niz2(u)

)= (-) 2y M)
k-1 H:’ ”{'H\: B ui+|
* Npp(w= u-uyNo; +u,—uN;; (uy=u;=0,u,=1)
° u; - u, u,— U,
‘ = u=0Ny, + 1-uN,,
. 0-0 1-0
. = 1l-u (0€u<l)

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

V)= ) )y g Mo
Ui — U, U — Uy,
* Np(w= uw-u Ny, +u—uN,;  (u,=0,u,=1,u;=2)
. U, - u, Uy — U,
’ = u=0ON;;+ 2-uN,,
. 1-0 2—1

Ni,(u)=u (0<uc<l)
Ni(uw)=2-u (Isu<2)

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

¢ Nz,z(u) = uU—-u Nz,l + Eg__uNS;,l (u, =1, u3=2,u,= 3)

. 113—112 114—113
¢ — uNzJ"' 3;U-N3?1 -
. 2-1 3-2

Nyr(w)= u-1 (Isu<?2)
N,,(u) =3 -u (2€u<3)

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

N3’2(U) = Uu-—= u; N3:] + ui —u N4,1 (113 — 2, Uy — 3, Us — 3)

u,— Uy Us—u,
= u=2N;;+ 3-uN,, =
3-2 3-3
=u—-2 (2€u<3l)

USG



Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

-L'équation polynomiale, P(u) = > N, (u)p;
* P(u) =Ny,(u)py+ Ny ,(u)p; + N, ,(u)p, + N3 ,(u)p;

* Pu=(—-u)p,+ up, (0<u<l)
* Pw=CL-uwp + @u-1)p, (Isu<?2)
* P(w)=B-u)p, + (u-2)p; (2<u<3)

USG
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Noeud uniforme périodique

Les noceuds périodiques sont déterminés a partir de
—U,=1-k (0 £1<n+k)
Exemple:

- Pour une courbe de degrée = 3 et nombre de
points de controle = 4 (B-spline cubique)

— (k=4,n=3) 2> nombre de nceuds = 8

~(0,1,2,3,4,5, 6, 8)

USG



Noeud uniforme périodique

* Normaliser u (0<=u<=1)

Ny ,(u) = 1/6 (1-u)?

N, 4(u)=1/6 (3u’ —6u * +4)

N, 4(u)=1/6 (-3u?+3u?+3u+l)
N, ,(u) = 1/6 u3

P(u) = Ny 4(w)py+ N, 4(u)p; + Ny 4(u)p, + Nj 4(u)p;

USG



- Sous forme matricielle:
B
* P(u) =[uw,uz, u, 1].M,. gl
2
MPL
. Mn=1/6/-1 303 1)
3 63 0
30 3 0
1 4 1 0
\_ _

USG




Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Non périodique(ouvert)
B-Spline uniforme

Exemple:

Trouver les valeurs de nceud d'une B-
spline uniforme et non périodique ayant un
degré = 3 et 4 points de controle.

Trouvez ensuite I'équation de la courbe B-
Spline sous forme polynomiale.

USG
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Micro-interro

Exemple:

Trouver les valeurs de nceud d'une B-
spline uniforme et non périodique ayant un
degré = 2 et 3 points de controle.

Trouvez ensuite I'équation de la courbe B-
Spline sous forme polynomiale.

USG



M-j-l;— Solution

Université Mohamed Boudiaf - M'sila

Réponse:
 Degré =k-1=2-> k=3

- Points de contréle =n+1=3 = n=2
« Nombredenceud . =n+k+1=6

- Valeurs de nceud - u,=0, u,=0, u,=0, u;=1,u,=1,us=1

USG



