
 أهم التوزيعات الاحتمالية المتصلة  :الثانيالمحور 

 مقدمة:  -1
   :تمهيد -1-1

االإخغير الػشىائي االإظخمس )االإخصل( ًأخر مجالا مػُىا مً مجمىغت الأغداد الحلُلُت، ولرلً فإن جىشَػه الاخخمالي      

َؼ لرلً المجاٌ االإػين، بدُث أن خصائص دالت طُمثل صُغت أو دالت مظخمسة حظمى بدالت الىثافت الاخخمالُت حػؼي هُئت الخىش 

 : الىثافت والتي ًسمص لها بالسمص 

 

 

 تذكير ببعض المفاهيم: -1-2

 : دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي مستمز )متصل(: -أ

، هى ذلً الجصء مً االإظاخت اليلُت جدذ االإىدنى البُاوي لـ إلى  ا في الفترة مً جأخر كُم وفلا للخمهُد الظابم فإن  اخخماٌ أن 

لي: غلى الخىالي، هره الفترة الاخخمالُت جىخب هما ً إلى  والمحدود مً الأطفل بالمحىز الأفلي ومً الِظاز والُمين باللُم مً  

 وهي مىضحت في الشيل االإىالي: 

 
 

، أي خظاب الاخخمالاث في خالت االإخغير الػشىائي االإخصل ٌػني الاخخماٌ غبازة غً االإظاخت أطفل مىدنى دالت هثافت الاخخماٌ

اطُا خظاب االإظاخت بىاطؼت الخيامل أي:    زٍ

  :المستمز لعشوائيا للمتغير  دالة التوسيع  -ب

 ، وهي مػسفت والخالي: هي دالت غددًت هسمص لها بـــ: 

                             

لدالت الخىشَؼ الاخخمالُت أهمُت هبيرة باليظبت للمخغير الػشىائي االإظخمس، خُث أهىا نهخم في هره الحالت باخخماٌ مجاٌ ولِع 

ع في دالت الخىشَؼ الاخخمالُت بدلا مً خظاب الخيامل في ول مسة، ًخضح باخخماٌ هلؼت، و  لحظاب اخخماٌ مجاٌ مً الأطهل الخػىٍ

مي للمجاٌ جيخ ، لحظاب اخخماٌ أن جيىن ، خُث هلؼخان مً مجاٌ حػسٍف   و  ذلً مً اللاغدة الخالُت: بفسض أن 

 

                                                                              

 بما أن الاخخماٌ غىد الىلؼت في االإخغير الػشىائي االإظخمس ٌظاوي الصفس، فإهىا وظخيخج مً ذلً أن: 

  ن، وبالخالي:مخيافئخا و  الاشازجين 

          

 ين للمتغيرة العشوائية المستمزةالتوقع الزياض ي والتبا الخصائص:  -ج

 وحػسف هما ًلي:  Xهى مخىطؽ كُمت  Xاللُمت االإخىكػت الإخغير غشىائي مظخمس  الزياض ي:التوقع  -1-ج
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ػؼى  ومخىطؼها  هى الخىكؼ الإسبؼ الفسق بين  ػشىائي االإخصل جباًً االإخغير ال والاهحزاف المعياري: التباين -2-ج وَ

 بالصىزة الخالُت:

                                                                                 

 أو بصُغت بدًلت أخسي:

                                                          

سمص له بالسمص   ػسف الاهدساف االإػُازي وٍ  أي أن:  بأهه الجرز التربُعي لخباًً  وَ

                                                                                                                                                                               

  أزبذ أن الدالت الآجُت دالت اخخمالُت : :مثال

 

   -1 :   أوحد زم

 االإخىطؽ والخباًً والاهدساف االإػُازي للخىشَؼ -2

 هما ًلي : 1= : لإزباث أن الدالت اخخمالُت لابد أن ًيىن جياملها غلى االإدي الحل

 

 

 

 

 حساب الاحتمالات:  -1
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  االإخىطؽ-2

 

 

 

  الخباًً

 

 

 

 

  الاهدساف االإػُازي 
 

  : (loi uniforme) التوسيع المنتظم -2

،  بدُث  ، ػُىا مً مجمىغت الأغداد الحلُلُتًأخر مجالا م ،مظخمس )مخصل( مخغير غشىائي  

  وجأخر دالت هثافخه الاخخمالُت الشيل الخالي:

                                                                                                                   

 وهىخب:                                         

اض ي، الخباًً، أما الخىكؼ  والاهدساف االإػُازي فُخم خظابهم هما ًلي: السٍ

                                                                                                                                                                                  

                                                                                                                                                                           

                                                                                                                                       

 ومثلها بُاهُا، زم أوحد ما ًلي:  ، أهخب دالت هثافت الاخخماٌ لُىً:  مثال:

 وجمثُلها البُاوي.  دالت الخىشَؼ  -

 .، ، الاخخمالاث :  -

اض ي والخباًً والاهدساف االإػُازي. -  الخىكؼ السٍ

 ن دالت هثافخه الاخخمالُت هي:إف ًدبؼ الخىشَؼ االإىخظم  أن بما  الحل:

  

 الخمثُل البُاوي لدالت هثافت الاخخماٌ:
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 دالت الخىشَؼ الاخخمالُت هي:

  

 :الخمثُل البُاوي لدالت الخىشَؼ الاخخمالُت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اب خظ -

 الاخخمالاث:

  

  

   

 خظاب الخىكؼ والخباًً والاهدساف االإػُازي: -

   

   

   

 االإػُازي.هميز في  هرا الخىشَؼ بين كاهىهين، كاهىن الخىشَؼ الؼبُعي الػام وكاهىن الخىشَؼ الؼبُعي   التوسيع الطبيعي: -3

 : القاهون الطبيعي العام -أ

مخد ػسفاه إلى   ، وكد وحد أن مػظم الخىشَػاث مثل  هى جىشَؼ مظخمس ًأخر شيل مىدنى مخمازل ذو كمت واخدة، وٍ

با مً االإىدنى الؼبُعي.الأغماز  –الأػىاٌ  –الأوشان   كسٍ
ً
 ...الخ. جأخر شىلا

 :ىائي مظخمس )مخصل( دالت هثافخه الاخخمالُت هي مخغير غش  وان إذا 

                            

 ،                ،                  e : constant=2.718       ،         : constant=3.14         خُث :

ىخب باخخصاز واهدسافه االإػُازي  ىشَؼ ػبُعي غادي مخىطؼه ًدبؼ ج  ًلاٌ إن   وٍ
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 هما ًلي:، غير مفسػذ وغير مدبب، ي الػام هى مىدنى مخىاظس الؼبُعالخمثُل البُاوي للخىشَؼ  -

 
 هي هما ًلي: دالت الخىشَؼ الاخخمالُت  -

       

، زم (ُتلخظاب الدالت الأص)دالت الىثافت الاخخمالُت  مياملتًجب  أخر الصُغت الظابلت، إذن لحظاب ج  بدُث 

 شيل االإػلد لدالت الىثافت الاخخمالُت، أًًسا للُا لا ًخم هرلً هظلإلا أن الحظاب غم، االإيافئت لـ  خظاب االإظاخت

اض ي لخبظُؽ صُغت دالت الىثافت الاخخمالُتلىف ،اهُت للًصػب خظاب الدالت الأص ل زٍ  .جأ إلى جدىٍ

الخؼبُلُت  مً الىاخُت هلاهىن الؼبُعي هفع خىاص أي مخغير غشىائي مخصل، إلا أهللمً خلاٌ ما طبم هلاخظ أن  ملاحظة: -

ثافت الاخخمالُت مػلدة الى وبالخصىص خظاب الاخخمالاث لا ًمىً الخؼبُم االإباشس للىاغد خظاب االإظاخاث، لأن صُغت دالت

صػب ميام  .الؼبُعي االإػُازي  ى كاهىن آخس ًدعى: اللاهىن لا فىدصل غهجأ إلى جبظُؼيلهلُه ا، وغهتلوٍ

 : )القياس ي( الطبيعي المعياري  القاهون  -ب

جد أهه ًخدىٌ إلى جىشَؼ في دالت هثافت الاخخماٌ للخىشَؼ الؼبُعي الػادي )أي في صىزجه الػامت(، ه بىطؼ  

ىخب ، اهدسافه االإػُازي   ، مخىطؼه مػُازي ػبُعي   . ، وٍ

                :               وجصبذ دالت هثافخه الاخخمالُت                                                      

 
 

 أن جيىن ([ حظخخدم بشسغ zداوٌ جىضح االإظاخت أطفل االإىدنى )الاخخماٌ( وهره الجداوٌ ]حدوٌ )وكد وطػذ ح 

  أي:    مػُازي هدىلها إلى جىشَؼ ػبُعي و   أي:   صىزة جىشَؼ ػبُعي غاديفي االإظألت 

لت  . :  بالخدىٍ

ون .اخظب  () 300ون واهدسافه االإػُازي  () 1800أطسة في مدًىت ما ًدبؼ جىشَؼ ػبُعي مخىطؼه   (1000)وان دخل إذا: 8مثال

  :اخخماٌ الحصىٌ غلى دخل

 ون . 1500أهبر مً   -2  ون  2400أهبر مً   -1

 ون  1200أكل مً   -4  ون  2550أكل مً   -3
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P=.5  P=.5  
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z 

+ - 

2 

    ون . 2550 و    2400بين ًىدصس   -6      ون  1650 و  2250ًىدصس بين   -5

د دخلها غً   -7  . ون  1500أوحد غدد الأطس التي ًصٍ

 مً االإداخُل.  %97.72ما هى الدخل الري أكل مىه  -8

. هدىله إلى ، واهدسافه االإػُازي  مخىطؽ بًدبؼ جىشَؼ ػبُعي غادي  ،مخغير غشىائي مظخمس   :الحل

لت جىشَؼ ػبُعي كُاس ي    :بالخدىٍ

1- : 
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2-  :  

 

 
  

             ( Z  ٌ  (مً حدو

 

3-  

 

 

 
 

 

4-  

 

 

 
 

  

5- : 

 

 

 

 

  

-0.5    0      1 .5 

2.5 

z 

+ - 

0 

-1 

z 

+ - 

0 

0 

z 

- + 

-2 



- 7 - 

 

 

6-     

 

 

 

 
 

د دخلها غً -7  الػدد الؤحمالي للأطس ×   =  ون  1500 غدد الأطس التي ًصٍ

 أطسة x 0.8413  =  841.3 841 1000=( 2مً االإؼلىب )  

 مً االإداخُل: %97.72الدخل الري أكل مىه  -8

 

 

 
 

 

 

 ع الاس ي:التوسي -4

د، شبان خدمت مدة مثلا ذلً مً .الصمً بلُاض مخػللت مظائل في الأس ي الخىشَؼ ٌظخخدم ما غادة  مياالإت مدة البرً

غ مدة هاجفُت، ٌ  كبل شبىن  اهخظاز مدة آلت، جصلُذ مدة شحً، باخسة جفسَ  .الخ....الخدمت غلى الحصى

 زابذ مخىطؽ لها وان إذا ما ظاهسة خُاة مدة لخمثُل الأس ي الخىشَؼ ٌظخخدم غامت هلاغدة :الآحي فهم الظسوزي  مً



1
 دامتها التي باالإدة جخأزس لا أي،  Tلا جدبؼ اللحظت  T، أي أن مدة خُاة الظاهسة بػد لحظت ما  للخلادم جخظؼ لا الظاهسة هره وواهذ

 لحظت في حػؼلها اخخماٌ لأن حػؼلها كبل غاملت آلت خُاة دةم لخمثُل الأس ي الخىشَؼ اطخخدام وظدبػد كد مثلا كبل، مً الظاهسة

  كبل. مً الآلت غملتها التي االإدة غً مظخللا لِع

 وكىع بين االإدة فإن الخىشَؼ، هرا ًدبؼ ما أخدار وكىع وان فإذا بىاطىن، بالخىشَؼ غلاكت الأس ي للخىشَؼ أن إلىيرا أخ وشير

ٌ  وان إذا ،ذلً غلى همثاٌ الأس ي؛ الخىشَؼ جدبؼ خدزين  بين الصمىُت االإدة فإن بىاطىن  الخىشَؼ ًدبؼ ما خدمت مسهص إلى الصبائً وصى

 ٌ  .الأس ي اللاهىن  صُغت اطخيخاج غىد الػلاكت هره جدبين .الأس ي الخىشَؼ جدبؼ االإىالي والصبىن  "أ" شبىن  وصى

 ين ًدبؼ الخىشَؼ الأس ي بالصُغت الخالُت:بين خادز Tلرلً ًمىً اللىٌ إذا وان خدر غشىائي ما ًخىسز في الصمً، فإن الصمً 
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 الخالُت: الخصائص العدديةوله 

الخىكؼ )االإخىطؽ(: 



1

)(  TE 

الخباًً:                 
²

1
)(


TE 

م هى  مثال ت لىخظ أن مػدٌ شمً اهخظاز الحصىٌ غلى كىِىت غير صالحت للدظىٍ زىان، خدد كاهىن  3: في مػمل للمشسوباث الغاشٍ

 الخصائص.زىان دون ملاخظت كىِىت غير صالحت، زم اخظب  4الخىشَؼ لهرا االإخغير الػشىائي، زم اخظب اخخماٌ مسوز أهثر مً 

 الحل:

(أي أن مػلمت الخىشَؼ 3) 3االإخغير الػشىائي ًدبؼ للخىشَؼ الاس ي لأهه ًمثل شمً الاهخظاز بين خادزين، وبمػدٌ واضح أن 

3/1/13/1   

وجيىن دالت الىثافت الاخخمالُت: 
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 خصائص الخىشَؼ : 

)(3الخىكؼ )االإخىطؽ(:   TE 

9الخباًً:                 
²3

1
)( TE 

 :ًلي ام فأوحد دكُلت، 2 بمخىطؽ أس ي جىشَؼ جدبؼ البىً في الصبىن  خدمت لإنهاء الصمىُت الفترة واهذ إذا مثال:

 .الصبىن  خدمت لإنهاء الصمىُت الفترة غً االإػبرة الاخخماٌ هثافت دالت -

 دكُلت مً أكل في الصبىن  خدمت لإنهاء اخخماٌ ما -

 الحل:

 :الصبىن  خدمت لإنهاء الصمىُت الفترة غً االإػبرة الاخخماٌ هثافت دالت -

      (أي أن مػلمت الخىشَؼ 2) 2خادزين، وبمػدٌ  االإخغير الػشىائي ًدبؼ للخىشَؼ الاس ي لأهه ًمثل شمً الاهخظاز بين

5.02/1/12/1   

 وجيىن دالت الىثافت الاخخمالُت: 
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  Gamma :قاماالتوسيع  -5

 الحصس، لا االإثاٌ طبُل غلى منها هرهس الؤخصائُت، الخؼبُلاث بػع في الاطخخدام الشائػت الخىشَػاث مً كاما جىشَؼ ٌػد             

ػد هما البلاء دالت وجلدًس االإػىلُت، دالت ًسجلد  الخاصت، الاخخمالُت الخىشَػاث بػع لخىلُد الىظسي  الأطاض الخىشَؼ هرا وَ

 هرا غلى والأمثلت دائما، مىحبت كُمها جيىن  التي الػشىائُت زث ا االإخغي غادة كاما جىشَؼ ٌػالج آخس حاهب مً مثلا، الأس ي والخىشَؼ

 بين الصمىُت الفترة الؼبُت، الػُاداث إخدي في مسٍع بفدص االإظخغسكت الصمىُت الفترة   :مثلا منها هرهس هثيرة، زث ا االإخغي مً الىىع

 ٌ  .وغيرها الأزصفت لأخد مخخالُخين باخسجين وصى

ئي جأخر ، ًخىشع خظب الخىشَؼ كاما فإن دالت الخىشَؼ الاخخمالي لهرا االإخغير الػشىا(X) مظخمس غشىائي مخغير لدًىاراض وبافت

 الشيل الخالي: 
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XeX
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sin0

0
)(

1

)(
1 

   

 خُث أن :

 ,0جثملان مػلماث جىشَؼ كاما و:  و  

 جمثل دالت كاما و جأخر دالت كاما ، الشيل الخالي:  )(و 





0

1 )()( XdeX X  

),(حي : اخخصازا ًىخب بالاصؼلاح الآ GX  

 غدد صحُذ مىحب، فإن دالت كاما جأخر الشيل الخالي: (n) الػدد لدًىا وان إذا غامت، وبصىزة

)!1(  nn  

1415.32/1و    11ومً بػع الحالاث الخاصت لدالت كاما:    

 الخالُت: الخصائصهما له 

)االإخىطؽ(:  الخىكؼ .                          :ًً2الخبا.)( XV  

 ًمثل الصمىُت لػمل آلت اهخاحُت بالظىىاث، وله دالت الخىشَؼ الاخخمالي الخالُت:  (X) االإظخمس الػشىائي االإخغير لدًً وان إذامثاٌ : 














on

Xe
X

Xf

X

sin0

0
4)(

2

 

 االإؼلىب: 

 ؟ الأهثر غلى أخسي  طىىاث 10 مدة بالػمل الآلت حظخمس أن اخخماٌ هى ما -

 .والخباًً الآلت غمس مخىطؽ أخظب -

 :الحل

 :الأهثر غلى أخسي  طىىاث 10 مدة بالػمل الآلت حظخمس أن اخخماٌ -

  959.0))1()0404.0())20(
2

1
()210(

2

1

)2(
2

1

4
)()10(

2

0

2

10

10

0
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0

10

0
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ee

Xedxe
X

dxXfXP
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.422:  الخىكؼ )االإخىطؽ(: والخباًً الآلت غمس مخىطؽ -  x         :ًً822الخبا.)( 22  xXV   
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ظخخدم الػملُت، الحُاة في الخؼبُلاث مً هثير مظخىي  غلى االإهمت الؤخصائُت الخىشَػاث مً بِخا جىشَؼ ٌػد  واطؼ بشيل وَ

ت الأخىاٌ دائسة كبل مً االإسجلت البُاهاث ػبُػت زاطتد :ذلً مثاٌ الػشىائُت،يراث االإخغ بػع طلىندزاطت  في  واالإخػللت الجىٍ

 .واالإػداث الأحهصة مػىلُت زاطتد السػىبت،أو بيظب

، ًخىشع خظب الخىشَؼ بِخا فإن دالت الخىشَؼ الاخخمالي لهرا االإخغير الػشىائي جأخر الشيل (X) مظخمس غشىائي مخغير لدًىاراض وبافت

 الخالي: 


















on

XXX
Xf

sin0

10)1(
)()(

)(

)(

11 





 

),(ؼلاح الآحي : اخخصازا ًىخب بالاص X 

),()(ًخىشع وفم جىشَؼ بِخا باالإػلمخين  (X)وهرا ٌػني أن االإخغير الػشىائي   

 الخالُت: الخصائصهما له 

الخىكؼ )االإخىطؽ(: 






                          :ًًالخبا

)1()(

.
)(

2 





XV  

ساف االإػُازي : الاهد
)1(

.

)(

1
)(









 X 

ًمثل  (X) االإظخمس الػشىائي االإخغير لدًً وان إذامثاٌ : 

 وظبت السػىبت في مدًىت ما، وله دالت الخىشَؼ الاخخمالي الخالُت: 

 

 االإؼلىب: 

 ؟ الأهثر غلى  %44ت ىجيىن وظبت السػىبت في االإدً أن اخخماٌ هى ما -

 ؟ الأكل غلى  %34وظبت السػىبت في االإدًىت جيىن  أن اخخماٌ هى ما -

 .و الاهدساف االإػُازي  والخباًً الآلت غمس مخىطؽ أخظب -

 :الحل

 :الأهثر غلى  %44ت ىجيىن وظبت السػىبت في االإدً أن اخخماٌ -

  3.0)002.0013.0)021.0(30

)
543

30)1(30)()4.0(
5434.0

0

4.0

0

22











  

XXX
dxXXdxXfXP

 

 الأكل: غلى  %34ت ىجيىن وظبت السػىبت في االإدً أن اخخماٌ -

  838.0)0054.030(1))
543

30(1)(1)3.0(1)3.0(
5433.0

0









 

XXX
dxXfXPXP  

 .و الاهدساف االإػُازي  والخباًً الآلت غمس مخىطؽ أخظب -

2/1الخىكؼ )االإخىطؽ(: 
33

3











:ًً036.0  الخبا
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)133()33(
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1897.036.0الاهدساف االإػُازي : 
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sin0
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   Exemple : 4940,051,2
2

98,410
10298,4 
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