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 المحور الرابع: المتغيرات العشوائية الثنائية

 : تمهيد (1

العشوائية ذات البعد الواحد، ومنو التوزيعات  لممتغيراتفي دراستنا لممحاور السابقة كنا نتطرق دائما 
الاحتمالية سواء المتقطعة أو المستمرة كانت أيضا ذات بعد واحد، ولكن في واقع الأمر تكون المشاىدات لبعض 

أو الدراسات تتطمب متغيرين أو أكثر، فمثلا عند دراسة التحصيل في مادة معينة يتطمب الامر علامتي التجارب 
 الدروس والأعمال الموجية، أو عند دراسة نمو الاطفال يتطمب الامر الطول والوزن...الخ

يذه لذلك سنيتم في ىذا المحور بدراسة ىذا النوع من المتغيرات، وتقييم العلاقات الإحصائية ل
 وسنركز بصفة خاصة عمى المتغيرات العشوائية ذات البعدين.المتغيرات، 

ىذه المتغيرات تكون إما كمية مستمرة، أو نوعية متقطعة، أو تكون مختمطة، ومنو فعدد الاحتمالات 
 المتغيرات العشوائية.الممكنة سيزداد بزيادة عدد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥ا، ولكل عدد حقيقي ىو الفضاء العيني لتجربة م S: ليكن 1تعريف  ∈ 𝑆  نعرف𝑌 = 𝑌 𝑦 , 𝑋 =

𝑋 𝑥    كمتغيرات عشوائية، فنقول لمزوج المرتب(X, Y)  متغير عشوائي ذو بعدين ويمكن تعميم ىذا
 .nالتعريف عمى المتغير العشوائي ذو البعد 

اية فنقول عن المتغير لو قيم قابمة لمعد في اللاني (X, Y): إذا كان المتغير العشوائي ذو البعدين 2تعريف 
(X, Y)  والذي يأخذ القيم   𝑋𝑖;𝑌𝑗 : 𝑖 = 1,2,…𝑛, … ; 𝑗 == 1,2,…𝑚… . بأنو متغير عشوائي  

 منفصل ذو بعدين.

يشكل مجموعة غير منتيية في مجال التعريف، فإن المتغير  (X, Y): إإذا كان المتغير العشوائي 3تعريف 
(X, Y) .متغير متصل 
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 الدوال الاحتمالية المشتركة: (2

 لة الاحتمالية المشتركة المنفصمة:الدا. 2.2

;   متغُس عشىائٍ مىفصم ذو بعدَه، فهكم وتُجة  (X, Y)ليكن  ;    َىجد احتمال       بحُج     

 وعسف نهرا الاحتمال عهً انصىزة:

    ;    =    =   ;  =     

 وهرا الاحتمال َحقق انشسوط انتانُة:

a)     ;       

b) ∑ ∑     ;      = 1 

;    فاندانة  ;  انمعسف بمىطقة     ;   نجمُع قُم    =  بحُج     1,2,… , … ;  = 1,2,…  

;  معسف فٍ مىطقة  ßتسمً اندانة الاحتمانُة انمشتسكة، وإذا كان انحدث  ∋ بكم ،       ;  فإن:    

    = ∑∑    ;    

 

 

 :مثال

الصور الظاىرة والمتغير يشير إلى عدد  xإذا ألقيت قطعة نقود ثلاث مرات وكان المتغير العشوائي 
 ، والمطموب:تغير المتغيريشير إلى عدد مرات  Yالعشوائي 

;    إيجاد  -     
= انرٌ َمثم  ßاحتمال الحدث  -       

 :لالح

 Yو  Xَمثم انجدول انمىانٍ انفضاء انعُىٍ نهتجسبة وقُم كم مه 

 Ω ص ك ك ص ص ك ص ك ص ص ص ص ك ص ص ك ك ص ك ص ك ك ك ك

0 1 1 2 3 2 2 1 X 

1 3 2 2 1 3 2 2 Y 

ص ك ك التغير لأنيا بقيت صورة في المحاولات الثلاث،  1بالتغير مثلا : ص ص ص مقدار التغير المقصود 
لأنيا كانت تابة ثم  3ك ص ك فالتغير ىو ا كانت صورة ثم تغيرت إلى كتابة، ثم بقيت كتابة، أما لأني 2عدده 

 وما يقابميا م احتمالات: Yو  Xلي يمثل قيم كل من ا، والجدول المو اصبحت صورة ثم تغيرت إلى كتابة
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3 2 1 0 Y                   X 

1/8 0 0 1/8 1 

0 2/8 2/8 0 2 

0 1/8 1/8 0 3 

a)   1; 2 =    = 1;  = 2 =
 

 
 

b)     =   2; 1    3; 1    3; 2 =   
 

 
  =

 

 
 

 :مثال

من الكرات السوداء،  sوعدد ، البيضاءمن الكرات  bمن الكرات الحمراءـ، و  kعدد كرة، من بينيا  Nكيس بو 
كان عدد الكرات البيضاء و  xبدون إرجاع، فإذا كان عدد الكرات الحمراء المسحوبة ىو كرة  nسحبت من الكيس 

 أوجد الدالة الاحتمالية المشتركة.، yالمسحوبة ىو 

 :الحل

 ولو لم يكن ىناك شرط معين لكان الاختيارات ىو  N=k+b+sعدد الكرات في الكيس ىو 
 nلكن العدد   

عدد  عدد الكرات السوداء، ويكون n-x-yعدد الكرات البيضاء، و  yعدد الكرات الحمراء و  xيشمل 
  الاختيارات ىو 

   
 
  

 وعميو فإن:      

    ;    =    =   ;  =    = {

  
   

 
  

     

  
                     

,  الأخسي                                        نقُم  

 

 :المتصمة المشتركة الكثافة الاحتمالية دالة. 2.2

انتٍ تحقق  f(X, Y)فاندانة  Rمعسف عهً مىطقة انتعسَف  (X, Y)إذا كان المتغير العشوائي المتصل 

 انشسوط انتانُة:

a)     ;              ,  ∈    

b) ∬   ,       
 

= 1 

 فإن: (X, Y)ريف ىي منطقة تع Bمشتركة، فإذا كانت تسمى دالة كثافة احتمالية 

    = ∬  ,       
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 :مثال

 إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لممتغير العشوائي معطاة بالعلاقة التالية:

   ,   = {
   

  

3
             1;       2

,  الأخسي                                        نقُم  
 

ذا كان  = الحادث وا       أوجد      1     

 :الحل

 لمدالة المعطاة فإن:

    = ∫ ∫    ,       = ∫ ∫ (   
  

3
)    ∫ *

  

3
 

   

3
+
 

  

 

  = ∫(
1

3
 

1

6
 )

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

   

= *
 

3
 

  

12
+
 

 

=
2

3
 

1

3
= 1 

 ة التوزيع المشتركة:دال (3

;   مىفصم  و متغُس عشىائٍ  (X, Y)إذا كان  المعرفة  فالدالةىي الدالة الاحتمالية المشتركة،    
 عمى النحو التالي:

   ,   =      ,     = ∑ ∑    ,  

      

 

 تسمى بالدالة التجميعية المشتركة.

 عهً انىحى انتانٍ:فإن اندانة انمعسفة  متغُس عشىائٍ متصم (X, Y)أما إذا كان 

   ,   =      ,     = ∫ ∫  ,       

 

  

 

  

 

 تسمى بدالة التوزيع التجميعية المشتركة.

 وسواء كان المتغير العشوائي متصلا أو منفصلا فإنو يتمتع بالخواص التالية:
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a)     ,  =    ,   =   
b)     ,  = 1 
c)          ;     =     ,        ,    

     ;         =    ,        ,     
         ;         =     ,         ,         ,         ,     

 :مثال

ن ودالة الكثافة الاحتمالية المشتركة ليما معطاة عمى النحو متغيران عشوائيان متصلا x,yإذا كان 
 التالي:

   ,   = {
                       2;       1

,  الأخسي                                        نقُم  
 

;1    عمى دالة التوزيع المشتركة احسب  دبالاعتما    .5     .7  

 :الحل

 ة التوزيع المشتركة.نجد أولا دال

   ,   = ∫ ∫       = ∫
  

2

 

 

 

  

 

  

   ] 
 
= ∫

   

2

 

 

  =
  

2
 

  

2
+
 

 

=
    

4
 

 وعميو تصبح دالة التوزيع عمى النحو التالي:

   ,   = {

                                            ;    

    

4
              2;          1

1                                         1;   1  

 

 مطموب بالشكل التالي:لوعميو يمكن كتابة الاحتمال ا

    1;    .5     .7 

=     2;    .7      2;    .5      1;    .7 

     1;    .5  

=
4  .7  

4
 

4  .5  

4
 

1  .7  

4
 

1  .5  

4
=

3  .7   3  .5  

4
=

 .72

4
=  .18 
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 الحدية: الاحتمالدالة التوزيع الحدية ودالة  (4

، فأحيانا نيتم بدراسة دالة  yو   xدالة التوزيع الاحتمالية المشتركة لممتغيرين العشوائيين  f(X, Y)لتكن 
، إن الدالتين yلممتغير العشوائي       دالة التوزيع الاحتمالي  أو xلممتغير العشوائي       التوزيع الاحتمالي 

 عمى التوالي. y و  xلممتغيرين العشوائيين السابقتين تشيران إلى الدالتين الحديتين أو اليامشيتين 

لكل من المتغيرين  شيةومن تعريف الدالة التوزيع التجميعية نستطيع أن نوجد دالة التوزيع اليام
 .y و  xالعشوائيين 

 :مثال

 عمى النحو التالي: y و  x المتقطعين لممتغيرين العشوائيينلتكن دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة 

 x/y 1 2 3 المجموع
0.7 0.2 0.2 0. 3 0 
0.2 0.1 0.1 0.0 1 
0.1 0.0 0.0 0.1 2 

 المجموع 0.4 0.3 0.3 1
 .y و  xالمشتركة لممتغيرين التجميعية يع الاحتمالية اليامشية ودالة التوزيع أحسب دالة التوز 

 :الحل

 لحساب الدالة اليامشية: 

     =    =   =    =  ,  = 1     =  ,  = 2     =  ,  = 3 =  .3   .2   .2 =  .7 

   1 =    = 1 =    = 1,  = 1     = 1,  = 2     = 1,  = 3 =  .   .1   .1 =  .2 

   2 =    = 2 =    = 2,  = 1     = 2,  = 2     = 2,  = 3 =  .1   .   . =  .1 

 وبنفس الأسموب نجد:

   1 =    = 1 =    =  ,  = 1     = 1,  = 1     = 2,  = 1 =  .3   .   .1 =  .4 

   1 =    = 2 =    =  ,  = 2     = 1,  = 2     = 2,  = 2 =  .2   .1   . =  .3 

   2 =    = 3 =    =  ,  = 3     = 1,  = 3     = 2,  = 3 =  .2   .1   . =  .3 

 كما يمي:y و  xلممتغيرين       و       ولحساب دالة التوزيع التجميعية لمدالتين 
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2 1 0   
0.1 0.2 0.7       
1 0.9 0.7       
3 2 1   

0.3 0.3 0.4       
1 0.7 0.4       

 من المثال السابق يمكن ان نضع التعريف التالي:

 

 

 

 

, حيث أن    ∈   

 المعطاة. yالمرتبطة مع قيم  xتمثل مجموع القيم الممكنة بالنسبة إلى       ∑ وحيث أن 

 المعطاة. xالمرتبطة مع قيم  yتمثل مجموع القيم الممكنة بالنسبة إلى      ∑وأن 

 تعطى بالشكل: Yو  Xجميعيتين اليامشيتين بالنسبة إلى وأن الدالتين الت

     =    ,  = ∑               ;             =    ,   = ∑              

 

 

 

بنفس الطريقة ولكن باستبدال اليامشية في حالة المتغيرات العشوائية المستمرة  التوزيعاتوتعرف 
,   وليذا سنفرض الدالة ل، المجموع بعممية التكام  نلممتغيريتوزيع الاحتمالية المشتركة البأنيا دالة    
          ، وسوف نيتم بالاحتمال yو  xالعشوائيين المستمرين 

=        نلاحظ ان  ∫ ∫    ,       = ∫        
 

 

  

  

 

 
 

ليستا دوال مزدوجة )ثنائية(، ولكن سميت       و      𝑓: يبدو لنا أن كل من الدالتين ملاحظة
  𝑓 𝑥,𝑦بالدوال التوزيع الاحتمالي اليامشية )الحدية( لأنيا اشتقت من الدالة الثنائية 

     = ∑ 𝑓 𝑥,𝑦     ;            = ∑ 𝑓 𝑥, 𝑦 

𝑥 𝑦 

 

𝑦 𝑥 

 

في   𝑓 𝑥,𝑦متغيرين عشوائيين متقطعين ليما دالة توزيع احتمالية مشتركة  yو   xليكن : تعريف
 ىما: Yو  X، فإن دالتي التوزيع الاحتمالية اليامشية لممتغيرين  Rالفضاء 
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=    عندما  ∫    ,     
  

  
 

      وبنفس الأسموب بالنسبة لمدالة اليامشية 

 

 

 

 

,حيث أن    ∈     

 تعطى بالشكل: yو  xوان الدالتين التجميعيتين اليامشيتين بالنسبة إلى 

     =    ,   = ∫              و               
 

  

     =    ,  = ∫          
 

  

 

 عمى التوالي

 :مثال

 عمى الشكل: y,xلتكن دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة لممتغيرين العشوائيين 

   ,   = {
    

81
          3,       3

                                                 
 

ثم اوجد دالتييما التجميعيتين ودالة التوزيع التجميعية  ، yو  xأوجد دالة التوزيع الاحتمالية اليامشية بالنسبة إلى 
 المشتركة.

 :الحل

 دوال التوزيع اليامشية ىي:

     = ∫    ,     

  

  

= ∫
    

81
  =

    

3  81
|
 

 

=
  

9

 

 

 

𝑓  𝑥 = ∫ 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

  

  

= 𝑓  𝑥    و ∫ 𝑓 𝑥,𝑦 𝑑𝑦

  

  

 

   𝑓 𝑥,𝑦ليما دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة  yو  x: ليكن المتغيرين العشوائيين المستمرين  تعريف
 ىما: yو  x، فإن دالتي التوزيع الاحتمالية اليامشية لممتغيرين 𝑅𝑥𝑦في الفضاء  
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     = ∫    ,     

  

  

= ∫
    

81
  =

    

3  81
|
 

 

=
  

9

 

 

 

 دوال التوزيع اليامشية ىي:

     = ∫       

 

  

= ∫
  

9
  =

  

3  9
|
 

 

=
  

27
        3 

 

 

 

     = ∫       

 

  

= ∫
  

9
  =

  

3  9
|
 

 

=
  

27
        3 

 

 

 

 نلاحظ ان:

     = {
1            3
              

=    وكذلك   {
1            3
              

وبذلك تكون دالة التوزيع التجميعية  

 ىي: yو  xالمشتركة لممتغيرين 

   ,   = ∫ ∫   ,       =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

                                         

    

729
⁄         3 ,     3 

  

27⁄                      3,     3

  

27
⁄                       3,     3

1                                         3,   3

 

  

 

  

 

 القيمة المتوقعة لمدالة الاحتمالية المشتركة: (5

,   لتكن الدالة  ولتكن القيمة المتوقعة ليذه الدالة  yو   xىي دالة المشتركة لممتغيرين العشوائيين    
   ,  متصلان فإن: yو   xفإذا كان المتغيران العشوائيان    

 [   ,   ] = ∫ ∫    ,      ,       

 

  

 

  

 

 فإن: منفصلان yو   xأما إذا كان المتغيران العشوائيان 
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 [   ,   ] = ∑∑    ,    .     ,    

  

 

 :مثال

 معطاة بالعلاقة التالية:yو   xإذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لممتغيرين العشوائيين المتصمين 

   ,   = {
1          1,       1
                                             

 

;        لمطموب إيجاد وا          

 :الحل

 بما أن المتغيرين العشوائيين متصلان، فإن

-     ,   =  ىي: xyوبتطبيق العلاقة السابقة فإن القيمة المتوقعة لممتغير العشوائي    

 [ .  ] = ∫∫      = ∫
  

2
   

 

 

|

 

  

 

 

 

 

= ∫
1

2

 

 

   =
1

2

  

2
|
 

 

=
1

2
.
1

2
=

1

4
 

-    ,   =     

 [   ] = ∫∫         = ∫(
  

2
   )

 

 

|

 

 

  

 

 

 

 

 

= ∫(
1

2
  )   =

1

2
  

  

2
|
 

 

= 1

 

 

 

 

 

 

: إذا كانت القيمة المتوقعة لممتغيرين العشوائيين )سواء كانا متصمين أو منفصمين(، ىي عمى نظرية
 E(x+y)=E(x)+E(Y)      فإن:  E(x)    E(y)التوالي: 
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 التوزيع الشرطي الثنائي: (6
معطى أو حاصل، فإذا  Bما يكون الحدث عند Aتم سابقا مناقشة مفيوم الاحتمال الشرطي لأي حدث 

عمى التوالي، فعندىا يمكن الحديث عن دالة  Bو  Aيقابلان الحدثين  yو   xكان المتغيرين العشوائيين 
 .ةالتوزيع الاحتمالي الشرطي

 متغيرات العشوائية المتقطعة:لمالشرطي الاحتمالي دالة التوزيع . 2.6

,   ليما دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة عان، يان متقطن عشوائامتغير  yو  xليكن  دالتي التوزيع و    
 فإن: حيث كلاىما دوال موجبةعمى التوالي،       و       تين اليامشي

   =    =   =  
   =  ,  =   

   =   
=

   ,   

     
 

=       نضع     =    =  :بحيث أن   

       =
   ,   

     
 

        حيث 

عندما يكون المتغير  xلممتغير العشوائي المتقطع توزيع الاحتمالي الشرطية تسمى دالة ال        فإن 
 ى.عطم yالعشوائي المتقطع 

يكون المتغير عندما  yالعشوائي المتقطع دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية لممتغير الأسموب نحصل عمى وبنفس 
 معطى وىي: xالعشوائي المتقطع 

       =
   ,   

     
 

        حيث 

 الاحتمالي المتقطع وىي:دوال التوزيع ط و تحققان شر         و         أن كل من الدالتين ونلاحظ 

          و            -
- ∑          =

∑    ,    

     
=

     

     
= 1 
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- ∑          =
∑    ,    

     
=

     

     
= 1 

 :المتصمةمتغيرات العشوائية لمالشرطي الاحتمالي دالة التوزيع . 2.6

,   ليما دالة التوزيع الاحتمالي المشتركة ، متصلانيان ن عشوائامتغير  yو  xليكن  دالتي التوزيع و    
 فإن: حيث كلاىما دوال موجبةعمى التوالي،       و       تين اليامشي

       =
   ,   

     
 

        حيث 

عندما يكون المتغير  x المتصللممتغير العشوائي توزيع الاحتمالي الشرطية تسمى دالة ال        فإن 
 ى.عطم y المتصلالعشوائي 

يكون المتغير عندما  y المتصلالعشوائي دالة التوزيع الاحتمالي الشرطية لممتغير الأسموب نحصل عمى وبنفس 
 معطى وىي: x المتصلالعشوائي 

       =
   ,   

     
 

        حيث 

الاحتمالي المتقطع متوزيع لالكثافة دوال ط و تحققان شر         و         أن كل من الدالتين لاحظ ن
 وىي:

          و            -
- ∫          

 

  
= ∫

   ,    

     

 

  
=

     

     
= 1 

- ∫          
 

  
= ∫

   ,    

     

 

  
=

     

     
= 1 

 المتغيرات العشوائية المستقمة: (7

إذا تحققت الشروط مين : نقول عن متغيرين عشوائيين )سواء كانا متصمين أو منفصمين( أنيما مستقتعريف
 الكافية والموجبة التالية:
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 في حالة الاقترانات المتصمة: .1
   ,   =      .       

 (x,yلجميع قيم )
 في الاقترانات المنفصمة: .2

   ,   =      .       
 (x,yلجميع قيم )

 لجميع قيم  yو دالة في المتغير ى      و    xىو دالة في المتغير       إذا كان   .3
 فإن:             

 [          ] =  [     ].  [     ] 
ىما عمى الترتيب دالتي التوزيع       و       وكانت ىي دالة التوزيع المشتركة  F(x,y)إذا كانت  .4

 فإن: yو   xالحديتين لممتغيرين 
   ,   =      .       

 (x,yلجميع قيم )
 
 

 

 :مثال

 ، عمى الشكل التالي:yو  xلتكن دالة التوزيع التجميعية لممتغيرين العشوائيين المتصمين 

   ,   = {
1                            ,    
                                                                 

 

 .yو  xاحسب دالة التوزيع الاحتمالي اليامشية لممتغيرين  -
 .yو  xلممتغيرين  يةشاليام احسب دالة التوزيع التجميعية -
 ؟مستقمين أم لا yو  xبين ما إذا كان المتغيرين  -

 :الحل

,   من دالة التوزيع التجميعية  ,   نحصل عمى دالة التوزيع الاحتمالية المشتركة      حيث:   

𝐸 𝑥𝑦 = 𝐸 𝑥 .𝐸 𝑦  

 مستقمين فإن: yو   x: إذا كان المتغيرين العشوائيين نظرية
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   ,   =
     ,   

    
= {

                            ,    
                                       

 

 وبذلك فإن دالة التوزيع الاحتمالي اليامشية تكون عمى الشكل:

     = ∫    ,     

  

  

= {
                                 
                                       

 

 و    

     = ∫    ,     

  

  

= {
                                 
                                       

 

 تجميعية اليامشية فتكون كما يمي:أما بالنسبة لدالة التوزيع ال

     =    ,  = ∫        = {
                      
1              

  
 

  

 

 و   

     =    ,  = ∫        = {
                      

1              
  

 

  

 

=           ولدينا:   1       1      = 1                  

           =    ,    

 مستقمين. yو  xومنو فالمتغيرين 

 :بالعلاقةأيضا  ما يتأكدوىو 

   ,   =      .       

 

 معامل الارتباط: (8
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مقاييس التي توضح العلاقة بين المتغيرات العشوائية، وىذه لمن انتطرق في ىذه الفقرة إلى مقياس ميم 
، yو  xمتغيرين العشوائيين المتصمين المعامل الارتباط، وىو يوضح لنا مدى العلاقة الخطية بين العلاقة تسمى 

 ولذلك سوف نقدم تعريفا ليذا المعامل ومن ثم الخصائص المرتبطة بو.

 

 

 

 

 

,     حيث أن         و        موجودة وأن      و      و    

، ولدراسة ىذا المقياس ومعرفة حقيقة ما يقيسو سنتطرق Pearsonن ويسمى أيضا بمعامل ارتباط بيرسو 
 إلى بعض خواصو:

 ، ويقال عن المتغيرين أنيما غير مرتبطين.p=0متغيرين عشوائيين مستقمين فإن  yو  xإذا كان  -
، 1+و  1-فإن معامل الارتباط إذا وجد تكون لو قيمة بين  yو  xمتصمين  عشوائيينيرين لأي متغ -

1 اخرى يكون وبعبارة     1. 
β،، حيث أن     = متغيرين عشوائيين، وأن  yو  xإذا كان  - ، فإن     قيم حقيقية أن   

p=1  و      إذا كانp=-1  وىو ما يثبت بأنو إذا كانت ىناك علاقة خطية    إذا كان ،
ان معامل الارتباط وأن العكس صحيح، فإذا ك 1 تامة بين المتغيرين فإن قيمة معامل الارتباط تكون 

 ىي علاقة خطية.، فإن العلاقة بين المتغيرين 1 ىو 

 

𝑝𝑥𝑦 =
𝐸  𝑥  𝜇𝑥  𝑦  𝜇𝑦  

 𝑉 𝑥 𝑉 𝑦 
=

𝑐𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 

 𝑉 𝑥 𝑉 𝑦 
 

بين ىذين المتغيرين والذي نرمز لو ، معامل الارتباط yو  xليكن المتغيرين العشوائيين المتصمين  تعريف:
 يعطى بالعلاقة التالية: 𝑝𝑥𝑦بالرمز 


