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Niveau: 1ièreannée

Epreuve du 1ersemestre
Module : Mathématiques 01

Tu as le choix entre les exercices 1 et 2. L’exercice 3 est obligé.

Exercice 01

1. Soit f la fonction définie sur R par f (x) =

{
x cos

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0

a. Etudier la continuité de f sur R.

b. Etudier la dérivabilité de f sur R.

2. On considère sur R la fonction

g(x) = arcsin(4x2 − 1)

• Etudier la fonction g (Domaine de définition, Limites, Dérivée, Sens de variation) puis
tracer le graphe de g.

Exercice 02

Soit U l’application de R dans ]−1,+∞ [ définie par ∀x ∈ R, U(x) = e2x − 1

1. Déterminer U−1 ({0}) et U ([0, ln 2]).

2. Montrer que U est bijective et déterminer U−1

Exercice 03

Soit la fonction f définie par f (x) =
ecos(x) − e(1− x)

sinx

1. Calculer le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f(x).

2. Calculer la limite de la fonction f au point 0.

3. Etudier la position de la courbe de f par rapport à sa tangente au voisinage de 0.

Ind : cosx = 1− x
2

2!
+
x4

4!
− x

6

6!
+ ..., sinx = x− x
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+
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5!
− x

7

7!
+ ...

ex = 1 + x+
x2
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+
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+
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Exercice 01

1. Soit f la fonction définie sur R par f (x) =

{
x cos

1

x
si x 6= 0

0 si x = 0

a. Etudier la continuité de f sur R.

f est continue sur R∗, en 0 on calcule lim
x−→0

f(x)

On a −1 ≤ cos 1
x
≤ 1 pour tout x ∈ R∗, alors


−x ≤ x cos 1

x
≤ x si x > 0

x ≤ x cos 1
x
≤ −x si x < 0

En passant à la limite, on trouve lim
x−→0

f(x) = 0 = f(0). Alors f est continue en 0. Ainsi

elle est continue sur R....(...2pts)

b. Etudier la dérivabilité de f sur R.

f est dérivable sur R∗, au point x0 = 0 on calcule lim
x−→0

f(x)− f(0)
x− 0

lim
x−→0

f(x)− f(0)
x− 0 = lim

x−→0

x cos
1

x
− 0

x− 0 = lim
x−→0

cos
1

x
, cette limite n’existe pas alors f n’est

pas dérivable au point 0. Ainsi elle n’est pas dérivable sur R.....(...2pts)

2. On considère sur R la fonction

g(x) = arcsin(4x2 − 1)

• Etudier la fonction g (Domaine de définition, Limites, Dérivée, Sens de variation) puis
tracer le graphe de g.

• Dg = {x ∈ R, − 1 ≤ 4x2 − 1 ≤ 1} =
[
−1√
2
, 1√

2

]
....(...1pts)

• lim
x−→−1√

2

g(x) = g(−1√
2
) = π

2
, lim
x−→ 1√

2

g(x) = g( 1√
2
) = π

2
....(...1pts)
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• g est continue sur
]
−1√
2
, 1√

2

[
et dérivable sur

]
−1√
2
, 0
[
∪
]
0, 1√

2

[
et on a pour tout x ∈]

−1√
2
, 0
[
∪
]
0, 1√

2

[
g′(x) =

8x√
1− (4x2 − 1)2

• Pour x < 0, on a g′(x) < 0 alors g est décroissante sur
[
−1√
2
, 0
[

• Pour x ≥ 0, on a g′(x) ≥ 0 alors g est croissante sur
]
0, 1√

2

]
....(...1pts)

• y = arcsin(4x2 − 1)....(...1pts)
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Exercice 02

Soit U l’application de R dans ]−1,+∞ [ définie par ∀x ∈ R, U(x) = e2x − 1

1. Déterminer U−1 ({0}) et U ([0, ln 2]).

• U−1 ({0}) = {x ∈ R, U(x) ∈ {0}} = {x ∈ R, U(x) = 0} = {0}....(...2pts)

• U ([0, ln 2]) = {U(x) ∈ ]−1,+∞ [ , x ∈ [0, ln 2]}
= {e2x − 1 ∈ ]−1,+∞ [ , 0 ≤ x ≤ ln 2} = [−1, 3] ....(...2pts)

2. Montrer que U est bijective et déterminer U−1

On montre que U est injective et surjective....(...3pts)
U−1 : ]−1,+∞ [ −→ R

x −→ U−1(x) =
ln(x+ 1)

2

....(...1pts)
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Exercice 03

Soit la fonction f définie par f (x) =
ecos(x) − e(1− x)

sinx

1. Calculer le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f(x).

- Le premier terme non nul du DL du dénominateur est de dégrée 1. Alors on effectue le
Dl a l’orde 4.

• ecos(x) = e
1−
x2

2!
+
x4

4!
+◦(x4)

= e.e

−x2
2!

+
x4

4!
+◦(x4)



= e

[
1 +

(
−x

2

2!
+
x4

4!

)
+
1

2

(
−x2
2!

+
x4

4!

)2
+ ◦(x4)

]
= e(1− x

2

2
+
x4

6
) + ◦(x4)

....(...3pts)

•

f (x) =
e(1− x

2

2
+
x4

6
) + ◦(x4)− e(1− x)

x− x
3

3!
+ ◦(x4)

=
e(1− x

2
+
x3

6
) + ◦(x3)

1− x
2

6
+ ◦(x3)

=

[
e(1− x

2
+
x3

6
) + ◦(x3)

]
1

1− x
2

6
+ ◦(x3)

= e(1− x
2
+
x3

6
)

(
1 +

x2

6

)
+ ◦(x3)

= e(1− x
2
+
x2

6
+
x3

12
) + ◦(x3)

....(...5pts)

2. Calculer la limite de la fonction f au point 0.

lim
x−→0

f (x) = e

....(...2pts)

3. Etudier la position de la courbe de f par rapport à sa tangente au voisinage de 0.

La courbe de f admet une tangente au voisinage de 0 d’équation y = e(1− x
2
)

• f(x)− y = e(1 + x
2
+
x2

6
) + ◦(x2)− e(1 + x

2
) = e.

x2

6
+ ◦(x2) ≥ 0 pour tout x

Alors la courbe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.....(...2pts)

Ind : cosx = 1− x
2
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