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Chapitre V : Variables aléatoires

VI.1. Définitions et propriétés
Soit (Q, P) un espace de probabilité

Définition : Une variable est une application

Soit (Q,A,P) un espace probabilisé, une variable aléatoire discrete X associée a cet espace

probabilisé est une application sur I'espace fondamental Q dans R (X : Q = R) qui associe une
valeur numérique a chaque résultat de I'expérience aléatoire étudiée.

ZP(X=x)=1

XEX

On note les éléments de la variable aléatoire discrete X par x;; x2; .... ; Xi; ....; x,oun € N.

Pour touti € N; on pose :
Px(X=x)=Pi=P(X*(x)) et = Pi=1

Exemple 1 : On lance 3 piéces de monnaie et on observe le nombre de faces obtenues. Il est clair
que X prend les valeurs : 0, 1, 2, 3.

Alors I'application: X:Q —R  estune variable aléatoire telle que

Q=A{ppp) ;(ppfH);(fp); (frp): fH; (Frh; (ffp): FfH et X(Q)={0;1;2;3}

en plus, on a

valeur de X (événement) X =3 (X =2 [X =1] [X =0
composition de I'événement | {PPP} {PPF PFPFPP} {PFF.FPFFFP} {FFF}
probabilité 1/8 3/8 3/8 1/8

1 3
P(X =0)=P|(ppp)] = (;)

3

Lo | =
S

P(X =1)=Pl(ppf). (pfe). (frp)] =3 (

—_

3
P(X =2)=PI(pff), (Fpf). (ffp)] =3 (—))

1 3
P -9 = P19 (5)

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant :

X | o 1 2 3 |) P(X=a)

Py [ [3G) [3()° ()" L
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Remargue : Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes définies sur le méme espace
probabilisé, alors X + Y est aussi une variable aléatoire discréte définie sur le méme espace.

VI.2. Fonction de répartition
Définition : La fonction de répartition d’'une variable aléatoire X est la fonction de répartition

associée a sa loi, c’est-a-dire la fonction Fx: R — [0,1] définie par

F(x) = Px(]-o0,x]) = P(X < x)

Exemple 2:
On jette successivement 2 piéces ; Q = {PP,PF,FP,FF}. Supposons qu’un joueur mise sa fortune
de 1 DA au jeu suivant basé sur cette expérience aléatoire : a chaque fois que face sort, sa fortune
double, mais si pile sort, il perd tout. La variable aléatoire X donnant sa fortune a la fin du jeu est
donnée par :

X(PP) = X(PF) = X(FP) = 0, X(FF) = 4.
La fonction de répartition de cette variable aléatoire est donnée par la figure suivante :

Fy
1 -
3
1
_1 T
0 siax <0,
Fi(z) = —; si0<a <4,
1 six =4,

Exemple 3 : reprenant 'exemple 1 ou on s’intéresse au nombre de face

‘ X rPP PPF PFP FPP FFP FPF PFF FFF‘
‘:Julﬁ'&u‘ de X 3 2 2 2 1 1 1 0 ‘

Onavu que la loi de X est : P [X=0] = 1/8, P[X = 1] = P[X = 2] = 3/8, P[X = 3] = 1/8

Dou : 0 siax <0,
1/8 si0<z<l1,
Fla) =4 4/8 sil<z <2,
7/8 si2<az <3,
1 six >3
Proposition :

1.P(X>x) =1 - Fx(x),
2. P(x < X <y) = Fx(y) - Fx(x)
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VI.3. Espérance mathématique

VI.3.1 L’espérance :
Définition : L’espérance mathématique de la variable aléatoire discréte X est le nombre :

n
E(X) = Z P,: X
i=1

Remarque : L’espérance mathématique d'une variable aléatoire discréte X est la version
probabiliste de la moyenne arithmétique.

Proposition : Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur le méme espace
probabilisé. Alors :

VEX+Y)=EX) +EY):
2/ E(aX + b) = aE(X) + b; Y(a; b) € R:

VI1.3.2 La Variance :
Définition : Soit X une variable aléatoire. La variance de X est I'espérance des carrés des écarts
de X a sa moyenne :

n
Var(x) = ) P (i~ E))?
i=1
Proposition : Soient X une variable aléatoire discréte et a ; b deux nombre réels.

1-Var(X) = E (X?) - [E(X)]?
2/ Var(aX + b) = a?Var(X)

Exemple :
On lance un dé et on suppose que I'on gagne 100 DA si on obtient la face 1; 50 DA si on obtient

la face 2 ou 3; 20 DA si on obtient la face 4 et on perd 50 DA si on obtient la face 5 ou 6.
On note X la variable aléatoire qui représente le gain.

On a la loi de probabilité de X :

Xi -50 20 50 100
Pi 1/3 1/6 1/3 1/6

L’espérance mathématique du gain est :
E(X) =-50*1/3 + 20*1/6 + 50*1/3 + 100*1/6 = 20 DA

La variance est donc donnée par :
Var(X) = 2500%1/3 + 400*1/6 + 2500*1/3 + 10000*1/6 = 3400

VI.3.2 L’écart type :
o(X) de la variable aléatoire discréte X est la racine carrée de la variance de X

o(X) =/Var(X)
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V1.3.3 La covariance :
Définition : Soit Q un univers fini probabilisé et soient X et Y deux variables aléatoires sur Q. On
appelle covariance des variables aléatoires X et Y le nombre, noté Cov(X,Y) (ou oxy), défini par :
Cov(X,)Y)=Ef( X - E[X])(Y - E[Y])]= E[XY] — E[X]E[Y].

Propriétés :
e Cov(X, X) = Var(X)
e SiX et Y sontindépendantes alors COV(X, Y) = 0, La réciproque est fausse.
e COV(X+aY+b)=COV(XY)
e (COV(aX, bY) = ab.COV(X, Y)
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