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Chapitre VII : Lois de probabilité discrétes usuelles

VIl.1. Loi de Bernoulli

Définition : Une expérience de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues. On s’intéresse
ici a la réalisation ou non d’'un événement. Autrement dit, on n’étudie que les expériences aléatoires
qui n’ont que deux issues possibles. Elle se conclut par un succes si I"événement auquel on
s’intéresse est réalisé ou un échec sinon. On associe a cette épreuve une variable aléatoire X qui
prend la valeur 1 de probabilité "p" si 'événement est réalisé et la valeur 0 de probabilité "g" sinon.
Cette variable aléatoire ne prend donc que deux valeurs (0 et 1) et sa loi est donnée par :
PIX=1]=p,P[X=0]=q=1-p

La loi de Bernoulli est résumée dans le tableau ci-dessous :
X 0 1
Px qa |p
On note X — B(p) ou X ~ B(1; p)

Exempile :
1- un patient a I'hépital survit ou non,

2- un client signe le contrat ou non,

3- lancer une piece de monnaie une fois, on appelle le fait d’obtenir Pile succes et échec e fait
d’obtenir Face

4- un électeur vote démocrate ou républicain....

Proposition : si X ~ B(1; p), alors :

1- la fonction de répartition :
FX(0)=P(x<0)=q=1-p
FX(1)=P(x<1)=1

2- L’espérance mathématique est :

EX)=p
3- La variance est : Var(X) = E(X?) - (E(X))?
=p-p’
=p*(1-p)
=p*q

4- écart type est :
o(x) =/pq
Exemple 1 :

On lance un dé a 6 faces et on s’intéresse au fait d’obtenir un multiple de 2 ou de 3. Par
conséquent succes S = “ obtenir un multiple de 2 ou de 3”
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On note X = { 1, sion obtient un rpultlple de 2 oude 3
0, sinon
Laloide X:
X 0 1

P(X=x) | 1/3 | 2/3

- I'espérance : E(X)=p=2/3
- la variance Var(X) = p*(1-p) = g * é = %

-I'écart-type:o(x) = p*(1—p) = ‘/;

Exemple 2 :
On lance une piece de monnaie, la variable aléatoire X est le nombre de faces obtenues. Alors X

prend que deux valeursOet 1:
X 0 1
P(X=x) | 1/2 | 1/2

Ona:
- 'espérance : E(X)=p=1/2

- la variance Var(X) = p*(1-p) = % * % = %

- I'écart-type:a(x) = Jp*x (1 —p) = %
VIl.2. Loi binomiale

Définition : On effectue n (n € N* ) répétitions indépendantes d’une épreuve de Bernoulli dont la
probabilité de succes est p. On définit la variable aléatoire X par le nombre de succes parmiles n
résultats obtenus. Alors X suit une loi binomiale de paramétres n; p; qtelsqueg=1-pestla
probabilité d’échec: on note X ~ B (n; p; q) ou

Remarque : Généralement, la loi binomiale B(n; p; qg) est la loi d’'une somme X de n variables
aléatoires indépendantes suivant chacune la méme loi de Bernoulli

Proposition :
Soit X~ B(n; p; q),q=1-p, alors
1- la loi de probabilité X :
PX=x)=CYl*p**(1—p)"* ,avecx=1;2;3;..;n
2- la fonction de répartition :
Fx(x) = Xi=o Ch * "+ (1 —p)"F
3- I'espérance : E(X) = n*p
4- la variance Var(X) = n*p*(1-p)
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5-I'écart-type : 0(x) = yn*p* (1 —p)

Exemple 1:

On lance 3 pieces de monnaie et on observe le nombre de faces obtenues. |l est clair que X prend

X—>B(3;5 ) X=1{0;1;2;3)

N w

- I'espérance : E(X) =n*p =

- la variance Var(X) = n*p*q =%

. 3
- "écart-type : o(x) = \/m = \/2—_
Exemple 2 : On lance une piéce de monnaie 5 fois de suite. Notons la variable aléatoire indiquant
“le nombre de pile obtenues”
1- Quelle est la probabilité d’avoir exactement 3 fois pile ?
2- Quelle est la probabilité d’avoir au moins 1 pile ?

Solution :
X B(5;55); X=1{0; 1;2; 3; 4; 5}

1P =3 =cle(Px(1-2) =2
2-P(X>21)=1-P(X<1)

=1-P(X=0)
15—0

1
— 1 _ (0, (20 _=
1 CS*(Z)*<1 2)
—1-03125 = 0.9688

VIL.3. Loi de Poisson

La loi de Poisson est une variable aléatoire discrete utilisée souvent dans I’étude des phénomenes
rares dans certaines conditions. On cite par exemple, X : le nombre des personnes agés plus de
100 ans dans une population. La loi de Poisson décrit également le comportement du nombre
d’événements se produisant dans un intervalle de temps fixe, si ces événements se produisent
avec une fréquence moyenne ou espérance connue.

Cette loi est une approximation de la loi binomiale quand np est petit et n grand (en pratique, n >
50 et np < 10).

Définition : soit A € R**, On dit que la variable aléatoire discréte X suit la loi de Poisson de
parameétre A, et on note X~P (1), lorsque I'ensemble des valeurs prises par X est I'ensemble de

tous les entiers positifs : X (©2) =N. En plus, on a:

V x €N, P(X=x) =% e™* avec (e =2.718).
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Exemple 1:
Un service d’urgence accueille en moyenne 5 fractures par fin de semaine. Quelle est la

probabilité d’observer 3 fractures au cours de la prochaine fin de semaine ?
Solution :
Loi de Poisson avec A=5etx =3

3
P(X=3) % e 5=0.14

Proposition :
Soit X une variable aléatoire discréte suit la loi de Poisson, X~P(A) avec A € R**, alors :

X
1- la loi de probabilité P(X=x) :% e L, VxeN

. . . xoo
2- la fonction de répartition : Fy(x) = Z%:o; e *

3- ’espérance mathématique de X est: E(X) = A
4- La variance de X est : Var(X) = A
5- L'écart type de X est : 6(X) = VA

Exemple 2 :
On considéere la variable aléatoire X : nombre de fautes de frappe par page du cours de

Mathématiques. X~P(A) telle que A =0,1.

1
La probabilité d’avoir une erreur par page est : P(X=1) :% e %1 =0.09

VIl.4 Approximation d’une loi binomiale par une loi du Poisson
Soit X une variable aléatoire discréte suit la loi binomiale X ~ B (n; p; g) avec n grand (n >30) et p
petit (p <0.1). On peut approximer cette loi par la loi de Poisson de parameétre A=np <5

Exemple 1 :
Dans une population une personne sur cent est un centenaire. On définit la variable aléatoire

discréte X : nombre des centenaires dans une population de 200 personnes. X suit la loi binomiale
de paramétres n = 200, p=0.0letg=1-p =0.99. Comme n > 30 et p < 0.1, alors on peut
approximer la loi de X par la loi de Poisson P(A) telle que A = np = 2.
Exemple 2 :
On tire au hasard 400 appels, soit X la variable aléatoire qui donne le nombre d’appel avec
dérangement. la probabilité pour I'appel soit en dérangement est p = 0.005.
1- calculer la probabilité de trouver 7 appels avec dérangement.
Solution :
X~ B (n=400; p=0.005)

P(X =3) = C]y * (0.005)3 * (1 — 0.005)*90=7 = 1m??
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Puisque : n =400 > 30, p =0.005 < 0.1 et A = np = 400x0.005 = 2 <5, alors on peut utiliser la loi de
Poisson.

P(X=x) =% g2

7
P(X=7) % e~2 = 0.0034

2-Calculer les probabilités suivantes :

a. lly a 2 appels avec dérangement

b. Il y a entre 2 et 4 appels avec dérangement
c.ily a au plus 3 appels avec dérangement

d. Iy a au moins 4 appels avec dérangement
Solution :

2. P(X=2) == ¢7% = 0.2707

b. P(2< X <4) = P(2) + P(3) + P(4) = 0.5413

c. P(X < 3) = P(0) + P(1) + P(2) + P(4) = 0.1353 + 0.2707 + 0.2707 + 0.184 = 0.857
d.P(X>4)=1—P(X<4)=1-P(X<3)=1-0.857 =0.143

VIL5. Loi uniforme

La loi uniforme est la loi de I'absence d’information. Supposons qu’une variable aléatoire X prenne
les valeurs 1,2 ,...,n, mais que nous n’ayons aucune idée de la loi de probabilité de X ; dans ce cas,
apres justification, on peut affecter a chaque valeur le méme poids : 1/n. Et

vk=1,..,n, P[X=K] :%

On montre facilement que
1+n

EX] =27 et var(x) = D)
2

12

Exercice : Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
P[X=-1]=0.2,P[X=0]=0.1, P[X=4]=0.3,P[X=5]=0.4
Calculer P [X < 3], P [X > 2], 'espérance et la variance de X.

VII.6. Loi géométrique

Définition :

On répete continuellement et de facon indépendante une épreuve de Bernoulli dont la probabilité
de succes est p (non nulle). On définit la variable aléatoire discréte X par le nombre d’épreuves
nécessaires pour obtenir un premier succes. Alors X prend les valeurs

et suit une loi géométrique de parametre p. On note X — géo(p) ou

PX=k)=p*qFkt; k>1

Pour toutnEN; ona
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n
Y Px=i = =1
1-q

k=1
Proposition
Soit X une variable aléatoire discrete suit la loi géométrique géo (p) :
1- L’espérance mathématique de X est : E(X) = %

q

2-La variance de X est : Var(X) = o7

3-L'ecarttype de X est : 0(X) = g

Exemple : On lance un dé continuellement jusqu’a I'obtention d’un 6 : Soit X le nombre de lancers
nécessaires. X suit la loi géométrique géo(p) ol p = 1/6 est la probabilité d’obtention d’un 6: X

prend toutes les valeurs entieres positives 1; 2; 3; ....... telles que pour tout k € N*, ona:

PX=k) = k-1=—(—)

( )=p*q o\g

1-E(X) =
q

2- Var(X) = F =30

3—J(X)=‘§=\/%

=6

< |-

Memento des lois usuelles

Lois discrétes

Nom Paramétres Support | Définition : P(A) = Z pla) | Espérance | Variance
ac A

Loi de Dirac 4, acelR {a} pla) =1 a 0
Loi de Bernoulli B(p) pe[0]1] {0,1} p(0)y=1—p,p(l)=p p p(l—p)
Loi binomiale B(n.p) | ne N, pe [0.1] | {0,..., n} p(k) = (;)pﬂ‘ (1 —p)* np np(1 —p)
Loi géométrique G(p) p €]0.1] N* p(k) = (1 —p)1p ! ! :})

p P

] Mk
Loi de Poisson P(\) A €]0. + oo N p(k) = f’._/\ﬁ A A
6
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