REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE IL’ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF -M’SILA-

FACULTE DE THECHNOLOGIE

N° d’ordre: ..ooevvvinvinniannnn.

Cours

Mathématiques 02
Spécialité:

ST

Par:
Tourik HERAIZ

Théme

LES MATRICES

Année Universitaire : 2019/ 2020



Table des matiéres

Introduction

1 Chapitre 1: Les Matrices

1.1

1.2

1.3

Généralités . . . . . ..
1.1.1 Définition et notations . . . . . . . ... .o oL
1.1.2  Matrices particuliéres . . . . . . . . .. ..o
Calcul matriciel . . . . . . . .. Lo
1.2.1 Egalité des matrices . . . . . . . . ... Lo
1.2.2 Addition des matrices . . . . ... ... Lo o
1.2.3 Produit d’une matrice par un scalairede k . . . . . .. ... ... ..

1.2.4 Produit de deux matrices
Inverse d’'une matrice . . . . . .
1.3.1 Déterminant . . . . . . .
1.3.2 Transposé d’une matrice

1.3.3 Inverse d’une matrice . .

i

o Cco o oo O Ot Ut Ut Ot W N NN



Introduction



Chapitre 1

Chapitre 1: Les Matrices

1.1 Généralités

1.1.1 Définition et notations

Définition 1.1.1 On appelle matrice a coefficients dans un corps k la donnée d’un nombre
p de colonnes, un nombre n de lignes, et un ensemble de np éléments de k rangés dans un

tableau de n lignes et p colonnes.

On numérote les coefficients avec deux indices: le premier indique le numéros de la ligne
(on les numeérote de haut vers le bas), le second est le numeros de la colonne (on les numérote
de gauche vers la droite). Ainsi, le coefficient a;; est le coefficient se situe a I'intersection

de la "¢ ligne et la j*™¢ colonne. On note alors (a;j)1<i<n la matrice.
1<j<p

Taille d’une matrice: Un matrice de n lignes et p colonnes, noté (a;;)1<i<n , est dite
1<j<p

de taille n x p (lire "n croix p" en respectant l'ordre de lecture).

1 0
Exemple 1.1.1 S5 A= (aij)lgigfg = -2 5 alors a1 = 1, 91 = —2, as) = 3, a3y — 6.
15522
3 6
- 357
(i +2j)1<i<2 =
I=j=3 4 6 8

Notation 1.1.1 On note M, ,(k) l’'ensemble des matrices de taille n X p & coefficients dans

k.



1.1. Généralités

1.1.2 Matrices particuliéres

Matrices colonnes

a1
. . asg
Ce sont les matrices & une colonne:
Qp,
Matrices lignes
Ce sont les matrices & une ligne: < ap az ... an >

Matrices carrées

Ce sont les matrices qui ont le méme nombre de lognes et de colonnes. Ce nombre de lignes
et de colonnes s’appelle 'ordre de la matrice. Les coefficients ayant méme indices de ligne

et de colonne (ce sont les élément notés a;;) s’appellent les coefficients diagonaux.

2 0 1
Par exemple A = 6 3 5 est une matrice carrée d’ordre 3. Les éléments diago-
7 0 —4

naux sont 2, 3 et -4.

On note M, (k) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans k.

Matrices triangulaires inférieures

Une matrice carrée (a;;)1<i<n est dite triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout j > i, c’est
1<j<n

a dire tous ses coefficients strictement au dessus de la digonale sont nuls

2 00 5 0 0 0O

Exemple 1.1.2 -2 3 0 |, ; 1 00
30

4 01 0 20

Matrices triangulaires supérieures

Une matrice carrée mij)lé’é” est dite triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tout i > j,
1<5<n

c’est a dire tous ses coefficients strictement au dessous de la digonale sont nuls



1.1. Généralités

4 1 6 5 1 0 3 —6

Exemple 1.1.3 0o -1 3 |, ;1 00 1
00

0 0 2 00 O

Matrices diagonales

Ce sont les matrices carrées a la fois triangulaires supérieures et triangulaires inférieures.
Les seuls coefficients pouvant étre non nuls sont donc ceux de la diagonale.

On note Diag(ay, as, ..., a,) la matrice diagonale dont les coefficients sont (aq, az, ..., ay).

1 00 - 100

Exemple 1.1.4 02 0 |, ) 0 00
0 0

0 0 4 00 2

Matrices scalaires

Ce sont les matrices diagonales dont tous ses coefficients diagonaux sont égaux.

200 ™ 0 0
Exemple 1.1.5 0201],]0 w70
0 0 2 0 0 =

Matrice identité

C’est la matrice scalaire dont tous ses coefficients diagonaux valent 1. On note [,, la matrice

identité d’ordre n.

100
Exemple 1.1.6 I5=| 0 1 0

0 01

Matrice nulle

c’est la matrice, non nécessairement carré, dont tous les coefficients sont nuls. On note par

0 00
0 0O

0, la matrice nulle de n lignes et p colonnes. Par exemple 0y 3 =



1.2. Calcul matriciel

1.2 Calcul matriciel

1.2.1 Egalité des matrices

Deux matrices A = (a;j)1<i<n €t B = (b;;)1<i<m sont égales, ce qu’on note A = B si
1<j<p 1<j<q
- elles ont méme nombre de lignes (n =m).
- elles ont méme nombre de colonnes (p = q) .

- Les coefficients & la méme position sont égaux (a;; = bij)1<{< )
<i<n
1<j<p

1.2.2 Addition des matrices

Soient A = (a;j)1<i<n €t B = (bi;)1<i<n deux matrices de M,, ,(k), la somme A+ B de A et
1<j<p 1<j<p
B est la matrice de n lignes et p colonnes dont chaque coefficient est somme des coefficients

de méme position de A et de B. Alors A+ B = (aij + bij)1<i<n -
1<j<p

Proposition 1.2.1 Si A, B et C trois matrices de M, ,(k).

- L’addition est associative: (A+ B)+C = A+ (B+ ().

- la matrice nulle & n ligne et p colonnes est un élément neutre pour I'addition: A+0,,, =
A.

- Toute matrice admet un symétrique par rapport la lois de I'addition: Si A = (a;;)1<i<nen
posant —A = (_aij)%éign ona A+ (—A)=0,,. 1<5<p

<j<p

- I’addition est commutative: A+ B = B + A.

Remarque 1.2.1 A— B= A+ (—B)

1.2.3 Produit d’une matrice par un scalaire de k

Soit A = (a;;)1<i<n une matrice de M, ,(k), et A € k. Le produit (externe) de A par A est
1<5<p

la matrice

A = X(aij)1<isn = (Aaij)1<i<n -

1<j<p 1<j<p
2 1 4 6 3 12
Exemple 1.2.1 3 =
-2 0 3 -6 0 9



1.2. Calcul matriciel

Proposition 1.2.2 Soient o,  deux éléments de k, A et B deux matrices de M, ,(k). alors

1. a(A+ B)=aA+aB
2. (a+PB)A=aA+pA

3. (af) A= a(BA)

4. 1A= A.
1. 0.A=0,,
2. (-1).A=—A

1.2.4 Produit de deux matrices

Produit d’une matrice ligne par une matrice colonne
b
Soit A = (ay,as, ..., a,) une matrice ligne de M; ,(k) et B = : une matrice colonne

bp
de M, 1(k), noter que A a autant de colonnes que B a de lignes. Le produit de A

par B, noté AB, est I'élément de k AB = (a1by + agbs + ... + a,b,) .

Produit d’une matrice par une matrice colonne

by

Soit A = (a;j)1<i<n une matrice de M, ,(k),et B= | : | une matrice colonne de M, (k).
1<j<p
by

Noter que A a autant de colonnes que B a de lignes. Le produit de A par B,
noté AB, est la matrice colonne de n lignes dont la ligne n°: est le coefficien du produit de

la ligne n°; de A avec la colonne B et ce pour chaque i = 1,2, ..., n.

a1 Q1p bl allbl + ...alibi + ...+ alpbp
AB = ;1 Qip bz - aﬂbl + ...+ ambz + ...+ (lipbp
an1 Qpyp bp anlbl + ...+ am-b,- + ...+ anpbp



1.2. Calcul matriciel

2
3 20 12
Exemple 1.2.2 3 =
-2 1 4 . 3

Produit d’une matrice par une matrice

Soit A = (a;;)1<i<n une matrice de M, ,(k), et B = (b;;)1<i<p une matrice de M, ,(k).
1<j<p 1<j<q
Noter que A a autant de colonnes que B a de lignes.
Le produit de A par B, noter AB, est la matrice de n lignes et g colonnes (AB € M, ,(k))
dont la colonne n°j est le produit de A par la colonne n°j de B et ce pour chaque numéros
de colonne j =1,2,...,¢q

Autrement dit, pour tout ¢ € {1,2,...,n} et tout j € {1,2, ..., ¢} le coefficient d’indice ij
de AB est

p
aﬂblj + aigbgj + ...+ CLipbpj = Zaikbk]u
k=1
Propriétés

1. Le produit des matrices A et B n’est défini que si le nobre de colonnes de A est égal

au nombre de ligne de B.

2. Le produit des matrices est associative: Si A une matrice de taille n x p, B une matrice

de taille p x m et C' une matrice de taille m x ¢ (de sorte qu’on peut calculer AB, et

BC). Alors (AB)C = A(BC).
3. Défaut de commutativité: Le produit matriciel n’est pas commutatif
4. L’élément neutre: Si A € M, ,(k),ona Al,=Aet [, A=A

5. Distributivité par rapport a I'addition: Si A, B et C' telles que A et B ont méme
nombre de lignes et méme nombre de colonnes (de sorte qu'on peut calculer (A + B)

et le nombre de lignes de C' est égale au nombre de colonnes de A (alors de B). Alors

(A+ B)C = AC + BC.



1.3. Inverse d’une matrice

Remarque 1.2.2 Le produit de deux matrices peut-etre nul alors qu’aucune des matrices

n’est nulle. par exemble, si

2 1 1 2 3 000
A= et B = alors AB = 093 = mais A # 0
00 -2 -4 -6 000
et B # 0.
Puissances

Si k > 0 est un entier et si A € M, (k) une matrice carrée. On définit la puissance k¢ de A

de la fagon suivante:

I, sik=0
AF1A = AA sik>1. -

—
produit de k fois de A

Ak =

Proposition 1.2.3 Soit A une matrice carrée, soit k et | sont deux entiers.
1. AFAl = AR+
2. (AF)' = AM
3. (AA)F = N AF pour tout A € k.
k k)

4. Si A = Diag(as, ay, ..., a,) est une matrice diagonale alors A* = Diag(a¥,ak, ...;a

y'n/

1.3 Inverse d’une matrice

1.3.1 Déterminant
1.3.2 Transposé d’une matrice

1.3.3 Inverse d’une matrice



