Chapitre 3 : Méthodes itératives pour les systémes d’équations linéaires

On a vu que les méthodes directes donnent la solution exacte du systéme
d’équations linéaires, cependant elles restent gourmandes en mémoire. Dans ce
chapitre on va introduire les méthodes itératives ou indirectes qui donnent une
solution approximative du systéme d’équations linéaires. Ces méthodes sont trés
faciles a mettre en ceuvre et a programmer, elles ne consomment pas la mémoire et

donnent des résultats autant précis que 1’on veut.

3.1 Méthode de Jacobi

Elle utilise le principe du point fixe pour un systéme d’équations linéaires, soit
le systéme :

Ay1X1 + A% + A13X3 + - AypXy = by
A21X1 + A% + Az3X3 + - AapXy = by (1)
Ap1X1 + ApaXy + ApzXz + = AppXp = bn

Transformons le systéme en supposant que les éléments du pivot sont non nuls a;; #

0i=0,n.
X1 = (b1 — Q12X — A43X3 — " — A1pXp) /A1y
= (bz — Qp1X1 — Ap3X3 — = —ApXp)/ Az 2)
= (b anzxz an3x3 - _ann—lxn—l)/ann

Pour résoudre le systéme (1) on utilise I’écriture (2) en portant les termes de droite a

Iitération (k) et ceux a gauche a l'intération (k).

k+1 k k

( = = (by — aspx x )—a13x( )—"'—alnxfl ))/an

k+1 k k K

( ) = (bz a21x£ ) - azsxg(, ) - '—aznxw(a ))/azz (3)

ot e
k ( ) (b - anzxg ) - an3x'§ ) : _ann—1x7(1-)1)/ann

En prenant une estimation initiale X © (x(o) xéo), ...,x,(lo)) et en utilisant le systéme
(3) on calcule X @ = (xfl),xgl),...,xfll)) ensuite on remplace le vecteur X @ dans le

systéme (3) avec k=1 on calcule X @) et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs X (3), X (4), X (5),... jusqu’a la convergence.
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3.2 Méthode de Gauss-Seidel

XD @ x®

Partons de la méthode de Jacobi, le calcul des vecteurs ,... méne

a la convergence, cela veut dire que chaque nouveau vecteur est meilleur que le

précédent. On remarque dans la méthode de Jacobi que pour calculer la composante

@

xé ) du vecteur X® on utilise celles de X malgré que x,”’ est déja calculée et elle est

meilleure que x(l). D’ici vient le principe de la méthode de Gauss-Seidel, on utilise

chaque composante des quelle sera calculée. Ainsi, pour calculer la composante

x(HD (k+1) 5
14

on utilise toutes les composantes de x; ax (k+1) déja calculées a l'itération

(k+1) en plus de celles xl(f)l a xn qui ne sont qu’a l'itération (k). On écrit donc :

k+1 k k k
( ) = = (b — a12x§ ) a13x§ b alnx,g ))/an
(k+1) = (b, — a21x§k+1) a X§ s —a2nxr(lk))/azz
x(k+1) = (b3 a31x§k+1) a32x§k+1) : ’_a3nxr(lk))/a33 )
- e ot
k () = (b anzxg ) an3x3(, ) ©t—Apn- 1x( ))/ann
En prenant une estimation initiale X © = (xio),xéo), ...,x,(lo)) et en utilisant le systéme

(4) on calcule X @ = (xfl),xgl),...,x,(ll)) ensuite on remplace le vecteur X @ dans le
systéme (4) avec k=1 on calcule X @ et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs X (3), X (4), X (5),... jusqu’a la convergence.

3.3 Condition de convergence des méthodes itératives

Pour que les méthodes itératives de résolution des systémes d’équations
linéaires convergent il faut que le rayon spectral de la matrice A soit inférieur a I'unite.
Cette condition est équivalente a dire que la matrice A est diagonalement dominante
ce qui est trés facile a vérifier.

On dit qu’une matrice est diagonalement dominante si la valeur absolue de 1’élément
de la diagonale est supérieure a la somme des valeurs absolues de tous les autres

éléments sur la méme ligne. On écrit donc :

laii| > laii| + lagp| + -+ lag—1| + |ajie1| + - + @] (5)

Avec i variable entre 1 et n le nombre de lignes ou de colonnes de la matrice.
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3.4 Critére d’arrét de calcul pour la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel

On arréte les calculs pour cette méthode lorsque la différence absolue entre

deux itérations successives soit inférieure a une certaine précision € donnée.
[xT*D — x| < & (6)

Ici, il faut vérifier la différence pour toutes les composantes une par une.

0 — x| < g, [0 = x| <, 10— x| < &
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