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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES (£.D.O)

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1.1 Une équations différentielles ordinaires, notée (E.D.O), d’ordre n est
une relation entre la variable reélle x, une fonction inconnue x — y(z) et ses dérivées

Y,y ., y™ au point x définie par:

tel que: y' = % et y™ = j:g
Si n = 1, la fonction F (x,y,y') = 0 s’appelle équation différentielle du premier
ordre.
Sin = 2, la fonction F’ (x, v,y y”) = 0 s’appellé équation différentielle du deuxiéme
ordre.
y (r) —2x=0: équation différentielle d’ordrel.
y' (z) — 3y (z) = 2xsin(z): équation différentielle d’ordre2.
yW(z) +2y" (z) —y(x) = x: équation differentielle d’ordre4



1.2. Equations diftérentielles du premier ordre

Notation: On note y au lieu y (z), et y'au lieu 3/ ()

Par exemple: 3’ = cos z, signifie "y’ (x) = cosz”

1.2 Equations différentielles du premier ordre

Définition: une équation de la forme F (:U,y, y/) = (0 ol ¥y qui est en fonction de x est

I'inconnu, s’appelle équation différentielle du premier ordre.

1.2.1 Equaions différentielles séparables (E.D.S)

Elle sont de la forme

ou f et g sont des fonctions données dont on connait des primitives I’ et GG, on a
JvfWdy=[g(z)de.(y =) = F(y)=GCG()+C ouC eR.
Exemple 1.2.1 1. Exemple 1.2.2 Résoudre Uéquation: y =" + 1

ona y=22+1 = [ydr= [(2®+1)dz
— [dy= [(2*+1)dx
— y=2+2+C, YOER

2 Intégrer I’équation suivante: 3y’ = xy

/

ona y =zy — y—:x

— f%dy:fxd:c
— ln|y|:§+0avecCE]R.

Ainsi, toute solution non nulle est de la forme

22

y(x) = Kez, avec K € R".



1.2. Equations diftérentielles du premier ordre

1.2.2 Equations différentielles homogénes(E.D.H)

Elles sont de la forme

Pour résoudre cette équation, on pose: t = ¥ (y=atety =tz +1t), out t est une

fonction de z, on obtient ainsi une équation différentielle a variables séparables.
Exemple 1.2.3 zy =z +y

ry' = x + y est une équation homogene, car elle peut s’écrire: y' = 1+ ¢
En posant: % =t, (y = zt) ,on obtient 'équation t'z +t =141

d’'od ¢’ = 2(E.D.S)

la solution générale de I’équation proposée est: t =In|z|+C, C€R

et la solution générale de I’équation homogéne est

y=zlnlz|+ K, KecR

1.2.3 Equations différentielles linéaires(E.D.L)

Elles sont de la forme:

v+ f@)y=g(x). ((E))

ou f et g sont des fonctions données,
L’équation E est dite homogéne (E.H) ou sans second membre (E.S.S.M) si g = 0,
c’est a dire:

v+ f(x)y=0 ((Eo))

La solution générale de I’équation compléte E est de la forme:

Yg = Yo + Yp

Ot y, est une solution particuliére de E et yq est la solution générale de Ejy



1.2. Equations diftérentielles du premier ordre

Meéthode de variation de la constante

La Méthode de variation de la constante est une méthode pour déterminer les solutions d’une
équation différentielle avec second membre connaissant la solution de I’équation homogéne.

Si 4o est une solution de I’équation homogene, on cherche une solution particuliére sous
la forme y(z) = C(z)yo(x)

Exemple: soit a résoudre:
zy —y = x2e®, sur |0, +o0l.
1. On résoudre Iéquation homogene zy —y = 0

dy dx
v~y =0 if?:f?

=lhny=hx+InC

=y =Cr.
2. On cherche une solution particuliére sous la forme y = C'(z)z, alors y = C'(z).x +

C(z), on remplace dans I’equation compléte, on trouve
C'(2)x? + C(2)r — C(x)z = 2%e* & C'(z) = ¢°

On en déduit que C(z) = €* + A, et donc
y=ux(e” + \)

1.2.4 Equation différentielle de Bernoulli

On appelle équation de Bernoulli toute équation différentielle de la forme

y +yflx)=y"g(z)
si n = 0, équation linéaire compléte.
si n = 1, équation linéaire sans second membre.
n#0,n+#1,y+#0; onpose z =y On aura, 72"+ zf(z) = g(z). On est dans le

cas linéaire.

Exemple 1.2.4 Intégrer l'équation y' +2y — (x +1)/y =0



1.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

On pose z = y!~z = VY
2+

L’équation devient 2 2z=z+1.(ED.L)

1.3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND
ORDRE

1.4 Généralités

On appelle équation différentielle du second ordre toute relation de la forme

F(z,y,9, y”) = 0 entre la variable z et la fonction y (x) et ses deux dérivées premiéres.

Exemple 1.4.1 ¢ +2y +y=0;y" +4y + 3y = e

1.5 Equations différentielles du second ordre incom-
plétes (ne contenant pas de y):

Elle sont de la forme

F(z,y,y")=0

pour résoudre cette équation on pose: 3’ = t, I’équation devient alors:

F(z,t,t') =0 (E,D, du premier ordre).
Exemple 1.5.1 zy" +2y' =0,.......... (E)

On pose: y =t = at + 2t =0 (E,D du premier ordre séparable)

- xj—i:—%

— [4=-2fe

= In|t| = —2In|z| + In|C|
— Injt|=ln$

e t:x%:y/



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

donc

y::€+hkeR
A

est une solution de I’équation incompléte (E) .

1.5.1 Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre a co-

efficients constants

Elle sont de la forme:

ay +by +cy=f(x) ((EC))

Ou a, b et ¢ sont des coefficients constants, et f (z) le second membre. A cette équation

nous associons 'équation sans second membre(E.S.S.M) ou homogene:
ay" +by +cy=0,......... (Eo)

La solution générale y de (F) est la somme de la solution générale yy de (Ey) et d’une

solution particuliere yp de (F) :

Y=Yy +yp

Résolution:

a) Recherche de yy solution générale de (Ey) : ay” + by +cy = 0.

Nous avons trouvé précédemment, les solutions suivant le signe du discriminant de
I’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. La solution générale est yg = Ciy1 + Coys
avec les constantes C et C5 et les deux solutions linéairement indépendantes y; et 1y, de
(Ep) .

On a 3 cas:

1) Si A > 0 : L’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes riet 7o

ro— =bVA L VA
1= 2 0 '2 7 2a

soit y; = €% et yo = €?*; la solution générale de ’équation ay’ + by + cy = 0

est



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

Yy = C’lerlx + CzeTQ‘T , (Cl, OQ € R)

2) Si A =0 : L’équation caractéristique admet une racine double r = —%

La solution générale de I’équation homogéne est de la forme:
y = Crze’™ + Che™ = (Crx + Cy) e , (C1, 0y € R)

3) Si A < 0: ret ry sont complexes, 11 = o+ i et 1y = o — [3i

La solution générale de I’équation homogeéne est de la forme:
y = e**(Cy cos fx + Cysin fx)

Exemple 1.5.2 Résoudre les équations différentielles suivantes

Dy"+y —2y=0, 2)y"+2y'+y=0 3)y"+y=0
Dy +y —2y=0
I’équation caractéristique: 7% +1r — 2 = 0 admet deux racines réelles distinctes 7 = 1 et
T9 = —2

Donc la solution générale de I’équation (1) est:

2)y"+2y +y=0
L’équation caractéristique: 72 + 2r 4+ 1 = 0 admet une racine double r = —1

donc la solution générale de I’équation (2) est

y=Cre "+ Coxe ™ =e " (C) + Cayx)

3)y" +y=0
L’équation caractéristique: 72 + 1 = 0 admet deux racines complexes 7, =i et 7y = —i

donc la solution générale de I’équation (2) est

y = (Cy cos(x) + Cysin(z)), ........ (Cy,Cy € R)



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

Plan

............................. Résoudre I'équation: ay” + by’ + cy =0

U
EC:ar?+br4+c=0
/ ! N
A>0 A= A<0
A \ \
y = Cre""4+Che™* | y = (Cix + Cy) €™ y = e**(C cos fx+Cy sin fx)

b) Recherche la solution particuliére yp de E

ay +by' +ecy=f(x),....(E)

b.1) Cas ou f(z) = e**P,(z), ou P, est un polynome de degré n et a € R.
Alors il existe une solution particuliére de E de la forme :

i).yp = e**Q,(x) si a n’est pas une racine de (Ep).(a # 11 et av # 13)

i1).yp = xe**Q,(x) si « est une racine de (Ey).(a =11 ou a = 173)

ii1).yp = 2%2e**Q, () si a est une racine double de (Ep).(a = r; = 73)
Ou @, est un polynéme de meme dégrée de P,

Exemple 1.5.3 Résoudre [’équation suivante: y" + 2y’ + 4y = xe”
f(z) = xze*, Pi(z) = x, donc: Q1(z) =ax+b

Yo = Yu +Yp



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

1) On comence par résoudre I’équation homogene y” + 2y + 4y = 0

E.C:r?+42r+4 =0 admet deux solution: r = —1 + V3i et rg = —1— V3i

Donc la solution générale de y” + 2y’ + 4y = 0 est

yg =€ “(C} cos V3z + Cysin \/gm)
2) Calcul de yp :
f(z) = xze*, Py(z) = x, donc: Q1(z) =ax+0b

a =1 (n’est pas une racine de E.C' ), on va cherche une solution particuliere sous la

forme: yp = e”(ax + b) .En dérivant, on trouve

yp =€"(ax +b+a), yp =e"(ax + b+ 2a)

et donc a et b sont solutions du systeme:

Tar = x
da+T70=0
On résoudre ce systéme, et on trouve a = % et b= Z—g
Donc
1 4
= —Xr — —
S T

Finalement, la solution générale de 1’équation avec second membre est

1 4
Yo = e *(Cy cos V3z + CyV/3x) + =%~ 19

b.2) cas ou f(z) = P,(x) = Ag + A1z + Agz? + ... + Apz"
Alors il existe une solution particuliére de E de la forme

iyp = Cy + Crax + Cox® + ... + Cpa" sic#0.

it.yp = 2(Co + Crx + Coz? + ... +Chz" ) sic=0,b#0,a#0
Sinon: yp = 2%(Cy + Crz + Cox?® + ....... + Cpa™)

Exemple 1.5.4 Résoudre ’équation suivante: 3" — 3y’ + 2y = 222 — b + 2

10



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

f(x) =22% — 5x + 2 = Py(x)

Yo =Y +Yp

1) On comonce par résoudre 1’équation homogene 3" — 3y’ + 2y = 0

E.C:1r?—3r+2=0 admet deux solution 7 = 1,7y = 2
Donc la solution générale de y” — 3y’ + 2y = 0 est de la forme:
yg = Cre" + C2€2w

2) Calcul de yp :
f(x) =222 —5x +2 et ¢ = 2 (c # 0), on va cherche une solution particuliere sous la

forme: yp = Cy + C1x + Cyx®.d’aprés les calcules on trouve

Yp =3+ 1z + 22
La solution générale de 'équation " — 3y’ + 2y = 22% — 5z + 2 est

. 3 1
yo = Cre” + Che? +Z+§m+x2

Méthode générale
Méthode de variation des constantes
Nous devons résoudre une équation différentielle de la forme

ay’ + by +cy= f(x) avec a # 0

Lorsque le second membre n’a pas I'une des formes indiquées précédemment, on emploie
la méthode dite de variation des constantes.

Soit y; et y, deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogene associée

ay" + byl +cy=20

11



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, on suppose que les
constantes C' sont des fonctions de = dérivables.

On cherche une solution particuliére de I’équation compléte sous la forme

y = Cy(z)y1 + Ca(z)ys avec C\(2)yy + Cy(z)ya =0

Il reste alors 3y = C1y;, + Cay, et en dérivant

y" = Cyyy + Cays + Cryy + Cays

En reportant dans I’équation compléte en tenant compte du fait que y; et y»

sont solutions de I’équation incompléte, aprés simplification il reste

a(cyy, + cys) = f()

Dot le systéme qui détermine c;et c,
ro o f(x)
C1Y1 + CoYy = ——
1Yy + Cayp = 0

Exemple: Résoudre ’équation suivante y” + y = cos(z)

1) ’équation homogene est 3y’ +y = 0
L’équation caractéristique est r2 4+ 1 =0 :
A=—-4<0==+i

La solution générale de I’équation homogéne est

y(x) = ¢1 cos(x) + cosin(x)

2) On cherche la solution particuliére sous la forme C(x)y; (z) + Co(2)y2(z) avec yi(z) =

cos(z), et yo(x) = sin(x)

Ci(2)y, (2) + Co(@)ys(2) = f(x)
Ci(fﬂ)%(x) + C’;(x)yQ(x) =0

12



1.5. Equations différentielles du second ordre incomplétes (ne contenant pas de y):

—Cy(x) sin(z) + Cy(x) cos(x) = cos(x)
C) () cos(x) + Cy(x) sin(z) = 0

= C}(z) = —sin(z) cos(z) = _SiIl(2fL') = Oy(x) = coslex)
C;(m) = cos?(z) = % — Os(x) = SlnELQx) N g

une solution particuliére est donc

cos(2x) cos(z) + sin(2x) sin(x rsin(x
ur () = Oy () (2) + Co(w)y(x) = (2x) cos( )4 (2z)sin(z) 2( )
_ cos(z) N z sin(z)

4 2

La solution générale de I’équation est

cos(r)  wsin(z)

4 2

y(z) = Ci(z) cos(x) + Ca(z) sin(x) +

13



