CHAPITRE 1

Fonctions réelles d’'une variable réelle

I. Généralités :

Ce chapitre est consacré a I’étude des fonctions définies sur
une partie D de R et a valeurs dans une partie A de R.
f:D-A
x = f(x)
1)- Une fonction f est définie par:
1- I'ensemble de départ D et '’ensemble d’arrivé A.
2-la valeur de f en x notée f(x).

Le graphe de f: D — A, estI'ensemble notée G des points

du plan défini par
Gy = {(x, f(x)):x € D}
Exemplel f:[-1,1] > R et g:[0,1] » R
x > x2 x > x?

elles sont différentes car les ensembles de départs sont
différents.

*fpaire ©VxeD:f(—x)=f(x)
f(x) = cos(x) est paire car on a

f(=x) = cos(—x) = cos(x) = f(x).

*fimpaire ©Vx€D:f (—x)=—f(x)
g(x) = sin(x) est impaire car on a sin(—x) = — sin(x).
* f périodique © Ip R f(x+p) = f(x),Vx €D
(1a plus petite valeur positive de p est appelée la
période de f)
Pour tout x € R ettoutk € Z ona:cos(x + 2km) = cos(x).

p = 2m est la période de la fonction cos(x) définie sur R.



* f bornée ©3a,A ERia<sf(x) <A Vx€D
Comme —1 < cos(x) < 1 alors la fonction cos(x)
est bornée.

2)- L’ensemble de définition

L’ensemble de définition d'une fonction f, noté Dy,
est I'ensemble de départ
{x € R: f(x) définie}.
Exemple2: f(x) = %,Df ={xeR:x#0}= R
g(x) =Vx, Dy ={x €Rix >0} =[0,+00[

3)- Composition de deux fonctions :

Soient les deux fonctions: f:D; > R etg:D, > R
ou g(D,) c D,.
La fonction f o g est définiepar: fog: D, » R
(f o () = F(g)
on met g(x) a la place de x dans f(x).

Exemple3: 1) Calculer fogetgo f pourf(x) =x%+1

etglx) =x—-1
(Fog®) =f(gx)=(x—-1)2%+1=x>—2x+2
@GN =g(fx)=x2+1-1=x2
Remarque.

a) Engénéralfog #gof.
b) Onatoujours (feg)oh=f o(geoh).

4)- Fonction identité : c’est la fonction

Ip:D > D

x - Ip(x)=x



II. Limite d’'une fonction :

Soient f: D — Retx, € |a, b[ (intervalle ouvert de R). Supposons que f est définie sur ]a, b[ ou bien

sur ]a, b[ \ {x,}. On parle de limite a gauche et a droite de x.
La limite de f(x) quand x tend vers x, a gauche est notée

lim f(x) oubien lim f(x)
xSx, xX-Xxq

La limite de f(x) quand x tend vers x, a droite est notée

lim f(x) oubien lim f(x).
x5, xX=xg

Siona

lim flx) = lim flx)=1

X—Xg X—Xq

Alors on dit que [ est la limite de f au point x; et on la note

lim f(x).
X—Xq
Exemple7. Ona lirr%(Bx +2)=28
X—
Exemple 8.
i x?—1
xl—rg x—1
2_ ’
Ici ;;__11 n est pas définie en 1.
Exemple9.On a
li ! + li !
im———==+0, lim—s=—
251 (x —1)3 251 (0 —1)3



* Les formes indéterminées (FI).

fo—o0 | © 0 000 [ (DT | (0D° | (oo
00 0

Exemple10.

1) lim, (3-5) =+0—00 (FI)

x—-0t \x x2

. 1
= lim =
x—-0t X

1

(1-3) = +o0(=00) = —o0
: _ o

2) xlirglJr x* =0 (FI).

Ona lim In(x*) = lim xIn(x) = 0. Donc lim x* = e® = 1.
x—-07% x—-07% x—0t

Remarque : Pour les (FI) (1)®, (0%)° et (+0)° on calcule la limite du logarithme puis on revient par
la fonction exponentielle.
I11. Continuité :

Définition : f est dite continue au point x, si :

lim () = f(xo) & lim £() = lim F(x) = £ (xo).

Sinon elle est dite discontinue au point x,.

Exemplell. La fonction f(x) = x? définie sur R est continueenx, = 2 ona:

limx? =4
x—-2
mSix;tO
Pour g(x) =4 «x ona:
1 si x=0
o xl o x
lim —=lim—-=1
x—-0%t Xx x-0t x
Xl —x
lIim—=Ilim—=-1+#1
< X <
x—0 x—0

Donc g est discontinue au point x, = 0.

Définition : on dit que f est continue sur D; < D si f est continue en chaque point de D;.

Proposition : Soient f et g deux fonctions continues en un point x, € Df N Dy,. Alors :
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1) Va,f €R af + [g est continue en x,

2) Le produit f - g est continue en x,

3) si g(xy) # 0 alors: la fraction 5 est continue en x,

4) |f| est continue en x,
Exemplel2. *Les polyndmes sont continus en tout point de R.
*Les fractions rationnelles sont continues la ou elles sont définies.

e Théoreme des valeurs intermédiaires :
Soit f:[a, b] = R continue et telle que :

f(a)f(b) <0.

Alors il existe ¢ € [a, b] tel que: f(c) = 0.
Exemplel3: f(x) = x® — 1 dans l'intervalle [0,2].
fO=-1  f@=7 fOf(2)<0
Alors il existe ¢ € [0,2] tel que: f(c) = 0.
IV. Dérivation :

Définition : Soient une fonction f: D; — D, et xy € D,. Alors f est dite:

1) dérivable a droite en X, si elle est définie a droite de x, et

li
>

XX 0

m 0T _ py em

Exemple14 : Calculez la dérivée a droite de x, = 0 de la fonction f(x) = |x|.

fOI =@ _ o %
x—0

= lign— = lign— =1.
x—0 x x—>0x

fa(0) = lim

x—0

2) dérivable a gauche de x; si elle est définie a gauche de x et

I f(x) = f(xo)
m-——-
< X —X

XX 0

= fg’(xo) ER

Exemplel5 : Calculez la dérivée a gauche de x, = 0 de la fonction f(x) = |x|.

fG)—=f0) x| . —x
— = lim—=lim— = —1.
x—=0 xS0 X x50

f¢(0) = lim

x—0

3) dérivable en x,, € D; si elle est définie en x,, et



i £ = f(x0)
im ————

X=Xo X — X

= fa(xo) = f(x0) = f'(xo) existe

Remarque : En posant x — x, = h, la limite précédente peut étre écrite sous la forme

i £ %o + 1) — f(xo)
im

h—0 h

= f"(x0).

Pratiquement la dérivée mesure la perturbation de f (x) quand la variable x est soumise a une petite

perturbation notée ici h.

Exemple 16:

1) La dérivée en x, = 0 de la fonction f(x) = |x| n’existe pas car f;(xo) = 1 # f;(xo) = —1.
2) La dérivée en x, € R de la fonction f(x) = x? est:

x) — f(x x?% — x?
(xo) = lim fx)—f( o): lim 0
X—>Xo X — X xX—=XxXg X — Xg

— i (x —x0)(x +x0)
= lim =

X=X X — Xg

2x,.

Donc f'(x) = 2x pour tout x € R.
4) Une fonction est dite dérivable sur un domaine D si elle est dérivable en tout point de D.
5) La droite d’équation
y— f(xo) = f'(x0) (x — x0)
est la tangente a la courbe de f au point (x,, f (x,))

et f'(x,) = tg(0) estla pente de cette tangente et 0 est 'angle entre 'axe des abscisses (des x) etla

droite tangente.

Propriétés. Soient f, g: D = R dérivables sur D.
Alorsonadans D :

1- Linéarité : Va, B € R: [af + Bgl’ = af’' + Bg’
2- Dérivée du produit de deux fonctions :

[fgl'=f'g+fg



3- Dérivée du rapport de deux fonctions :

[g] _ f’gg—zfg’

4- Dérivée de la composée de deux fonctions :

5- Puissance d’une fonction

[FgG)] = g'()f'(9(x)

[(F@)99]" = [g(0) In(F )T (F ()9

Fonction x* In(x) arcsin(x) arccos(x) arctg(x)
Dérivée oax 1 1 1 -1 1

X V1 — x2 V1 — x2 1+x?
Fonction u® In(u) arcsin(u) arccos(u) arctg(u)
Dérivée au'u®?! u' u’ —u’' u’

u V1 —u? V1 —u? 1+u?

Définition. Les dérivées deuxieme (ou seconde), troisiéme, quatriéme, ... de f(x) sont notées par

OO, f" 0, 1 (%), .

On note aussi la dérivée d’ordre n par f™ (x).

On pose f@(x) = f(x).

Théoréeme de Rolle

Soit f: [a, b] = R vérifiant
e f continue sur [a, b]
e f dérivable sur ]a, b[

e fla)=f(b)

alors il existe au moins un point c de ]a, b[ tel que

£(c) = 0.
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C'est-a-dire que f atteint en ¢ un extrémum local ( c’est-a-dire maximum ou minimum local) dans

[a, b].

Définition. On dit que f atteint en x, un maximum local s'il existe un intervalle / contenant x tel

que pour tout élément x de I, on ait f(x) < f(xg).

Définition. On dit que f atteint en x, un minimum local s'il existe un intervalle I contenant x, tel

que pour tout élément x de I, on ait f(x) = f(x,).

Définition. On dit que x, est un point critique de f si f'(x,) = 0.

Régle de ’'Hopital

Soient f, g: ]la, b[ & R dérivables telles que g, g’ ne s’annulent pas sur |a, b[. De plus on suppose que

e lim f(x) = lim g(x) € {0, £oo}
x—at x—at

e lim C)

x—at g’ (x)

€ RU {+o0}.

Alors

o f () _ i f'(x)
x-at g(x)  x-a* g'(x)

Cette regle est applicable aussi pour les limites a gauche et a I'infini.

Exemplel8 : calculez

sin(x) _er
, lim —
x->0 X x—+00 X
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Théoréme de Rolle

Le théoréme de Rolle fut démontré par Michel Rolle uniquement pour les fonctions polyno-
miales, la démonstration de la généralisation aux fonctions dérivables est due & Pierre-Ossian

Bonnet.

Théoréme 70 Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[ tel que f(a) = f (b),

alors il existe un point ¢ € |a, b| tel que f'(c) = 0.

Le théoréme de Rolle est intuitif, si la fonction a les mémes images aux extrémités de l'inter-
valle [a, b] alors elle admet soit un maximum soit un minimum ce qui correspond a 'existence
d’un point dont la tangente est horizontal.

Théoréme des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis est une conséquence du théoréme de Rolle.



Théoréme 71 Soit f une fonction continue sur |a,b], dérivable sur ]a,b]. Il existe alors c €
la, b[ tel que :
=1 =r@0-ae gLl re.
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