Chapitre 3
Les Séries Numériques

1 Séries Numériques

Définition

Soit (“n>neN une suite numérique, posons :
S, = Xn:uk =Uy+ U+ ... +Up.
k=0
On définit ainsi une nowvelle suite (Sy,),cy @ partir de la suite (uy),, oy -
On appelle série la suite (uy,, Sy,), .y d’€léments dans R?.
Uy, est nommé terme général de la série.
S, est la somme partielle de rang n.

On notera, en abrégé, la série (uy), .y 0u bien Y uy.
n>0

Définition 2.3.2 (Convergence, divergence d’une série).

1. La série Y, u, est dite convergente si la suite (S,) des sommes partielles a une limite

neN
n>0
lorsque n — +00. Dans ce cas, la limite S = lim S, est appelée somme de la série » . u,.
n— n>0
On écrira :
+00
S= 2 un
n=0
2. La série ), uy est dite divergente si la suite (Sy,), oy n'a pas de limite.
n>0

Deuzx séries sont dites de méme nature si elles sont toutes les deux convergentes, ou bien

toutes les deux divergentes.



2.3. Séries Numériques

Exemple 2.3.1 La série ) m
n>1

La suite des sommes partielles S, est donnée par

n n 1 1
Su = =Yy ———=>(=-
,;1“’“ ,;1 kE+1) ,;::1<n n—i—l)

Par suite

1
lim S, = lim (1— )zl
n——4o00 n——400 n/+»1
Donc la suite (Sn)n21 des sommes partielles est converge vers 1. Il en résulte donc que la

L. 1 L. .
série ;1 ntTT) Converge. On écrira :
n>

+0oo 1
P
in(n+1)
2 Condition nécessaire de convergence d’une série

Proposition 2.3.1 . Si la série Y u, converge, alors on a :
n>0

lim wu, = 0.
n—-+o0o

Remarque 2.3.1 . La réciproque de cette proposition est fausse.

Proposition 2.3.2 .

1. La somme de deux séries convergentes est une série convergente.

2. La somme d’une série convergente et une série divergente est une série divergente.

3. Pour toute série Y u, et tout A € R* les séries > u, et Y Au, sont de méme nature.
n>0 n>0 n>0

3 Série géométrique

Théoréme 2.3.1 Soit la série géométrique > a™, (a € R). Son terme général est u,, = a™.
n>0
La suite des sommes partielles de rang n :

S, = Yup=14+a+ad’+..+a"
k=0
n+1l, s a=1

_gnt1 .
1-a st oa#1

l—a 7

2
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2.4. Critéres de convergence

1¢ cas a =1: lim S, = lim (n+1) = +oo. Donc > a" diverge.

n—+oo n—+o0o n>0
PN . . _aqn+1 L, .
2m cas |a| <1: lim S, = lim =%— = -~ Donc la série Y a™ converge et sa somme
n—-+00 n—+oo + ¢ —a nS0
vaut S = ﬁ
& . 1 N . . .
Fme cas |a| > 1: lim |a|"™ = +oo, d'ou lim S, n'ewiste pas. Donc 3 a” diverge.
n—+0o0o n—-+oo n>0
4 Série harmonique

Définition 2.3.3 La série % est appelée série harmonique. On écrit souvent
n>1

=

H,=>"
k=0

Théoréme 2.3.2 Sur la droite réelle R, la série harmonique ) %est divergente.
n>1

5 Critéres de convergence

Définition 2.4.1 Une série ) u, réelle est dite a termes positifs si ¥n € N, wu,, > 0.
n>0

Proposition 2.4.1 Soit Y u, une série a termes positifs. Pour que Y u, converge, il
n>0 n>0

faut et il suffit que la suite des sommes partielles associées (Sy)n>0 Soit majorée ( IM >

0; S, < M).

Exemple 2.4.1 La série ) m La suite des sommes partielles S,, est donnée par
n>1
S =S up=1-—— <1, ¥neN
= u=1——<1 Vn .
k=1 b n -+ 1

Donc (Sy)n>0 est majorée par 1. Alors la série est convergente.
n>1

1
n(n+1)

Théoréme 2.4.1 (comparaison avec une autre série. Inégalité).

Soient > u, et Y v, deux séries a termes positifs telles que
n>0 n>0

VneN, u, <uv,

1. Si Y v, converge alors ), u, converge.

n>0 n>0
2. Si Y u, diverge alors > v, diverge.
n>0 n>0
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2.4. Critéres de convergence

Exemple 2.4.2 1. Soient u, = %", v, = n—lz, (Vn € N*, u, = 5 < % = vp).

> & est convergente (série de Riemann d’ordre 2). D’apreés le théoréme de comparaison
n>1

> 95" est aussi convergente.
n>1

' _1 _ 1 + _1 1
2. Soient u, = -, vy = =, (Vn € N*, uy, = - < = =0,).

S L est divergente (la série harmonique). D’aprés le théoréme de comparaison Y, —— est
n Inn

n>1 n>1
aussi divergente.

Théoréme 2.4.2 (théoréme d’équivalence).
Soient > u, et > v, deux séries a termes strictement positifs a partir d’un certain rang.

n>0 n>0

St Uy, ~pgoo U (lim 2= =1). Alors > u, et Y v, sont de méme nature.
n—tootin n>0 n>0

Exemple 2.4.3 Soit u,, = In (1 + %) , > up est une série a termes positifs (In (1 + %) >
n>1
0,Vn € N*).
n(141
Et on aln (1 + %) ~s oo %( lim (1+4) —=1).

1
n—-+o0o n

Nous avons vu que la série harmonique % est divergente. D’aprés le théoréme d’équivalence,
n>1

on conclut que la série » In (1 + %) diverge aussi.
n>1

Définition 2.4.2 (Série de Riemann).

On appelle série de Riemann la série a termes positifs > ni ot v est un réel donné.

@ )
n>1

Théoréme 2.4.3 La série de Riemann > - converge pour o > 1 et diverge pour o < 1.

na
n>1

Proposition 2.4.2 (Régle de Riemann).

Soit > u, une série réelle a termes positifs. Supposons qu’il existe « > 1 tel que lim nu, =

n>1 n—-4oo
0.
Alors la série >, u, converge.
n>1
. - 1 PP " . . o
Exemple 2.4.4 Soit u, = ——, 2;2 up, est une série a termes positifs (il existe « = 2 >
nz
. . 2
1 tel que lim n’u, = lim —i—=0).
n—+00 n—+oo VT
K \ cqpe s 2 s . 1
D’aprés la proposition précédente, la série o, Converge.

n>2
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2.4. Critéres de convergence

Exemple 2.4.5 . (Série de Bertrand)

Soit (a,3) € R?, la série de Bertrand ﬁ converge si et seulement si o > 1 ou

> Inn)?
n>2
(a=1etf>1).

Théoréme 2.4.4 (Critére de Cauchy).

Soit > u, une série a termes positifs. S’il existe | € R tel que
n>0

Iim Yu, =1

n—-+oo

Alors on a :
1. Sil <1, la série Y u, converge.
n>0

2. Sil>1, la série Y u, diverge.

n>0

Exemple 2.4.6 Soit la série ) (2 — l)n, Uy = (2 — %)n >0, VneN.

n
n>1

ne L
lim u, = lim {(2 — l) } = lim (2 — l) =2
n—-+4oo n——4oo n n—-+4oo n

| =2>1. Donc la série > (2 —1)" diverge.

n>1

Théoréme 2.4.5 (Critére de d’Alembert).

Soit > u, une série a termes strictement positifs telle que :
n>1

. un+1
lim =1

n—-+oo Un,

1. Sil <1, la série > u, converge.
n>1
2. Sil>1, la série Y u, diverge.

n>1

Exemple 2.4.7 Soit la série ) %, Uy = % >0, Vn € N.

n>1

U I n! 1
lim - = e D : i — 0.

1 — = 111 =
n—-+0o Uy, n—-+o0o o n—+o0 (n + 1) n! n—+oon + 1

[ =0 <1 Donc la série ) % converge.

n>1

26



