
2.3. SÈries NumÈriques

Exercice 5 : Soient A, B et C trois parties non vides de R:

1) On suppose que A est majorÈe et B est inclus dans A, montrer que : B est majorÈe

et que

sup (B)  sup (A) :

2) On suppose que A \ C 6=  et A, C sont bornÈes, montrer que est bornÈe et

Exercice 6 : DÈterminer les bornes supÈrieure et infÈrieure des parties suivantes :

2.3 SÈries NumÈriques

DÈÖnition 2.3.1 (SÈries NumÈriques).

Soit (un)n2N une suite numÈrique, posons :

Sn =
nP
k=0

uk = u0 + u1 + :::+ un:

On dÈÖnit ainsi une nouvelle suite (Sn)n2N ‡ partir de la suite (un)n2N :

On appelle sÈrie la suite (un; Sn)n2N díÈlÈments dans R
2.

un est nommÈ terme gÈnÈral de la sÈrie.

Sn est la somme partielle de rang n.

On notera, en abrÈgÈ, la sÈrie (un)n2N ou bien
P
n0

un:

DÈÖnition 2.3.2 (Convergence, divergence díune sÈrie).

1. La sÈrie
P
n0

un est dite convergente si la suite (Sn)n2N des sommes partielles a une limite

lorsque n! +1. Dans ce cas, la limite S = lim
n!+1

Sn est appelÈe somme de la sÈrie
P
n0

un.

On Ècrira :

S =
+1P
n=0

un

2. La sÈrie
P
n0

un est dite divergente si la suite (Sn)n2N nía pas de limite.

Deux sÈries sont dites de mÍme nature si elles sont toutes les deux convergentes, ou bien

toutes les deux divergentes.
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2.3. SÈries NumÈriques

Exemple 2.3.1 La sÈrie
P
n1

1
n(n+1)

:

La suite des sommes partielles Sn est donnÈe par

Sn =
nP
k=1

uk =
nP
k=1

1

k (k + 1)
=

nP
k=1


1

n
 1

n+ 1



=


1 1

2


+


1

2
 1
3


+ :::+


1

n 1 
1

n


+


1

n
 1

n+ 1



= 1 1

n+ 1
:

Par suite

lim
n!+1

Sn = lim
n!+1


1 1

n+ 1


= 1

Donc la suite (Sn)n1 des sommes partielles est converge vers 1: Il en rÈsulte donc que la

sÈrie
P
n1

1
n(n+1)

converge. On Ècrira :

+1P
n=1

1

n (n+ 1)
= 1:

2.3.1 Condition nÈcessaire de convergence díune sÈrie

Proposition 2.3.1 . Si la sÈrie
P
n0

un converge, alors on a :

lim
n!+1

un = 0:

Remarque 2.3.1 . La rÈciproque de cette proposition est fausse.

Proposition 2.3.2 .

1. La somme de deux sÈries convergentes est une sÈrie convergente.

2. La somme díune sÈrie convergente et une sÈrie divergente est une sÈrie divergente.

3. Pour toute sÈrie
P
n0

un et tout  2 R les sÈries
P
n0

un et
P
n0

un sont de mÍme nature.

2.3.2 SÈrie gÈomÈtrique

ThÈorËme 2.3.1 Soit la sÈrie gÈomÈtrique
P
n0

an; (a 2 R). Son terme gÈnÈral est un = an.
La suite des sommes partielles de rang n :

Sn =
nP
k=0

uk = 1 + a+ a
2 + :::+ an

=

8
<
:
n+ 1;

1an+1
1a ;

si a = 1

si a 6= 1
:
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2.4. CritËres de convergence

1ere cas a = 1: lim
n!+1

Sn = lim
n!+1

(n+ 1) = +1: Donc P
n0

an diverge.

2eme cas jaj < 1: lim
n!+1

Sn = lim
n!+1

1an+1
1a = 1

1a : Donc la sÈrie
P
n0

an converge et sa somme

vaut S = 1
1a :

3eme cas jaj > 1: lim
n!+1

jajn+1 = +1; dío˘ lim
n!+1

Sn níexiste pas. Donc
P
n0

an diverge.

2.3.3 SÈrie harmonique

DÈÖnition 2.3.3 La sÈrie
P
n1

1
n
est appelÈe sÈrie harmonique. On Ècrit souvent

Hn =
nP
k=0

1

k
:

ThÈorËme 2.3.2 Sur la droite rÈelle R, la sÈrie harmonique
P
n1

1
n
est divergente.

2.4 CritËres de convergence

DÈÖnition 2.4.1 Une sÈrie
P
n0

un rÈelle est dite ‡ termes positifs si 8n 2 N; un  0.

Proposition 2.4.1 Soit
P
n0

un une sÈrie ‡ termes positifs. Pour que
P
n0

un converge, il

faut et il su¢t que la suite des sommes partielles associÈes (Sn)n0 soit majorÈe ( 9M >

0; Sn M).

Exemple 2.4.1 La sÈrie
P
n1

1
n(n+1)

: La suite des sommes partielles Sn est donnÈe par

Sn =
nP
k=1

uk = 1
1

n+ 1
 1; 8n 2 N:

Donc (Sn)n0 est majorÈe par 1. Alors la sÈrie
P
n1

1
n(n+1)

est convergente.

ThÈorËme 2.4.1 (comparaison avec une autre sÈrie. InÈgalitÈ).

Soient
P
n0

un et
P
n0

vn deux sÈries ‡ termes positifs telles que

8n 2 N; un  vn

1. Si
P
n0

vn converge alors
P
n0

un converge.

2. Si
P
n0

un diverge alors
P
n0

vn diverge.
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2.4. CritËres de convergence

Exemple 2.4.2 1. Soient un =
cosn
n2
; vn =

1
n2
; (8n 2 N; un = cosn

n2
 1

n2
= vn):

P
n1

1
n2
est convergente (sÈrie de Riemann díordre 2). DíaprËs le thÈorËme de comparaison

P
n1

cosn
n2

est aussi convergente:

2. Soient un =
1
n
; vn =

1
lnn
; (8n 2 N; un = 1

n
 1

lnn
= vn):

P
n1

1
n
est divergente (la sÈrie harmonique). DíaprËs le thÈorËme de comparaison

P
n1

1
lnn

est

aussi divergente:

ThÈorËme 2.4.2 (thÈorËme díÈquivalence).

Soient
P
n0

un et
P
n0

vn deux sÈries ‡ termes strictement positifs ‡ partir díun certain rang.

Si un n!+1 vn ( lim
n!+1

vn
un
= 1): Alors

P
n0

un et
P
n0

vn sont de mÍme nature.

Exemple 2.4.3 Soit un = ln

1 + 1

n


;
P
n1

un est une sÈrie ‡ termes positifs (ln

1 + 1

n




0; 8n 2 N).
Et on a ln


1 + 1

n


n!+1 1

n
( lim
n!+1

ln(1+ 1
n)

1
n

= 1):

Nous avons vu que la sÈrie harmonique
P
n1

1
n
est divergente. DíaprËs le thÈorËme díÈquivalence,

on conclut que la sÈrie
P
n1

ln

1 + 1

n


diverge aussi.

DÈÖnition 2.4.2 (SÈrie de Riemann).

On appelle sÈrie de Riemann la sÈrie ‡ termes positifs
P
n1

1
n
, o˘  est un rÈel donnÈ.

ThÈorËme 2.4.3 La sÈrie de Riemann
P
n1

1
n
converge pour  > 1 et diverge pour  < 1:

Proposition 2.4.2 (RËgle de Riemann).

Soit
P
n1

un une sÈrie rÈelle ‡ termes positifs. Supposons quíil existe  > 1 tel que lim
n!+1

nun =

0:

Alors la sÈrie
P
n1

un converge.

Exemple 2.4.4 Soit un =
1

n2 lnn
;
P
n2

un est une sÈrie ‡ termes positifs (il existe  = 2 >

1 tel que lim
n!+1

n2un = lim
n!+1

n2

n2 lnn
= 0).

DíaprËs la proposition prÈcÈdente, la sÈrie
P
n2

1
n2 lnn

converge.
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2.4. CritËres de convergence

Exemple 2.4.5 . (SÈrie de Bertrand)

Soit (; ) 2 R2; la sÈrie de Bertrand P
n2

1

n(lnn)
converge si et seulement si  > 1 ou

( = 1 et  > 1).

ThÈorËme 2.4.4 (CritËre de Cauchy).

Soit
P
n0

un une sÈrie ‡ termes positifs. Síil existe l 2 R tel que

lim
n!+1

n
p
un = l

Alors on a :

1. Si l < 1, la sÈrie
P
n0

un converge.

2. Si l > 1, la sÈrie
P
n0

un diverge.

Exemple 2.4.6 Soit la sÈrie
P
n1


2 1

n

n
; un =


2 1

n

n
> 0; 8n 2 N:

lim
n!+1

n
p
un = lim

n!+1


2 1

n

n 1
n

= lim
n!+1


2 1

n


= 2

l = 2 > 1: Donc la sÈrie
P
n1


2 1

n

n
diverge.

ThÈorËme 2.4.5 (CritËre de díAlembert).

Soit
P
n1

un une sÈrie ‡ termes strictement positifs telle que :

lim
n!+1

un+1

un
= l

1. Si l < 1, la sÈrie
P
n1

un converge.

2. Si l > 1, la sÈrie
P
n1

un diverge.

Exemple 2.4.7 Soit la sÈrie
P
n1

1
n!
; un =

1
n!
> 0; 8n 2 N:

lim
n!+1

un+1

un
= lim

n!+1

1
(n+1)!

1
n!

= lim
n!+1

n!

(n+ 1)n!
= lim

n!+1
1

n+ 1
= 0:

l = 0 < 1 Donc la sÈrie
P
n1

1
n!
converge.
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