Chapitre 4

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1 Définition et exemples

R™ = {(331, Ta, ...,.I'n), L1, L2y eeey Ty c ]R}
(21, T2, ..., ) est dit n-uplet, en géométrie on dit un point de R™ il est
vu aussi comme un vecteur.

Définition 1 Une fonction numérique de n variables réelles est une appli-
cation f d’une partie D de R"™ a valeurs dans R. On note

f+D — R

(21, T2, ey p) = f(21, 22, ..., Ty)
Ou bien

f:D — R

r — f(x) oux=(r1,29,...,2,)

Exemple 1

1) f(z,y) =2+ 2y —y*, D =R2%

2) g(x,y,2) = WIQ_FZ% D=R? \ {(0,0,0)}.

3) La fonction surface = xy, volume = xyz.

4) L’allométrie est l’étude des échelles de relations entre une partie du
corps et le corps dans son ensemble. Une relation allométrique entre la masse
(M) et la longueur (L) du corps des poissons a la forme

M = alLb

4) La fonction résistance d’un montage en paralléle de deuz résistances

x ety est donnée par
LY

r+y

2 Fonction de deux variables

2.1 Domaine de définition

Le domaine de définition d'une fonction f(z,y), noté Dy, est 'ensemble

{(z,y) eR*: f(z,y) € R}.
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En général, pour déterminer Dy on passe par les étapes suivantes :
1) Ecriture du domaine.
2) Détermination des frontieres.

3)Représentation graphique et détermination des régions qui constituent

Dy en utilisant des points particuliers situés dans les régions.

Exemple 2
fla,y) = VA —a? =y
y

1) Dy = (z,y) e R*: 4—2? —y* > 0. 3

2) Détermination des frontieres :

4— 2% —y? =0« 22+ y? = 22, cercle de centre /?»
(0,0) et de rayon r = 2.

3) Le cercle divise le plan en deux régions, pre- —A73 R,

nons deux points quelconques de ces deux régions.

M; =(0,0) et My = (3,0)
Pour My ona4—0%2—-0%2>0
Pour Myona4d—32—-02<0
Donc Dy = le cercle et son intérieur=le disque fermé.

2.2 Limite et continuité

1. Limite en (0,0) :

Pour calculer lim, 40,0y f(#,y), la premiere étape consiste a remplacer
x par 0 et y par 0, si on trouve un nombre ou oo c’est bon. Si on trouve
une forme indéterminée alors il faut faire le changement de variable en coor-

données polaires suivant :

{rro

0 controle la direction, et donc :

lim f(x,y) = 71}_{1(1) f(rcos(),rsin(6)).

(2,y)—(0,0)

Ou bien poser y = tx, ici t controle la direction, et alors

li — i tz).
(w)gr;omf(:r,y) lim f(z, tx)

e Si la limite ne dépend pas de 0 (ou t) et est finie on dit qu’elle existe.
e Si elle dépend de 0 (ou t) ou bien n’est pas finie on dit qu’elle n’existe

pas.



Exemple 3

1)
) 2 4+2y+2 2
lim —— =—.
(zy)—0,0) z+y+3 3

2)

34 2n2 0
Ly Y (FI)
(z,y)—(0,0) 2 + y? 0

Par le changement de variable en coordonnées polaires on trouve :

lim (rcos(6))? + 2(r cos(6))?(rsin()) — lim 3 (cos®(0) + 2 cos?() sin(h))
0 (rcos(#))? + (rsin(d))? r0 2

= lim r (cos’(#) + 2 cos®(8) sin(d)) = 0.

r—0
3)
2
im z” + 22y :9 (FI)
(@y)—00) 22 +y* 0
Par le changement de variable en coordonnées polaires on trouve :
. (rcos(0))? + 2(rcos(0))(rsin(0)) . 7?2 (cos*(0) + 2 cos(#) sin(6))
lim . = lim
r—0 (rcos(6))? + (rsin(0))? r—0 72

= cos?(f) + 2 cos(f) sin().

Cette limite dépend de 6, donc elle n’existe pas.

4)

lim :g (FI)

(z.y)—=(0,0) /22 + 12

Par le changement de variable y = tx on a :

t ta? t
lim —_2(2) i ’ i

PR N A——— I — R —
z—0 T2+ (tI)2 =0 \/24/1 + 2 z—0 V1412

5)
im Y% (pp
()00 22 +y2 0

Par le changement de variable y = tx on a :

z(tz) . ta? t

—— =1 = :
2022 + ()2 o0 22(1+12) 142

Cette limite dépend de t, donc elle n’existe pas.
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2. Limite en (zg, ) :
Onpose X =x—zgetY =y — 1o

(z,y)—(0,Y0) f< y) (X,Y)—(0,0) f( 0 yo)
Exemple 4
L= r+y—3 (X+D)+ (Y +2)-3 ' X4y

li — = = _.
(a:,y)gr(ll,Q) x24+y—3 (X,Y%I—I}(O,O) (X+1)24+(Y+2)—3 (X,Y%I—{l(o,o) X2 42X +4Y

Maintenant par le changement Y = tX on obtient

I i X +tX . 1+t 1+t
= lim = lim = )
X0 X24+2X +tX Xx=-0X+2+t 24t

3. Limite en (zg,0) :
On pose X =x — 1z, Y =1/y.

lim  f(z,y)= lim f(X 4+ x0,1/Y).

(z,y)—(x0,00) (X,Y)—(0,0)
Exemple 5

1 In(X+14Y
L= lim yln <x + —) = lim nX 41+ )
()= (1,+00) Yy (X,Y)=(0,0) Y

En posant Y =tX on obtient

I — lim In(X +1+1tX) ~ lim In(1+ (1+¢)X) _ 1+t.
X—0 tX X—0 tX t

4. Limite en (00, 0) :
On pose : X =1/zetY =1/y.

lim  f(x,y)= lim )f(l/X, 1/Y).

(z,y)—(00,00) (X,Y)—(0,0

Exemple 6
1 1 n(X+Y
L= lim x sin (— + —) = lim M
(a,y)— (+00,+00) r oy (X,Y)—(0,0) X
En posant Y =tX on obtient
in(X +tX in((14+¢)X
L= fi S2X X)L sn(@4+9X)
X—0 X X—0 X
4
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Continuité : f est continue en (xg,yp) si :

lim f(z,y) = f(zo,90)-

(@)= (z0,y0)

Exemple 7 Etudier la continuité en (0,0) de la fonction

z2y .
oy = { o 0200
0 si (z,y) = (0,0)
On a par le changement y = tx :
z?y . 2?(tx) . tr

= 0= £(0,0).

li =
() 00) 22+ 2 030 22 1 (tx)? 250 1 + 12

Donc f est continue en (0,0).

2.3 Dérivées partielles

On commence par donner la définition pour le cas général.

Définition 2 La dérivée partielle de la fonction an variables f(x1, xa, ..., xy)
par rapport a la variable xy (ot k =1,...,n), est la dérivée de la fonction

Ty — f(xmea coey Ty >wn)

de la variable xzy, en considérant toutes les autres variables x; comme des
constantes ( ou paramétres) .
Cette dérivée partielle de f par rapport a xy reste une fonction a n variables
et elle est notée

of

8azk

Exemple 8 Les dérivées partielles de la fonction :
f(l’l, T2, T3, I4) = 31‘% + 5.%'3 + 111(.%‘31’4) + T1To

sont données par

of af

- 6[51 + T2,

af of af 1 af 1
8901 8[E2 N

2
:15I2+J]1, = = —,
3x3 xs3 61’4 Ty
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Exemple 9 Les dérivées partielles d’une fonction a trois variables f(x,vy, 2)
sont notées par :
of of of

Pour f(z,y,z) = ze** + In(zyz) on a
of _ 5, 1 0of 1 0f

1
— - ZJ = ZJ 2 2z Z.
or  © +:1:’ oy y 0z e +z
Exemple 10 Pour la fonction & deuz variables g(z,y) = x2+xy2+3y3+e“”y
on a :
aof

0
— =2 +y* + ye™, —f = 22y + 9% + xe™.
ox oy

Maintenant on donne la définition des dérivées partielles secondes pour une
fonction a deux variables.

Définition 3 Les dérivées partielles secondes de la fonction a deux variables
f(z,y) sont les dérivées partielles des fonctions % et g—i. On énumeére quatre :
1) la dérivée partielle seconde par rapport a x notée
0 f
ox?
2) la dérivée partielle seconde par rapport a y notée
0 f
oy?
3) la dérivée partielle seconde par rapport a x et puis y notée
0 f
0yox
4) la dérivée partielle seconde par rapport a y et puis x notée
0 f
0xdy

Exemple 11 Pour la fonction g(x,y) = 2* + zy*+ 3y +e® de lexzemple 10
on a :

f f Of 0 f

— =24yt = = 2a+18y+ate™, —— =2 1)e™, =2 Le™
a2 2TV G = 2HlSytate, oo y+(zy+1)e 900y y+(zy+1)e
Theorem 1 Si en un point (x, y) les dérivées secondes % et % sont

continues, alors

o0 f B 0 f
0xdy  Oydx’
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Définition A : Soit f une fonction définie sur un ouvert U et (xg,yo) un point de U.
e Si la fonctiou partielle f, : @ — f(z,yo) est dérivable en g, on dit que f admet une dérivée partielle d’ordre
1 par rapport & z en (xg,¥p), et on note :

of f(@,90) — f(@o,Y0)

—_— = / = 1
ox (x07y0) fa;(x()ayo) mli)nxlo T — T

e De méme, si I’application partielle f, : y — f(zo,y) est dérivable en yo, on dit f admet une dérivée partielle
d’ordre 1 par rapport a y en (zg, yo) et on note :
of

_ f(z0,y) — f(z0,%0)
- = ! = 1
8y (-T07 yO) fy (l’o, yO) yLrIJo Y=Y
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Définition 5 : Une fonction f est de classe C' en (zg,y0) (resp. sur un ouvert U) si ses deux dérivées

0 0
partielles 8_j et a—f sont continues en (zo,yo) (resp. sur U).
€ Y

Exemple 1 : Soit f(x,y) = 2%y + y* + 32 (f est une fonction polynome en x et y, définie sur R?).
0 0

Alors a—i(x,y) =2zxy+3et a—g(x,y) = 2%+ 2y.

Exzemple 2 : Soit f(z,y) =" t¥ +In(z — y). (Ici Dy est le demi-plan ouvert {(z,y)/z > y}).

et ——(x,y) =" 1Y — .
pra—y ay( Y) pr—y

Alors %(w, y) =e"t +

Définition 67 : Une fonction de classe C' sur un ouvert U admet des dérivées partielles d’ordre 2 en un
point (xg,yo) de U (resp. sur U) si, et seulement si, ses deux dérivées partielles d’ordre 1 admettent elles-mémes
des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport & x et & y en (g, yo) (resp. sur U). On note :

0% f o (of
w(xoyyo) =~ oz \ oz (20,90) = fr2(20,%0)

92 o (0 .
Wéfy(x()vy()) = % (6_£> (x()vy()) = fzy(xmyO)
0? 0 (0

8y8fx (T0,Y0) = 8_y (8_9{) (z0,90) = fgl//a:(x()vyO)
0? g (0

902 (0, Yo) 8_y (8_5:) (zo,90) = f;lz (0, ¥0)
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