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Avant propos

4

Ce polycopié portant sur ” La Programmation Linéaire ” est destiné aux étudiants de la
troisieme année du premier cycle universitaire (Licence) Informatique et pourra étre consulté
par toute personne voulant comprendre la Programmation Linéaire.

L’objectif principal de ce cours est d’acquérir une connaissance approfondie de certaines
techniques qui sont actuellement considérées comme des méthodes de base et permettre a
I'étudiant de rendre compte de 'importance pratique des problemes d’optimisation linéaires,
afin de se familiariser avec les principales techniques décisionnelles et d’optimisation de la
recherche opérationnelle.

Ce polycopié est structuré comme suit :

e Le chapitre 1 est consacré a un bref historique du PL et a la modélisation des problemes
linéaires sous forme de programmes linéaires.

e La résolution des problemes de programmation linéaire a 1’aide d’une approche
géométrique est présentée dans le chapitre 2.

e Le chapitre 3 est consacré a la résolution de problemes par la méthode du Simplex de trois
maniéres différentes, c’est-a-dire en usant Simplexe sous forme des tableaux, Simplexe qui
utilise des variables artificielles (Grand M ou Big M) et Simplexe sous forme matricielle, .

e Le chapitre 4 aborde des notions de dualité et de leur probleme primal, ainsi que 1'utilisa-
tion pratique des conditions d’optimalité primal-dual (COPD).

e Le chapitre 5 est consacré a des séries d’exercices pratiques.
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1.1 Introduction

L'importance de 'optimisation et la nécessité d'un outil simple pour modéliser des problemes de
décision que soit économique, militaire ou autres on fait de la programmation linéaire un des champs
de recherche les plus actifs au milieu du siecle précédent. Les premiers travaux ' (1947) sont celle de
George B. Dantzig et ses associés du département des forces de 1'air des Etats Unis d’Amérique.

Les problemes de programmations linéaires sont généralement liés a des problemes d’allocations
de ressources limitées, de la meilleure fagon possible, afin de maximiser un profit ou de minimiser un
cott. Le terme meilleur fait référence a la possibilité d’avoir un ensemble de décisions possibles qui
réalisent la méme satisfaction ou le méme profit. Ces décisions sont en général le résultat d’un probleme
mathématique.

Une des méthodes les plus connues pour résoudre des programmes linéaires en nombre réels est
la méthode du Simplex. En théorie, elle a une complexité non polyndmiale et est donc supposée peu
efficace. Cependant, en pratique, il s’avere au contraire qu’il s’agit d"une bonne méthode. De plus, de
nombreux logiciels intégrant cette méthode existent. Certains sont utilisés via une interface graphique
alors que d’autres permettent une communication par fichiers ce qui autorise "utilisation du programme
de maniere cachée dans le développement d’un autre logiciel.

1. De nombreux mathématiciens, parmi eux le Russe L. V. Kantorovich, se sont penchés sur le probléeme de programmation
linéaire avant 1947
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1.2 Historique de la programmation linéaire

Le développement de la théorie et des outils de la programmation linéaire a réellement pris son es-
sor a partir des années 1940 méme si les structures mathématiques sous-jacentes ainsi que quelques
éléments algorithmiques ont vu le jour durant la période 1870 -1930 avec les travaux de J.B. Fou-
rier (fondements de la programmation linéaire et de la méthode du simplexe), T. Motzkin (théorie de
I’élimination, dualité) et Farkas (dualité)..etc.

Les premiers mathématiciens qui se sont occupés de problemes, que 1’on ne nommait pas encore a
I'époque “programmes linéaires” (P.L.), sont : LAPLACE (1749-1827) et le baron FOURIER. Cependant,
la fondation de la programmation linéaire en tant que domaine d’étude est principalement créditée a
G.B. Dantzig auteur de l'algorithme du simplexe en 1947 dans le contexte du projet SCOOP (Scien-
tific Computation of Optimal Programs) et du complexe militaro-industriel installé au sein de 1'US
Air Force au Pentagone. L'algorithme devait répondre aux besoins de planification des transports
lors d’opérations militaires modélisés comme un probleme de programmation linéaire. Bien que, le
russe KANTOROVITCH, mathématicien et économiste soviétique, en 1939 a imaginé une méthode ins-
pirée des multiplicateurs de LAGRANGE, classiques en mécanique, pour résoudre des “programmes
de transport”. De plus, au milieu des années 80, l'indien KARMARKAR a proposé une nouvelle
méthode créée aux Bell Laboratories qui permettait de résoudre de tres gros problemes linéaires, par une
démarche ”intérieure” au polyedre des solutions admissibles. Néanmoins, la contribution décisive a été
I'invention de l'algorithme du SIMPLEXE développé a partir de 1947 notamment par G.B. DANTZIG et
le mathématicien VON NEUMANN, qui est le plus célebre (et le plus efficace dans le cas général) des
algorithmes de résolution, bien qu’il ne soit pas polynomial! Cependant, un probleme linéaire continu
peut étre résolu en temps polynomial (Khachiyan 1979)°.

Il existe de nombreux solveurs de PL : des solveurs commerciaux Cplex (IBM), Xpress, Gurobi (Mi-
crosoft), et méme Matlab ou Excel...; des solveurs académiques Lp de COIN-OR, Soplex de la ZIB; et des
solveurs libres comme Glpk (gnu). Les meilleurs d’entre eux peuvent résoudre des PL jusqu’a 200000
variables et 200000 contraintes en quelques secondes.

1.3 Définition de la programmation linéaire (PL) :

La programmation linéaire est dans les fondements de la recherche opérationnelle (RO) ou aide a
la décision : propose des modeles conceptuels pour analyser des situations complexes et permet aux
décideurs de faire les choix les plus efficaces.

De nombreux phénomeénes économiques et industriels peuvent se modéliser par des systemes
mathématiques d’inégalités et d’égalités linéaires conduisant a des problemes d’optimisation linéaire.
Dans ces problemes d’optimisation linéaire, on cherche a minimiser ou maximiser une fonction linéaire
sous des contraintes linéaires portant sur les variables du probléme. On parle souvent de programma-
tion linéaire (ou encore de programme linéaire), le terme de programmation faisant référence a 1'idée
d’organisation et de planification lié a la nature des phénomenes modélisés. Ce terme a été introduit
pendant la Seconde Guerre mondiale et systématiquement utilisé a partir de 1947 lorsque G. Dantzig
inventa la méthode du simplexe pour résoudre les problemes de programmation linéaire.

Définition 1.3.1 (William J. BAUMAUL) La programmation linéaire est une technique mathématique d’op-
timisation (maximisation ou minimisation) de fonction a objectif linéaire sous des contraintes ayant la forme
d’inéquations linéaires. Elle vise a sélectionner parmi différentes actions celle qui atteindra le plus probablement
I"objectif visé.

Définition 1.3.2 (Robert DORFMAN et Paul SAMUELSON) La programmation linéaire est une méthode
de détermination du meilleur plan d’action pour réaliser des objectifs donnés dans une situation o les ressources

2. Khachiyan, L.G. (1979) A Polynomial Algorithm in Linear Programming. Soviet Mathematics Doklady, 20, 191-194.

Dr. Ali DABBA
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sont limitées. C’est donc une méthode de résolution du probleme économique, soit dans le cadre d’une économie
globale, soit dans celui du secteur public, soit dans une entreprise particuliére.

1.4 Présentation théorique de la programmation linéaire

Un programme linéaire consiste a trouver le maximum ou le minimum d’une forme linéaire
dite fonction objectif en satisfaisant certaines équations et inégalités dites contraintes. En langage
mathématique, on décrira de tels modeles de la maniére suivante :

Soient n variables de décision x1, xp, - - - , x,,, 'hypothése que les variables de décision sont positives
impliqueque x; > 0,x, >0,--- ,x, >0

La fonction objective est une forme linéaire en fonction des variables de décision de type z = c1x1 +
CoXo + -+ - 4 Xy, ol les coefficients ¢y, - - -, ¢;; doivent avoir une valeur bien déterminée (avec certitude)
et peuvent étre positifs, négatifs ou nuls.

Par exemple le coefficient c; peut représenter un profit unitaire lié a la production d’une unité
supplémentaire du bien x;, ainsi la valeur de z est le profit total lié a la production des différents biens
en quantités égales a x1,x2,- - - , xy.

Supposons que ces variables de décision doivent vérifier un systeme d’équations linéaires définis
par m inégalités

a11x1 + apxy + - -+ a1x, < by
Ap1X1 + axnXxy 4 -+ + axx, < by

Am1X1 + AppXo + - -+ AynXy g bm

ou les coefficients ay,, - - ,am, et by, - -, by, doivent avoir une valeur bien déterminée (avec cer-
titude) et peuvent étre positifs, négatifs ou nuls. Le parametre b; représente la quantité de matiere
premiere disponible dont le bien x; utilise une quantité égale a 4;;x;.

En suivant les étapes de formulation ci-dessus, on peut représenter le PL comme suit :

Maxz =c1x1 + coxo + - - - + cpxy

4
a11X1 + a1pxo + - - -+ a1,x, < by
<b

ar1X1 + axpXxo + -+ + Ay Xy
S.C
A1 X1 + Ap2X2 + -+ -+ A Xy < by
x1>0/x2>0/”'/xn>0

1.5 Formulation d’un programme linéaire (PL) (Modélisation)

Dans ce qui suit, on présentera les conditions et les étapes de formulation d'un programme linéaire,
suives de quelques exemples de formulation en programme linéaire liés a différents problemes de
décision :

1.5.1 Les conditions de formulation d"un programme linéaire

La programmation linéaire comme étant un modele admet des hypotheses (des conditions) que le
décideur doit valider avant de pouvoir les utiliser pour modéliser son probleme. Ces hypotheses sont? :

3. Ces hypotheses résument celles qui ont été donné par G. B. Dantzig : La proportionnalité, La non-négativité, 'additivité
et la linéarité de la fonction objective

Dr. Ali DABBA
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1) Les variables de décision du probleme sont positives.

2) Le critere de sélection de la meilleure décision est décrit par une fonction linéaire de ces variables,
c’est a dire, que la fonction ne peut pas contenir par exemple un produit croisé de deux de ces
variables. La fonction qui représente le critere de sélection est dite fonction objectif (ou fonction
économique).

3) Les restrictions relatives aux variables de décision (exemple : limitations des ressources) peuvent
étre exprimées par un ensemble d’équations linéaires. Ces équations forment I’ensemble des
contraintes.

4) Les parametres du probléme en dehors des variables de décisions ont une valeur connue avec
certitude.

1.5.2 Les étapes de formulation d"un programme linéaire

N .

Généralement, il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire le modele d’'un programme
linéaire :
1) Identifier les variables du probléme a valeur non connues (variable de décision) et les représenter
sous forme symbolique (exemple : x, y).

2) Identifier les restrictions (les contraintes) du probleme et les exprimer par un systeme d’équations
linéaires.

3) Identifier 1'objectif ou le critere de sélection et le représenter sous une forme linéaire en fonction
des variables de décision. Spécifier si le critére de sélection est a maximiser ou a minimiser.

1.5.3 Exemple 1 (Probléeme d’agriculture) *

Un agriculteur veut allouer 150 hectares de surface irrigable entre culture de tomates et celles de
piments. Il dispose de 480 heures de main d’ceuvre et de 440 m> d’eau. Un hectare de tomates demande
1 heure de main d’ceuvre, 4 m> d’eau et donne un bénéfice net de 100 dinars. Un hectare de piments
demande 4 heures de main d’ceuvre, 2 m® d’eau et donne un bénéfice net de 200 dinars. Le bureau du
périmetre irrigué veut protéger le prix des tomates et ne lui permet pas de cultiver plus de 90 hectares
de tomates.

Quelle est la meilleure allocation de ses ressources?

Formulation du probléme d’agriculture en un PL (Exemple 1)

Etape 1: Identification des variables de décision. Les deux activités que l'agriculteur doit
déterminer sont les surfaces a allouer pour la culture de tomates et de piments :

e x1 :la surface allouée a la culture des tomates.

e X, :la surface allouée a la culture des piments.

On vérifie bien que les variables de décision x; et x; sont positives : x; > 0 et x, > 0.

Etape 2 : Identification des contraintes. Dans ce probléme les contraintes représentent la disponibilité
des facteurs de production :

e Terrain : 'agriculteur dispose de 150 hectares de terrain, ainsi la contrainte liée a la limitation de la
surface de terrain est x; + x» < 150.

e Fau :la culture d'un hectare de tomates demande 4 m3 d’eau et celle d'un hectare de piments de-
mande 2 m> mais l’agriculteur ne dispose que de 440 m>. La contrainte qui exprime les limitations
des ressources en eau est 4x1 + 2x, < 440.

4. Exemple du cours du Prof. Mohamed Saleh Hannachi

Dr. Ali DABBA
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o Main d’ceuvre : Les 480 heures de main d’ceuvre seront départager (pas nécessairement en totalité)
ente la culture des tomates et celles des piments. Sachant qu'un hectare de tomates demande une
heure de main d’ceuvre et un hectare de piments demande 4 heures de main d’ceuvre alors la
contrainte représentant les limitations des ressources humaines est x; 4 4x; < 480.

o Les limitations du bureau du périmetre irrigué : Ces limitations exigent que I’agriculteur ne cultive pas
plus de 90 hectares de tomates. La contrainte qui représente cette restriction est x; < 90.

Etape 3 : Identification de la fonction objectif. La fonction objectif consiste 2 maximiser le profit ap-
porté par la culture de tomates et de piments. Les contributions respectives 100 et 200, des deux variables
de décision x; et x, sont proportionnelles a leur valeur. La fonction objectif est donc 100x; + 200x>.

Le programme linéaire qui modélise le probleme d’agriculture est :

Max z =100x7 4+ 200x,

x1 + xp < 150
4x1 4+ 2xp < 440
S.C x1 +4xp, < 480
X1 < 90
x120,x 20

1.54 Exemple 2 (Probléme de médecine)°

Un spécialiste en médecine a fabriqué un médicament (des pilules) pour guérir les sujets atteints
d"un rhume. Ces pilules sont fabriquées selon deux formats :

e Detite taille : elle contient 2 grains d’aspirine, 5 grains de bicarbonate et 1 grain de codéine.

e Grande taille : elle contient 1 grain d’aspirine, 8 grains de bicarbonate et 6 grains de codéine.

Pour guérir la maladie, le sujet a besoin de 12 grains d’aspirine, 74 grains de bicarbonate et 24 grains
de codéine. Déterminer le nombre de pilules minimales a prescrire au sujet pour qu’il soit guérit.

Formulation du probléeme de médecine en un PL (Exemple 2)

Le probleme de médecine présente certaines ressemblances avec le probleme de 'agriculture, dans
les deux cas c’est un probleme d’allocation de ressources.

Etape 1: Les variables de décision qui représentent des valeurs inconnues par le décideur qui est dans
ce cas le spécialiste en médecine sont :

e x1 :le nombre de pilules de petite taille a prescrire.
® X, :le nombre de pilules de grande taille a prescrire.

On vérifie bien que les variables de décision x; et x; sont positives : x; > 0 et x, > 0.

Etape 2 : Les contraintes imposées par le probléme sur les valeurs possibles de x; et x; sont :

e La prescription doit contenir des pilules avec au moins 12 grains d’aspirine. Sachant qu’une petite
pilule contient 2 grains d’aspirine et qu'une grande pilule contient un seul grain d’aspirine, on
obtient la contrainte suivante : 2x1 + x, > 12.

e De la méme fagon que pour l’aspirine, la prescription du spécialiste en médecine doit contenir au
moins 74 grains de bicarbonate. Ainsi la contrainte suivante doit étre satisfaite : 5x1 + 8x, > 74.

5. An introduction to linear programming and the theory of games, A. M. Glicksman

Dr. Ali DABBA
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e Finalement la contrainte imposée par le fait que la prescription doit contenir au moins 24 grains
de codéine est : x| + 6xp > 24.

Etape 3 : On remarque qu'il y a plusieurs couples de solutions qui peuvent satisfaire les contraintes
spécifiées a 1’étape 2. La prescription doit contenir le minimum possible de pilules. Donc le critere de
sélection de la quantité de pilules a prescrire est celle qui minimise le nombre total des pilules z =
X1+ x2.

Le programme linéaire qui modélise ce probleme médical est donc le suivant :

Minz =x1 + xp

2x1+xp > 12
5x1 +8xy, > 74
X1+ 6xp = 24
x120,x 20

S.C

1.5.5 Exemple 3 (Probléme de production)°

Pour fabriquer deux produits P1 et P2 on doit effectuer des opérations sur trois machines M1, M2 et
M3, successivement mais dans un ordre quelconque. Les temps unitaires d’exécution sont donnés par
le tableau suivant :

M1 M2 M3

P1 1lmn 7mn 6mn

P2 9mn 12mn 16mn

On supposera que les machines n’ont pas de temps d’inactivité. La disponibilité pour chaque ma-
chine sont :

e 165 heures (9900 minutes) pour la machine M1.
e 140 heures (8400 minutes) pour la machine M2.
e 160 heures (9600 minutes) pour la machine M3.

Le produit P1 donne un profit unitaire de 900 dinars et le produit P2 un profit unitaire de 1000 dinars.
Dans ces conditions, combien doit-on fabriquer mensuellement de produits P1 et P2 pour avoir
un profit total maximum?

Formulation du probléme de production en un PL (Exemple 3)
Etape 1: Les variables de décisions sont :

e x1 :le nombre d'unités du produit P1 a fabriquer.
e X7 :le nombre d’unités du produit P2 a fabriquer.
Etape 2 : Les contraintes outre les contraintes de non-négativité sont :
e 11x; 4 9x2 <9900 : pour la machine M1.
e 7x1 + 12x, < 8400 : pour la machine M2.
e 6x1 + 16x2 < 9600 : pour la machine M3.

6. Méthodes et modeles de la recherche opérationnelle, A. Kaufmann, pp 22-23
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1.6. Les formes d’un programme linéaire (Standard, Canonique, Mixte) 7

Etape 3 : Le profit a maximiser est : z = 900x; + 1000x;.
Le programme linéaire résultant est :

Max z =900x7 + 1000x,

11x1 + 9x2 < 9900
s.C 7x1 + 12x, < 8400
' 6x1 + 1617 < 9600

x120,x 20

1.6 Les formes d’un programme linéaire (Standard, Canonique, Mixte)

Il existe trois formulations du programme linéaire avec la condition de non-négativité (ou de positi-
vité ou de réalisabilité) de I'ensemble des variables x; > 0,x2 > 0,--- ,x, = 0

Forme standard \ Forme canonique \ Forme mixte
Maxz= CX Maxz= CX Maxz = C.X
SC AX=0 S.C AX<b ;. X < b; l:EMl
X=0 X=0 S.C w;. X=bieM-M
X=20

Propriété : On peut ramener les formes générales et mixtes a la forme standard ou a la forme cano-
nique et on peut passer de la forme standard a la forme canonique et vice-versa par des opérations
élémentaires.

1%7¢ opération : Minf(x) = —Max(—f(x)).

2¢ opération : on peut remplacer chaque variable par une différence de variables positives x; = x;- — x] P
0ol x; > Oetx; >0.

. . . . . oy / ”
Si une variable n’a pas de contrainte de signe, on la remplace par deux variables positives x; et x;

telles que xj = x;- —X;.
Par exemple :
Maxz = 3x1 —2xy + 8x3 Maxz = 3x1 —2x, + 8x’3 — 8x;
5x1 — 2xp +4x3 < 8 5x1 — 2xp + 4x; — 4x; < 8
- x1+ 3% +8x3 < 25 = sc X1+ 3% + 8x’3,— 8x§"< 25
9x1 4+ 6x72 — 3x3 < 17 9x1 + 6x2 — 3x5 +3x53 < 17
x1=0,x>0,x3 €R x1 >0, >0,x3>0,x5 >0
Si une variable x; est négative, on la remplace par une variable positive x; = —x;.
Par exemple :
Maxz = 3x1 —2xy + 8x3 Maxz = 3x1 —2xy — 8x;,
5x1 — 2xp 4 4x3 < 8 5x; — 2xp — 4x; < 8
e X1+ 3xp +8x3 < 25 = Ye X1+ 3xp — 8x/3,< 25
9x1 + 6xp —3x3 < 17 9x1 + 6x2 + 3x3 <17
x120,x2>20,x3<0 X120,X220,X;20

3¢ opération :
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8 Chapitre 1. Introduction Générale & Formulation d'un Programme Linéaire (Modélisation)

chaque équation a;1x1 + apx2 + - - - + aj, X, = d; peut étre remplacée par les inéquations :

ai1X1 + ApXy + -+ -+ AipXy <
X1+ apXxy + -+ aAipXy 2

ou par les inéquations équivalentes :

aj1X1 + apXxs + -+ -+ AjpXy <

d
—AX1 — ApXy — -+ — AipXny < —d;

Sile programme linéaire a une contrainte d’égalité, on la remplace par deux contraintes équivalentes,
I'une d’infériorité, 1'autre de supériorité. Les variables du programme doivent satisfaire ces deux
contraintes, ce qui revient alors a I'égalité de départ.

Par exemple :

Maxz = 3x1 —2x, + 8x3 Maxz = 3x1 —2x2 + 8x3 Maxz = 3x1 —2x2 +8x3
5x1 —2xp +4x3 < 8 5x1 —2xp +4x3 < 8
5x1 —2xp +4x3 < 8 x1+ 3x2 +8x3 < 25 X1+ 3xp + 8x3 < 25
sc N +30+8x<25 T §C 9 461 —3v3<17 S.C 9x; + 632 — 333 < 17
9x1 4 6x2 —3x3 = 17 9x; + 6x — 3x3 > 17 —9x1 — 632 +3x3 < —17
x120,x2>0x2>0 x120,x2>0,x3>0 x120,x20,x3>0

4° opération : Toute inéquation

anx1 + apxy + - 4+ apx, < d; (ou apxy +apxy + -+ + aix, = d;) peut étre remplacée par les
équations :

ainx1+apXa + -+ AipXy + Xpp; = dj avec x4 = 0
(ouajxy +apxa + -+ -+ aiuXy — Xpyi = d;j avec x,4; = 0)

X,+i est appelée une variable d’écart qu’on peut introduire dans le probléme et qui est affecté d'un
coefficient nul dans la fonction & optimiser. Les x; sont appelés des ” variables structurelles ”.

Résumé :
e De la forme générale, on peut passer a la forme mixte en procédant par les opérations 1 et 2.
e De la forme mixte et standard a la forme canonique, on procéde par 'opération 3.

e De la forme mixte et canonique a la forme standard, on procéde par I'opération 4.
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2.1 Introduction

Apres avoir illustré par des exemples, comment un probleme pratique peut étre modélisé par un
programme linéaire. Dans ce chapitre, 1'étape qui va suivre sera certainement celle de la résolution de ce
probléeme mathématique. La méthode graphique est 'une des premieres méthodes utilisées a ce sujet.

La résolution graphique d"un Programme Linéaire, consiste a représenter I’ensemble des contrainte,
par des zone d’admissibilités, sur un repeére cartésien. Et de définir la solution qui offre 'optimum du
programme.

Par conséquent, on doit se limiter a une représentation a deux variables et au plus a trois variables.
Ceci indique que dans ce chapitre on examinera seulement les programmes linéaires & deux variables
de décision.

2.2 Rappels sur les bases de 1’Algeébre linéaire

2.2.1 Espaces vectoriels

X1

X2
Soit un vecteur x € IR, celui-ci peut s’écrire: | | | ouencore:

Xn
1 sii=j
0 sinon
Les x; sont les composantes du vecteur x.

X = 2?:1 Xié;, avec e; = (sij = {
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L'ensemble des n vecteurs {¢; € R" /i = 1} forme la base canonique de R". C’est une base de 1’espace
vectoriel R".

Définition 2.2.1 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur le corps K ou K-espace vectoriel est un triplet
(E,+,.) tel que :

1) (E,+) est un groupe commutatif d'élément neutre noté O c’est a dire :

o (+) associative : Vx,y,z € E,(x+y)+z=x+ (y+z)

o (+) commutative : Vx,y € E;x+y =y +x

o ]l existe un élément neutre : 30g € E,Vx € E,0p +x = x

o Il existe un élément symétrique : Vx € E,3x' € E,x +x = O

2) Vx,y € EYA € K: A.(x+y) = A.x+ A.y distributivité par rapport a la somme des vecteurs.

3) VA, a € K,¥Vx € E: (Ax).x = A.(a.x) associativité mixte.

4) VA, o € K,Vx € E,A: (A +w).x = A.x + a. x distributivité par rapport a la somme des scalaires.
5) Vxe E:lg.x =x

les éléments de E sont appelés vecteurs , et les éléments de K sont appelés scalaires étant donné
(A, x) € K® E on écrit souvent Ax au lieu de A.x dans la suite O désignera 1’élément neutre de (E, +).

Of est appelé le vecteur nul de E.

2.2.2 Géométrie de la programmation linéaire

En particulier, nous verrons que la notion de convexité et la géométrie des polyedres et polytopes
joueront un rdle majeur dans la programmation linéaire.

Définition 2.2.2 (Ensemble convexe) Un sous-ensemble C C V d'un espace vectoriel V est convexe ssi :
VxeC,VyeC (1-A)x+AyeC VAe|0,1]

Cette définition signifie qu'un ensemble C est convexe si le segment joignant deux de ses points quelconques est
contenue dans l'ensemble C.

CONVEXE NON CONVEXE

4. 4

f \
| y ! \
| | |
1 | /
y

| B
B >

i L

FIGURE 2.1 — Ensemble Convexe et Non Convexe

Propriété 2.2.1
o [intersection d’une collection arbitraire d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

C = ;e G est convexe.
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2.2. Rappels sur les bases de 1’Algébre linéaire 11

o Si Cest convexeet p € R, I'ensemble :
BC ={x € R":x = Bc c € C} est convexe.
o Si C, D sont deux sous-ensembles convexes de V alors 'ensemble :
C+D={xeR'":x=c+d, c € C, d e D} est convexe.

Définition 2.2.3 (Combinaison convexe) Soient x1,--- ,x, € R", une combinaison convexe de x1,- - , Xk
est le vecteur

Yig = Aixi, A 20, Ty A =1
Définition 2.2.4 (Hyperplan) Soit a # 0 € R" et ¢ € R. L'ensemble défini par :
H = {x € R" : a'x = ¢} est un hyperplan de R"
Définition 2.2.5 (Polyeédre) Un polyedre P C R" est un ensemble décrit par
P={xeR":Cx=clonCeR*"etce R

Un polyedre est formé comme I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés.
Définition 2.2.6 (Point extréme et sommet)

e Etant donné un polyedre P, un vecteur x € P est un point extréme de P s'il n'existe pas deux vecteurs
Y,z #x € Pet A €]0,1] tels que

x=Ay+(1—-2A)z
e FEtant donné un polyedre P, un vecteur x € P est un sommet de P s'il existe un vecteur c tel que

cdx <clyVy#£xeP

2.2.3 Regles de calcul dans un K-ev

Proposition 2.2.1 Si (E,+,.) un K-espace vectoriel alors on a :

1) Vxe E:0.x =0

2) Vo e K:a.0g =0

) Vae K,Vxe E:ax=0<a=0Vx=0

4) Va e K,Vx € E: (—a).x =a.(—x)

5) V(a,B) € K3 V(x,y) € E?: (a — B)x = ax — Bx Aa(x —y) = ax —ay
Définition 2.2.7 (Sous espace vectoriel) Soit E un espace vectoriel sur K et F C E un sous-ensemble non
vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E s.s.s. F est un sous-groupe de (E, +) qui est stable par la

multiplication par les scalaires.
Autrement dit F est un espace vectoriel sur K avec les mémes lois interne et externe que celles de E .

Proposition 2.2.2 (Caractérisation d’un sous-espace) Soit E un espace vectoriel sur K et F C E.
Alors F est un sous-espace de E s.s.s. il vérifie les deux propriétés suivantes :

1) Og € F.
2) V(A u) e K3,V (x,y) € FP: Ax +uy € F.
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12 Chapitre 2. Interprétation Géométrique de la Programmation Linéaire

2.3 Résolution graphique d’un programme linéaire

Les problemes d’application de la programmation linéaire sont, en pratique, constitués de plusieurs
variables de décision dont la résolution nécessite 'utilisation de la méthode (algorithme) du simplexe
ainsi qu'un logiciel permettant d’optimiser un modele de programmation linéaire. La méthode gra-
phique est peu utilisée en pratique, cette méthode n’est applicable que dans le cas o1 il n'y a que deux
variables, par contre, son avantage est de pouvoir comprendre ce que fait la méthode générale du Sim-
plexe, sans entrer dans la technique purement mathématique.

Définition 2.3.1 (Solution) Une solution du programme linéaire est un ensemble de valeurs de variables de
décision qui satisfont toutes les contraintes.

Définition 2.3.2 (Solution réalisable (faisable)) Une solution réalisable du programme linéaire est un en-
semble de valeurs de variables de décision qui satisfont toutes les contraintes fonctionnelles et de non-négativité.

Définition 2.3.3 (Région (Domaine) des solutions réalisables (région de faisabilité)) La région des so-
lutions réalisables est I'ensemble de toutes les solutions réalisables du modele de programmation linéaire.

Définition 2.3.4 (Solution réalisable optimale) La solution réalisable optimale est une solution réalisable du
programme linéaire qui optimise (maximise ou minimise) la fonction objective.

Définition 2.3.5 (Solution d’un programme linéaire) La solution d'un programme linéaire dépend de la
région des solutions réalisables (vide, bornée ou non bornée) et le type d’optimisation (maximisation ou minimisa-
tion), la solution optimale du programme linéaire correspondant soit unique, multiple, infinie ou pas de solution.

Définition 2.3.6 (Sommet du polygone) On appelle sommet du polygone un point intersection de 2
contraintes a I'égalité vérifiant toutes les contraintes.

2.4 Principes de la méthode graphique d’un PL

Un probléme linéaire est résolu graphiquement en procédant comme suit :
e Représentation graphique de la région réalisable.

e Représentation graphique de la fonction objectif.

e Détermination de la solution optimale.

De maniere tres générale, la résolution d’un probléme de programmation linéaire nécessite la mise
en ceuvre d’un algorithme. La résolution d'un PL en utilisent la méthode graphique pour déterminer
la solution optimal, il y un algorithme a suivre pour résoudre un programme linéaire en utilisant la
méthode graphique présente ci-dessous :

2.4.1 Exemple'

Afin d’illustrer le processus de résolution d'un programme linéaire avec 2 variables de décision par
la méthode graphique, nous considérons le programme linéaire suivant :

Max z =400x71 + 800x,

x1 + x2 < 10000 (1)
2x1 + 6xp < 48000 (2)
3x1 + xp < 24000 (3)
x120,x 20

S.C

1. Exemple du cours du Prof. Anne-Marie Charles, I'Université Paris-dauphine
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Algorithm 2.1 Méthode Graphique

1:
2:

10:

Réaliser un repere orthonormé (OX;X>)
Représenter graphiquement les droites (équations provenant des inéquations) c.-a-d tracer les
contraintes (fonctionnelles et de non-négativité) et déterminer le demi-plan fermé satisfaisant
chaque contrainte.
Tracer la région réalisable (admissible) (IP), c’est I'intersection entre tous les demi-plans satisfaisant
les différentes contraintes.
Si (P est borné) Alors la solution optimale existe.
Si (IP est non borné) Alors on distingue les deux cas suivants :

Si (le probléeme est a maximiser) Alors aucune solution.

Si (le probleme est a minimiser) Alors une solution optimale existe.
Chercher tous les points sommets de (IP) et parmi ceux-ci, choisir le point qui rend 1’objectif optimal
par deux méthodes :

Méthode de recensement des sommets.

Meéthode des droites paralleles (Repérage géométrique).

Le PL peut étre résolu de maniere graphique en suive le processus qui donne par 'algorithme 2.1 :

Etape 1 : Réaliser un repére orthonormé (OX;X;).

Une des conditions de la réussite de notre représentation graphique est le choix d"un systéme d’axes.

Un mauvais choix peut rendre notre représentation non claire et imprécise.

x2

] 1 2 3 4 5 6 1 8 ]

FIGURE 2.2 — Systeme d’axes

A cause des contraintes de non-négativité des variables de décision, nous nous intéressons seule-

ment au cadran positif (voir figure 2.2 ci-dessus). Cette région s’appelle la région des solutions possibles
du probleme.

Un bon choix se base sur une lecture des différents parametres du programme linéaire. Dans notre

cas, on ne peut qualifier de bon, le choix de 100 comme unité dans les deux axes.

Pour I'exemple, on peut choisir le systeme d’axes présenté dans la figure 2.3.

Etape 2 : Représentation graphique des contraintes.

Parmi les solutions possibles d'un probléme, il y a ceux qui vont satisfaire toutes les contraintes

du programme, appelés solutions réalisables, et ceux qui vont satisfaire une partie ou aucune de ces
contraintes, appelés solutions non réalisables.

Une représentation graphique des inégalités (des contraintes) va nous permettre de déterminer 1'en-

semble des solutions réalisables.

l'interprétation graphique d"une contrainte (1) : x; + x> < 10000.

e La droite x; + xo = 10000 passe par les points (0,10 000) et (10 000,0) et divise le plan en 3 parties :
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10000

8000

6000

4000

2000

X

0 2000 4000 6000 8000 10000

FIGURE 2.3 - Le systeme d’axes choisi pour I'exemple

— La partie au dessus de la droite correspond a 1’ensemble des points tels que x; 4 x, > 10000.
— La partie en dessous de la droite correspond a I'ensemble des points tels que x; + x < 10000.
— La partie sur la droite correspond a I'ensemble des points tels que x1 + x = 10000.

e La solution du probleme sera en dessous ou sur la droite

e Répéter ce raisonnement pour tous contraintes donne une région convexe appelée un polyédre.
Cette région correspond a I'ensemble des points réalisables.

Etape 3 : Tracer la région réalisable.

A chaque couple de variables x; et xp, on associe un point du plan dont les coordonnées corres-
pondent aux valeurs des variables.

Les variables étant positives, ces points sont situés dans ’orthant positif.

Chaque contrainte permet de délimiter une partie du plan. Par exemple, la droite d’équation x; +
xp = 10000 définit 2 demi-plans.

Au-dessus de cette droite, les coordonnées des points du plan vérifient x; 4+ x, > 10000. On est donc
conduit a exclure ces points.

Les solutions réalisables du probleme correspondent aux points du plan situés a l'intérieur du
polyedre P : O A B C D et sur ses bords (voir la figure 2.4).

On fait de méme pour les 2 autres contraintes. On trace les droites d’équation x; + 2x, = 48000 et
3x1 + x2 = 24000 et on élimine les points situés au-dessus de ces droites.

Etape 4 : Chercher tous les points sommets de (P).

Le probleme est de connaitre qu’elle est la droite qui correspond a la valeur maximal (minimal) de
la fonction objectif ?

Il s’agit maintenant de déterminer parmi tous ces points celui ou ceux qui correspondent a la plus
grande valeur possible pour la fonction objectif 400x; + 800x

Considérons la droite d’équation 400x; + 800x2 = k ot k est une constante. Tous les points situés sur
cette droite donnent a I’expression 400x; + 800x, la méme valeur k. Ils sont équivalents du point de vue
du profit.

Si on déplace cette droite vers la droite, la valeur de k augmente. Dans notre exemple, la valeur limite
pour k est obtenue pour la droite passant par le point B (voir la figure 2.5).

On peut conclure que sur I’ensemble du domaine des solutions réalisables, celle qui donne la plus
grande valeur a la fonction objectif correspond au point B dont les coordonnées peuvent étre calculés
comme point d’intersection des contraintes (1) et (2).

La solution optimale du probleme est x; = 3000, et x, = 7000. La valeur maximale de la fonction
objectif est : 6800000.
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X2

10 000

8 000~

Domaine
des solutions
réalisables

\ N\ ’
8000 10000 X1

FIGURE 2.4 — Ensemble des solutions réalisables.

x2 4 (3)

10 000 N (1)

8 000™

B . [Solution optimale |
N

k croissant
400x4 = 800x2 =k

\ N >
8ooo 10000 X1

FIGURE 2.5 — Déterminer la solution optimale.

On dit que les contraintes (1) et (2) sont saturées ou liées : elles sont vérifiées avec égalité a I’optimum
alors que la contrainte (3) est non saturée ou non liée : il y a une marge entre la valeur de son premier et
celle de son second membre a I’'optimum.

2.5 PL résolu par la méthode graphique (Pratique)

Dans cette section on donne quelques exemples de résolution graphique de problémes linéaires
relatifs au différents cas possibles :
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Probléeme de maximisation

Max z = 100x7 + 200x> ‘““f: 4 f_f 2
(1 + x2 < 150 (1) A _:}: 5\
dxy +2x, < 440 (2) 110 [ q—\:‘z__?_____-__%_ |
SC  qxi+4r <480 (3) ZwN Y e
x1 <90 (4) | | {:HHSIM .
(x1 2 0,x2 20 I £ x

La solution optimale est B(40,110)

Probléme avec solution non bornée

L 3

o

Max z = —2x1 + 3x, ] -
-
X <5 (1) ¢ 1 -
S.C 2x1 —3x, < 6 (2) | .--"'f
X1>0,XZ>O z=g/____.-'£] :T"I ! r:‘\-l

On peut augmenter la valeur de la fonction objectif dans la direction
des fleches indéfiniment donc la solution est non bornée.

Probleme impossible

Maxz = 3x1 + 2x7 T
X1 +2x; <2 (1) — T —
s.C 201 4+4x,>8  (2) H"‘L T
x120,x0 >0 — ., %

L'espace des solutions réalisables est vide,
il est I'intersection des deux zones grises de la figure ci-dessus
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Probléme a solutions multiples

F 3
b -
[
Maxz = x1 + 3x2 (4
201+ 63 <30 (1) I —— )
1 —
se m=10 @ T~
' Xy >4 (3) .
x120,x >0 10 X
=0
L'ensemble des points décrit par le segment
[AB] représente les solutions optimales du probleme linéaire
Probleme de dégénérescence
- .
Max z = X1+ X 2
(o
(3%, +1i)x2 <40 (12) T | B (3)
S.C g 2) T
w5 o |~
\x1>0,x220 o I /ﬁ | =:—;|
Z=0

La solution optimale B(10,5) est dite dégénérée
si trois contraintes concourent en ce point.
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3.1 Introduction

On a présenté dans le chapitre précédent une procédure graphique pour résoudre un programme
linéaire a deux variables. Par contre, dans la plupart des problémes réels, on a plus que deux variables a
déterminer. Il nous faut donc une méthode d’optimisation d’un modele de programmation linéaire qui
peut s’appliquer efficacement peu importe le nombre de variables dans le modele. Par conséquent, une
procédure algébrique pour résoudre les programmes linéaires avec plus que deux variables fera 1’objet
de ce chapitre. Pour ce faire, on utilise I’ Algorithme du simplexe.

Un programme linéaire (PL) mis sous la forme particuliere ot toutes les contraintes sont des
équations et toutes les variables sont non négatives est dit sous forme standard. Dans ce chapitre, I'algo-
rithme du simplexe (G. B. Dantzig 1947) est un algorithme itératif permettant de résoudre un probleme
de programmation linéaire.

Dans l'algorithme du simplexe, on commence par transformer le programme linéaire a traiter en un
programme linéaire équivalent sous forme standard. Il ne reste alors plus qu’a déterminer une solution
optimale d"un programme linéaire sous forme standard.

L’algorithme du simplexe consiste a se déplacer d"'un sommet du polyedre en un autre sommet du
polyedre tout en augmentant 1’objectif (économique). Ce raisonnement est valable parce que le polyedre
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des solutions réalisables est convexe : il n'y a pas de risque de se trouver coincé dans un minimum local.
La convexité découle du fait que les contraintes sont données par des expressions linéaires.

3.2 Mise sous forme standard

La mise sous forme standard consiste a introduire des variables supplémentaires (une pour chaque
contrainte) de maniere a réécrire les inégalités (< ou >) sous la forme d’égalités. Chacune de ces va-
riables représente le nombre de ressources non utilisés. On les appelle variable d’écart.

La forme standard s’écrit donc :

Maxz = €1X1 + CoXo + - -+ + CpXy
a11X1 + apxy + - -+ ayx, e = by
Max Z(x) = cT.x A21X1 + A20X2 + + - + A2 Xy + €2 = by
Ax+E=D = s Lo
x=0,E=>0 Am1X1 + pXo + -+ + AunXn + em = by
x120x20-,x,20
e120,ep020,---,e, 20

La forme standard du programme linéaire de I'agriculteur est :

Max Z = 100x; 4+ 200x, Max Z = 100x7 + 200x,
(X1 + x, < 150 (x1 4+ x +e; =150
4x1 + 2xy < 440 Forme 4x1 + 2xp + e = 440
S.C < x1 +4x, < 480 stamdard S.C 4 x1 + 41y + €3 — 480
x1 <90 x1 +eg = 90
(X1,%2 20 X1, %2,€1,€2,€3,64 2> 0

L'impact de ces variables d’écart sur la fonction objectif est nulle. Ceci explique le fait que leur exis-
tence soit tout simplement liée & une mise en forme du programme linéaire initial. Ces variables d’écart
peuvent prendre des valeurs non négatives. Le fait de donner la valeur des variables d’écart a I’optimum
donne une idée du nombre des ressources non utilisées.

3.3 Variables de base et variables hors base

Considérons un systeme d’équations a n variables et m équations ot n > m. Une solution de base
pour ce systeme est obtenue de la maniere suivante :

1) On pose (n — m) variables égales a 0. Ces variables sont appelées variables hors base (V.H.B.).

2) On résout le systeme pour les m variables restantes. Ces variables sont appelées les variables de
base (V.D.B.)

3) Le vecteur de variables obtenu est appelé solution de base (il contient les variables de base et les
variables hors base)

Une solution de base est admissible si toutes les variables de la solution de base sont > 0.
Il est vraiment important d’avoir le méme nombre de variables que d’équations.

3.4 La Méthode du Simplexe sous forme des tableaux

La méthode de simplexe sous forme des tableaux commence par l'identification d"une solution
réalisable de base et ensuite, elle essaye de trouver d’autres solutions réalisables de base jusqu’a at-
teindre a la solution optimale. Ainsi, on doit, tout d’abord, retrouver cette solution réalisable de base.
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Début

h 4

Ecrire le systéme sous forme standard

N

Construire le premier tableau cor-
respondant a la forme standard

h 4

Choisir les variables & introduire dans la base : choi-
sir le coefficient le plus fort de la fonction économique.

¥

Choisir les variables a enlever da la base : (Rapport : second
membres / coefficient de la variable choisie) retenir le plus faible.

h 4

Encadrer le pivot.

h 4

Multiplier la ligne du pivot par le rapport 1/valeur du pivot

4
Calculer les valeurs des autres linges :
Ei; = Ej;"[(Ai/Pivot) x linge du pivot]

A;j : Coefficient de la colonne du pivot (i : linge, j : colonne)

¥

Les coefficients de la fonc-

Le principe de résolution nécessite un certain nombre d’étapes contenu au travers de 1’algorithme
du simplexe sous forme des tableaux dont la démarche est la suivante : (Figure 3.1)

No

tion objectif (économique)
sont-ils tous nuls ou négatifs 7

FIGURE 3.1 — Algorithme du simplexe de la méthode des tableaux
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La résolution par 'algorithme du simplexe se déroule selon 8 étapes avant un nouveau passage.
1% étape : Ecrire le systéme sous forme standard

Il s’agit convertir le programme établi sous forme canonique (systéeme d’inéquation) sous la forme
standard (systeme d’équation avec variable d’écarts). Les variables d’écart introduites au cours de cette
transformation représentent les contraintes techniques et commerciales disponible qu’il contient de sa-
turer.

Forme canonique Forme standard avec les variables d'ecarts eq, e, €3, ¢4
Max Z = 100x71 4+ 200x; Max Z = 100x7 + 200x;
X1+ xp < 150 X1+ x2 +e1 =150
4x1 4+ 2xp < 440 = 4x1 4+ 2xp + e = 440
S.CQ x1+4x, <480 S.C < x1+4x, +e3 =480
x1 <90 x1+e4 =90
x1,% 20 X1,X2,€1,€2,€3,e4 = 0

2¢ étape : Construire le premier tableau correspondant a la forme standard

Coefficient E;;

[Variable d’écart]

T x9 €1 | €2 | €3 | €4
1 [ 1 N\1]0]0]0 150
(Valeur en base ] | 1 [ 2 [0 [1]0]0 44.)
1 [ 2 [0]0] 10480
1T [0 o]0 ]0 |19
Max |[T1007[ 1200010070000 00 0

{Fonction objectif (économique) }

3¢ étape : Choisir les variables a introduire dans la base : Pour cela choisir le coefficient le plus fort
de la fonction économique

Les coefficients de la fonction économique (MAX) est 200. Ainsi il s’agit de la variable x, qui rentre
en base.

e |
ee || 1] 1 |1]0]0]O0]150
eo || 4| 2 [0]1]0]0]440
es || 1] 4 |0|0]1]0]480
es || 1] 0O |0o]Oo]O]1]9
Max || 100|200/ 0 |0 |0 |0 | O

4¢ étape : Choisir les variables a enlever da la base : (Rapport : second membres / coefficient de la
variable choisie). Retenir le plus faible.

Le seconde membre, nous retenons la valeur la plus faible (120) du rapport second membre (en gras)
/ coefficient de la variable choisie. Ainsi la variable e3 (encadre gras) est la variable & enlever de la base.
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4
X1 | X2 | e1 e e3 ey 2¢ membre
e1 1 1 1 0 0 0 150 150/1 =150
e 4 2 0 1 0 0 440 440/2=220
- 1 4 0 0 1 0 480 480/4=120 <«
ey 1 0O 0 0 0 1 90 90/0 =0
Max 100 200 0 O O O 0

5¢ étape : Encadrer le pivot.

L’élément 4, a l'intersection de la ligne relative a la variable sortante e3 (dite ligne pivot) et de la
colonne relative a la variable entrante x; (dite colonne pivot) est 1’élément pivot. (C’est I'élément cerclé

dans le tableau).
#h
i1

\1’1 €1 () €3 ()
el 11 1100 o150
€ 4 2 0| 1] 0] 0 |440
es3 1 4 0| 0| 1] 0480
e4 1 0 0|01 1] 90
Max || 1007/ 200 [ 0 R0 [0 [0 [ 0

Ligne du pivot Pivot

6° étape : Multiplier la ligne du pivot par le rapport : [1/valeur du pivot] (ou diviser la ligne du pivot
par le pivot).

1 T e1 €9 €3 €4
E . I
i e
T2 |l 11 0 0 1/4 0 120
1/Pivot — %
Max

7¢ étape : Calculer les valeurs des autres linges.

E;j = E;j~[(Ajj/ Pivot) * linge du pivot]

Cette opération consiste a transformer E;; des autres lignes en E
Ajj : Coefficient de la colonne du pivot (i : linge, j : colonne).

!

j- nous effectuons un calcul matriciel.

Remarque 3.4.1

o Dans la ligne du pivot, les variables qui sont affectées des coefficients 0, on recopiera ces colonnes.

o Dans la colonne du pivot apparait un zéro, on recopie la ligne.
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H X1 ‘xz\el‘ez‘ e3 ‘64\2emembre

-1/4] 0| 30
|7/2]0]0]1]-1/2]0] 200
|1/4|1]0]0]1/4|0]| 120
| 1t JofJofol o 1] %0

Max || 50 | 000 -50 | 0] -24000

8¢ étape : Les coefficients de la fonction économique sont-ils tous nuls ou négatifs? (si oui nous
sommes a l’optimum, sinon (non) nous effectuons un nouveau passage).

Les coefficients de la fonction économique ne sont pas tous nuls ou négatifs (50) il convient d’effec-
tuer un nouveau passage.
Nouveau passage

e Choisir les variables a introduire dans la base. Pour cela choisir le coefficient le plus fort de la
fonction économique.
Le coefficient de la fonction économique (MAX) est 50. Ainsi il s’agit de la variable x; qui rentre
en base.

e Choisir la variable a enlever de la base (rapport : second membres /coefficient da la variable choi-
sie). Retenir le plus faible.
Le second membre, nous retenons la valeur la plus faible du rapport second membre / coefficient
de la variable choisie. Ainsi la variable e; est la variable a enlever de la base.

| 21 | x2]ei|ea| es |eq| 2¢ membre
e -1/4| 0| 30 30/(3/4) =40
e2 |[7/2|0]0|1]-1/2|0 200 200/(7/2)=400/7
x |[1/4] 100 |1/4]0]| 120 120/(1/4) =480
eg |[ 1 JO]O]O] 0O |1] 90 90/1=90
Max || 50 |0 |0 |0 ]| -50 | 0| -24000

[y

e Le pivotestégala 3/4.
e Multiplier la ligne du pivot par 4/3 (ou diviser la ligne du pivot par le pivot : 3/4)
e Calculer les autres valeurs des lignes.

H X1 ‘ X ‘ e1 ‘ e ‘ es3 ‘ ey ‘ 2¢ membre
[ 110 #3 [o] /3 [0] 40
| oo -14/3]1]| 2/3 |0 60
fo|1] -1/3 0| 1/3 |0]| 110
|ofjo| 43 0] 1/3 | 1] 50
Max || 0 | 0 | -200/3| 0 |-100/3 | 0 | -26000

Les coefficients de la fonction économique sont tous nuls ou négatifs, fin de l'algorithme du sim-
plexe. La solution qui rend optimal le programme de production est le suivant :
La marge sur cout variable maximum = 26000 dinars. Les quantités surfaces x; = 40, x, = 110, et on
constate que les deux variables d’écarts e; et e3 correspondant a les deux contraintes de Terrain et Main
d’ceuvre n’est pas saturées. Par contre e; la variable d’écart traduisant la contrainte eau et e4 la variable
d’écart correspondant a la contraint les limitations du bureau du périmetre irrigué sont saturées.
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3.5 Résolution d’un programme linéaire par la méthode des variables arti-
ficielles

Compte tenu de tout ce qui précede, tous les programmes linéaires qu’on a traité sont du type :
Maximiser une fonction linéaire sous contraintes de type inférieur ou égale (et avec un second membre
positif). Or dans beaucoup de problemes réels, on peut retrouver des contraintes de type supérieur ou
égale et/ou de type égale, ainsi que des problemes ol1 on a minimiser au lieu de maximiser.

En effet, on étudiera les modifications a apporter a la méthode du simplexe pour qu’elle puisse
résoudre tous ces types de programmes.

Dans une contrainte du type ” > ”, une variable d’écart positive apparait précédée d'un signe ”—".
La présence de ces signes ”—" ne nous permet plus de prendre les variables d’écart comme variables de
base dans le premier tableau.

Pour résoudre le probleme, on introduit de nouvelles variables appelées variables artificielles. Une
variable artificielle est une variable fictive introduite spécialement pour engendrer une solution de base
accessible. Elle n’a pas de signification économique.

L'une des méthodes utilisées pour éliminer les variables artificielles de la base est la méthode des
variables artificielles (Grand M ou Big M) elle consiste essentiellement a appliquer l'algorithme du sim-
plexe en optimisant la fonction objective dont les variables artificielles auront été fortement pénalisées,
rendant ces variables peu intéressantes sur le plan économique, comme variable de base.

3.5.1 Principe de 1a méthode des variables artificielles

L’introduction de variables artificielles permet de résoudre le probleme posé par les contraintes ”
> ”. Quand un programme linéaire comporte une contrainte ”>”, la contrainte de positivité liée a la
variable d’écart n’est pas respectée pour la forme standard.

Soit la contrainte : x + 2y + z > 16.

Prenons une solution qui respecte la contrainte. Par exemple, (5, 5, 5) donne 5 + 10 + 5 = 20. Dans la
forme standard, la variable d’écart e; qui permet 1’égalité est telle que : 20 + e; = 16, soit ey = —4 (ce qui
ne respecte pas la condition e; > 0). La forme standard de la contrainte est donc : x + 2y +z — e; = 16.

La variable e; est alors mise hors base, et I'introduction dans la base d’une variable artificielle A4,
positive ou nulle, affectée du coefficient 1 permet d’obtenir une solution de départ admissible : x 4 2y +
z —e1 + A; = 16. Les variables hors base sont : x = y = z = ¢; = 0, et en base A; = 16 (ce qui respecte
A1 > 0).

3.5.2 Les variables artificielles

Considérons le programme linéaire suivant :

Max Z = 5x1 + 6xp

—x1+x <4
SC 5X1 +3XZ =60

x2>5

x1,%2 20

L'introduction des variables d’écart dans le programme linéaire donne

Max Z = 5x1 + 6xp + 0e; + Oep
—xX1+x4+e =4

5x1 4+ 3xp, = 60
Xo—ery=2>5

S.C
X1,X2,€1,€2 > 0
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Afin de générer une solution réalisable de base initiale pour la méthode de simplexe, on a annulé les
variables de décision x; et x;. Ceci nous permet de commencer a partir de I’origine O. Or, on vérifie bien
que 'origine n’est pas une solution réalisable. La question qui se pose est comment nous allons réécrire
le programme de maniere qu’on puisse construire le tableau de simplexe initial a 1’origine.

Pour arriver a cette fin, on doit ressortir une astuce mathématique qui se résume a I'introduction de
nouvelles variables, dite variables artificielles A1 et Aj.

Ces variables n’ont aucune interprétation, comme leur nom l'indique, ils sont congus artificiellement
pour nous aider a utiliser la procédure de simplexe et a formuler le tableau initial a partir de l'origine.

Si on ajoute ces deux variables artificielles A; et A, respectivement a la 2¢ et 3° contrainte, le pro-
gramme devient le suivant :

Max Z = 5x1+6xp+ - - -
—xX1+x2+e =4

5x1 + 3x, + A1 = 60
Xo—ex+Ar=5
X1,X2,€1,€2, A1, Az 2 0

Ss.C

Maintenant on peut obtenir une solution initiale de base du systeme d’équations.

Sion pose x1 = xp = 0. La solution initiale est: x; =0, x, =0,e; =4,e0 =0, A; = 60, A, = 5.

On peut conclure que tant que les variables artificielles restent dans la base, la solution demeure non
réalisable réellement pour notre programme.

Une maniere pour garantir que ces variables artificielles sortent de la base avant d’atteindre la solu-
tion optimale est de leur associée un grand cotit (—M) dans la fonction objectif. Ainsi, si ces variables
restent dans la base ils vont causer une diminution importante de la valeur de la fonction objectif. Ce
qui nous contraignent a les faire sortir le plutdt possible de la base.

La fonction objectif s’écrit donc : Max Z = 5x1 + 6xp — MA; — M A, avec M un tres grand nombre.

Définition 3.5.1

1) Introduire une variable artificielle par contrainte >. La variable d’écart de la contrainte, affectée du coeffi-
cient —1, est mise hors base.

2) Elles permettent simplement I'égalité dans la forme standard et ne sont pas une donnée du probleme. En
conséquence, elles doivent étre nulles a I'optimum. Pour cela, il faut les faire sortir de la base en leur donnant
un coefficient fortement pénalisant dans la fonction économique :

— S’il s’agit d’une maximisation, le coefficient affecté a la variable est trés négatif : —M.
— S’il s’agit d’une minimisation, le coefficient affecté a la variable est trés positif : +M.

M étant suffisamment grand pour qu’on soit siir que (A;) est exclue de la solution optimale.

3.5.3 Résolution des probléemes de maximisation

Max Z = 100x1 + 500x; + 200x3
x1 + 3xp + x3 < 10000
5.C ¢ 2x1 + xp + x3 > 5000
x1,%2,x3 =0
Max Z = 100x1 + 500x2 + 200x3 + Qe; + Oe; — M A4
x1 4+ 3x2 4+ x3 4+ e1 = 10000
S.C < 2x1 + xp +x3 —ex + Ay = 5000
X1, X2, x3,€1,€2, A1 = 0

Soit le programme linéaire :

La forme standard de ce programme est :

D’apres la deuxiéme contrainte :
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A1 =5000—2x1 —xp —x3+ e
D’ou

Z = 100x71 4 500x; + 200x3 + Oeq + 0ex; — M (5000 — 2x1 — xp — x3 + €2)
Z = 100x1 + 500x, + 200x3 4 0eq 4 Oex 4+ 2x1 M + xoM + x3M — e M — 5000M
Z = (100 4 2M)x1 + (500 + M)xz + (200 + M)x3 + (0 + 0)e; + (0 — M)e, — 5000M

Z = (100 +2M)x1 + (500 + M)x + (200 + M)x3 4 (0 + 0)e; + (0 — M)e; — 5000M
x1 + 3x2 + x3 + e1 = 10000
S5.C < 2x1 + xp +x3 — ey + Ay = 5000
X1,X2,X3,€1,€2, A1 >0
En appliquant de ces modifications, le tableau de simplexe initial est e; et A les variables de bases
Les autres sont des variables hors bases.

Doncle PL:

| x| x| % |a| e 4]
e | 1 | 3 | 1 |1] 0 | 0] 10000
Ay || 2 | 1 | 1 |o| -1 | 1] 5000
Max || 100 | 500 | 200 [0 | O | 0O 0
+2M | +IM | +IM | 0 | -IM | 0 | +5000M
Encadrer le pivot
Lo | % [ |al e |4 R
ee || 1 | 3 | 1 |1 0 | 0] 10000 10000/1 = 10000
Ar | 2 | 1 | 1 |Oo| -1 | 1] 5000 <« 5000/2=2500
Max || 100 | 500 | 200 [0 | 0 | O 0
+2M | +IM | +IM | 0 | -IM | 0 | +5000M

T 2M est le plus fort coefficient positif

La variable entrante est x; (100 +2M > 500 + M et 100 + 2M > 200 + M avec M assez grand) et la
variable sortante est A;. Le tableau de simplexe qui suit est :

|| % | x5 |a] o | 4] R
o522 1 [1]1/2 1/2\ 7500 <« 7500/(5/2) = 3000
| 1] 05 | | 0 ]-1/2 ] 1/2 | 2500 2500/ (1/2) = 5000
Max || 0 | 450 | 150 | 0 | 50 | -50 | -250000
+0M | +OM +OM | -M +0M

T 450 est le plus fort coefficient positif
Remarque 3.5.1 La seul variable artificielles Ay sortir de la base. Et leurs effets nets est maintenant négatif et
tres élevé, elles ne pourront donc pas étre sélectionnées a l'itération suivante, ni méme ultérieurement comme on

peut facilement le constater. Donc on peut supprimer du tableau la colonne relative a A;.

La sortie de la base d'une variable artificielle étant définitive, sa colonne peut étre supprimée.
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X1 | x| X3 el e2
X1 0| 1] 2/5]2/5]|1/5 3000
X2 110 (3/10|-1/5|3/5 1000
Max || 0 | O | -30 | -180 | -40 -1600 000

Le tableau ci-dessus est optimal car tous les effets nets sont négatifs ou nuls. Donc la solution opti-
male est: x; =1000, x =3 000, x3 = 0 et Z =1 600 000. Une variable artificielle n’apparait jamais dans
la base du tableau final si on a atteint une solution optimale accessible.

3.5.4 Résolution des problemes de minimisation

Il y a deux manieres de résoudre un probleme de minimisation en utilisant la méthode de simplexe.
La premiére méthode nécessite le changement de la régle de choix de la variable entrante. Dans un
probleme de maximisation la regle est de choisir comme variable entrante celle qui a le plus grand effet
net positif non nul. Ceci parce que notre objectif est de choisir la variable qui en entrant dans la base va
engendrer un profit supplémentaire et ainsi accroitre la valeur de la fonction objectif. Pour un probleme
de minimisation, on va utiliser la régle inverse. C’est-a-dire la variable entrante est celle a laquelle on
associe la plus petite valeur négative non nulle de 'effet net.

Ceci va nous amener aussi a changer notre régle d’arrét de la procédure de simplexe et de définir le
tableau optimal, comme celui ol tous les effets nets sont positifs ou nuls.
Résume

e Choix de la variable entrante : Dans un probleme de minimisation, la variable entrante est la
variable hors base qui a le coefficient “le plus négatif” dans la fonction économique.

e Tableau optimal et solution optimale : Dans un probleme de minimisation, on obtient un tableau
optimal dés que tous les coefficients de la fonction économique sont positifs ou nuls.

Essayons d’appliquer la méthode de simplexe sur le probleme de médecine :

MinZ = x1+ xp
2x1 4+ xp > 12
5x1 +8xy, > 74
X1+ 6x0 = 24
x120,x 20

S.C

Pour permettre a la méthode de simplexe de démarrer de I’origine, il faut comme on 1’a déja vu dans
le cas de probleme de maximisation, introduire les variables artificielles. Avec les problemes de maxi-
misation on attribue a ces variables un coefficient (—M) dans la fonction objectif pour les contraindre
a quitter la base rapidement. Dans le cas de problemes de minimisation, on a intérét a changer le coef-
ficient de ces variables en M (M trés grand) afin d’arriver au méme résultat et de les faire sortir de la
base.

Avant de construire le tableau de simplexe initial, on réécrit le programme linéaire relatif au
probleme de médecine avec les variables artificielles.
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MinZ = x1+x2+ MA1 + MAy + MAj;
2x1+xp —e1+ A1 =12
5x14+8xp —ep + Ay =74

X1 +6x, —e3+ Az =24
X1,Xp,€1,€3,63,A1,A, A3 >0

S.C

D’apres la premiere contrainte : Ay =12 —2x1 — x2 +¢;
D’apres la deuxieme contrainte : Ay =74 — 5x1 — 8x2 + &2
D’apres la troisieme contrainte : A3 = 24 — x; — 6x2 +- €3
D’ou
Z = xq —|-XZ—|-M(12—2X1 —XZ—|—€1) +M(74—5X1 —SXQ—i—EQ) —|—M(24—X1 —6XQ—|—€3)
Z = x1+ xp — 8Mx1 — 15Mxy + Mey + Mey + Mes + 110M
Z = (1 — 8M)x1 + (1 — 15M)XZ + Mej + Mey + Mes + 110M

Le tableau de simplexe initial est :

| x| 2 |ele|e|A|d]As] |
Al 2 ] 1 |1|o|o]1]|0]|0]| 12 | 12/1=12
A 5| 8 |o|-1]o]o0o|1]|]0] 74 | 74/8 = 37/4
Ay 1| 6 |O|O|-1] 0| 0| 1] 24 |+ 24/6=
V4 1 1
SM|-ISM | M M| |M| 0| 0| 0 | -110M
T 1-15M est le plus négatif
Apres 4 itérations, on trouve le tableau de simplexe optimal suivant :
X1 | X2 e1 () €3
x| 1[0 ]|-8/11|1/11 | 0 8
e3 || 00 2 -1 1 26
x| O |1 ]5/11 |-2/11] 0 2
Z|(|0|0]3/11|1/11 |0 -10

On retrouve la méme solution obtenue par la méthode graphique :
x1=8,x =2,e1=0,ep0=0,e3=26etZ =10

Apres avoir vérifié que le second membre des contraintes est positif, le tableau suivant résume les
transformations a faire subir a notre programme linéaire avant de le résoudre par la méthode de sim-
plexe :
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TABLE 3.1 — Résumé de la transformation

Quand la contrainte est de type

Pour la fonction objectif d'un probleme de

Maximisation

Minimisation

I) 7 <” Ajouter une variable d’écart

Attribuer un coefficient nul pour la variable d’écart

II) 7 = " Ajouter une variable
d’écart et une variable artificielle

Attribuer un coefficient (—M)
pour variable artificielle

Attribuer un coefficient (M)
pour la variable artificielle.

III) ” > 7 Ajouter une variable arti-
ficielle et une variable d’écart avec
un signe ”—"

Attribuer un coefficient nul
pour la variable d’écart et
un coefficient (—M) pour va-
riable artificielle

Attribuer un coefficient nul
pour la variable d’écart et un
coefficient M pour variable
artificielle.

3.6 Calculs matriciels (Rappelé)

3.6.1 Représentation matricielle et notations

Une matrice est un tableau rectangulaire d’éléments, généralement des nombres ou des fonctions.
Ces grandeurs sont généralement des réels ou des complexes. Dans la suite, nous ne considérerons que
des grandeurs réelles. Une matrice A de dimension m x n est notée A € R"*". Cette matrice est une
matrice de m lignes et de n colonnes :

a11 An

A= [IZZ‘]'] =

Am1

aij
Amn
Une matrice V qui ne comporte qu’une seule colonne, V € R™*1, est appelé un vecteur colonne :
01
V=
Um
Une matrice V qui ne comporte qu’une seule ligne, V € R1*", est appelé un vecteur ligne :
V= [Z)l

vy |

Par convention, tout vecteur est désigné comme une matrice colonne. Si m = n, alors la matrice est
carrée.

3.6.2 Opérations élémentaires sur les matrices

Définition 3.6.1 (L’addition matricielle) L’addition matricielle n’est définie qu’entre deux matrices de méme
dimensions. La matrice résultante est de ln méme dimension que les matrices additionnées et chacun de ses éléments
est la somme des éléments des deux matrices correspondant a la méme ligne et a la méme colonne.

Soient A € R™*" et B € R™*". L'addition de ces deux matrices est donnée par :

C = [cij] = laij + by]

Onlanote:C=A+B,C e R™"
1l en va de méme pour la soustraction, au signe pres. La soustraction des matrices A et B est donnée par :

C= [Ci]'] = [Eli]' — b,]]
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Onlanote:C=A—B,C ¢ R""

On a les propriétés suivantes :
1) A+ B = B+ A Commutativité (commutative law).
2) (A+B)+C = A+ (B+ C) Associativité (associative law).
3) A+0=A
4) A+(=A4)=0
Définition 3.6.2 (Multiplication par un scalaire ) La multiplication entre une matrice et un nombre scalaire

donne une matrice dont chaque élément de la matrice est multiplié par le scalaire. Etant donné A € R™ " une
matrice, et b un scalaire, alors les éléments de la matrice C résultante sont donnés par :

Cz] =b=x az-]-
La matrice C = bA est de méme dimension que A, C € R™*"

Définition 3.6.3 (La multiplication matricielle) La multiplication entre deux matrices n’est définie que
lorsque leurs dimensions son compatibles : le nombre de colonnes de la matrice a gauche de I'opérateur doit corres-
pondre au nombre de lignes de la matrice a droite de I"opérateur.

Si A € R™"etsi B € R"P, la multiplication entre les matrices A et B donne une matrice C de dimensions
m X p telle que tous ses éléments :

Cij = Yg—1 @ik * by
On note cette opération : C = A B = AB

Les propriétés élémentaires de la multiplication matricielle sont :

1) AB # BA La commutativité n’est pas toujours vraie (the commutative law is usually broken).

2) C(A + B) = CA + CB Distributivité a gauche (distributive law from the left) avec A, B € R"™*" et
C e R™*P

3) (A+ B)C = AC + BC Distributivité a droite (distributive law from the right) avec A, B € R"™*" et
C e R™7

4) A(BC) = (AB)C Associativité (associative law) avec A € R"*" et B € R"*? et C € RP*1

Définition 3.6.4 (Transposée) La transposée d'une matrice A est la matrice AT (notée parfois aussi A') définie
par: A € R™" et AT € R™™

A= [aij]mxn ’ AT = [ﬂji]nxm
Pour écrire la transposée d’une matrice, il suffit de transformer ses lignes en colonnes ou colonnes en lignes.

Définition 3.6.5 (Matrice inverse et pseudo-inverse) Une matrice A est inversible si et seulement s’il existe
une matrice B et une matrice-unité I telles que AB = BA = 1. S'il en est ainsi, B est appelée inverse de A et est
notée A=1..

Proposition 3.6.1

o Une condition nécessaire pour qu’'une matrice A soit inversible est que A soit carrée.

e Soit A une matrice carrée inversible, son inverse A~ est unique, et est une matrice carrée du méme ordre,
inversible et (A~1)~1 = A.
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o Une matrice carrée inversible A est réguliere (i.e. AB = AC = B = Cet BA=CA = B = C); une
matrice carrée non-inversible est dite singuliere.

e Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme ordre, alors la matrice produit AB est inversible et
(AB)"l =B 1AL,

Définition 3.6.6 (Le déterminant d"une matrice) On appelle déterminant d'une matrice A carrée, C €
R"*", le nombre noté det(A) ou |A| et égal a :

det(A) = Yy (—1)"ay = det(A;)

oil A; est la matrice obtenue en rayant la 1°¢ colonne et la i-ieme ligne.

3.6.3 Méthode de calcule de I'inverse d’une matrice

e On calcule le déterminant det(A) de la matrice A;
e On transpose la matrice A. Elle devient AT;

e Pour chaque élément de la matrice AT, on calcule le mineur associé. Le mineur est le déterminant
de la matrice obtenue en supprimant la ligne et la colonne auxquelles appartient 1’élément.

e On associe a chacun de ces mineurs, 1 signe donné par (—1)*/; i étant le numéro de la ligne et j le
numéro de la colonne de I’élément envisagé. L'ensemble (signe) * (mineur) constitue les cofacteurs
de la matrice AT.

e 1l suffit maintenant de remplacer tous les éléments de la matrice AT par les cofacteurs (on obtient
alors une matrice A® ) et de diviser par det(A) pour obtenir I'inverse de la matrice A.

-1 _ _A©
AT = det(A)

Définition 3.6.7 (Matrice inverse et pseudo-inverse) Deux matrices A et B sont inverses si leur produit est
égal & la matrice identité : AB = I, alors B = A~1. Les matrices inverse, et plus généralement les pseudo-inverses,
trouvent leurs applications a la résolution des systemes d'équations linéaires quelles que soient leurs dimensions :

y = Ax
A € R™", y € R™ est le vecteur cherché, x € R" est le vecteur des connaissances.
L'inverse généralisée d’un tel systeme est noté A™. L'inverse généralisée A™ satisfait les conditions suivantes :
1) A ATA=A
2) ATAAT = AT
3) (AAT)T = AA™* Condition de symétrie
4) (ATA)T = ATA
La solution d’un systéme linéaire a partir de la pseudo-inverse A" s’écrit alors : x = A'y. La
résolution d’'un tel systeme met en évidence trois cas. Selon les dimensions m et n , on définira les
matrices inverse, pseudo-inverse a gauche et pseudo-inverse a droite. La matrice inverse est la solution

d’un probléme qui possede autant d’inconnues (variables a déterminées) que de contraintes. Cela ne
signifie pas pour autant qu'il existe une solution.
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3.6.4 Rang des matrices

Définition 3.6.8 (Rang) Le rang d'une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que I'on
puisse extraire de A une matrice carrée d’ordre s inversible, c’est-a-dire de déterminant non nul. Les opérations
élémentaires sur les lignes ou les colonnes (ajout a une colonne - resp. une ligne - une combinaison linéaire des
autres colonnes - resp. lignes) d’une matrice ne modifient pas le rang.

Exemple 1 : Soit la matrice suivante : E 3 ﬂ .Lerang de Aest2:
e Aestd’ordre2 x 3doncs < min{2;3} soits =0;10u?2;

e Comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la deuxiéme colonne est
nul,

On ne peut pas conclure;

e Comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiere et de la troisieme colonne est
non nul, alors s = 2.

1 0 1
Exemple 2 : Soit la matrice suivante: | 0 5 -1
-1 0 -1

o Aestd’ordre3 x 3 doncs < 3,
e Le déterminant de A est 0 donc s # 3,

e Le déterminant de la sous-matrice [é g] est5,doncs = 2.

3.7 La Méthode du Simplexe sous forme matricielle

L’objectif de la programmation linéaire (P.L.) est de trouver la valeur optimale d"une fonction linéaire
sous un systeme d’équations d’inégalités de contraintes linéaires. La fonction a optimiser est baptisée
“fonction économique” (utilisée en économie dans le cadre d’optimisations) et on la résout en utilisant
une méthode dite “méthode du simplexe”. Dans cette section on va voir la forme matricielle de la
méthode du simplexe.

De fagon générale, le probléme linéaire est dans la forme suivante :

Maxz =c1x1 + coxo + - - - + cpxy

a11x1 +apXe + -+ a1pXn <
a1x1 +axnxy + -+ axX, <
S.C
A1 X1+ AppXo + - -+ + QX < 0U = ou = by,
x120x2>20---,x, 20

3.71 Forme générale d'un programme linéaire
Le programme linéaire s’écrit sous forme canonique matricielle :
Max Z(x) = c'.x

Ax<b (3.1)
x>0

S.C
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X 1 by apn A v A

X2 ; 2 , by . a1 axp -+ Ay i
Avecx=| . | e€R”,c=]| . | eR",b=] . cR™et A= . . . . eR

Xn Cn bm Am1 Am2  *° Amn

Proposition 3.7.1 Chaque programme linéaire sous forme canonique peut s’écrire sous forme standard et inver-
sement.

Preuve
(=) Considérons le programme linéaire dans 1’équation 3.1 écrit sous sa forme canonique.
Ona
n
Axéb,x}O@Zaijxjgbi, i=1---,m x>0
j=1

n n
== ui]-x]--l-ez-:bz-, Ouei:bi—Zgi]-lei:ll...,m,x>0
j=1 j=1
X .
<:>(A1m)<>:b,x>o
~—— \¢
A
b3

S * 1 ¢ = ¢ — “ . P 1Maéai A 1
On pose alors Z(x) = ¢ (e) ou ¢ = <0) = (c1+-cn, Q- V_Q) et le programme linéaire (écrit

m fois
sous sa forme canonique) est strictement équivalent au programme linéaire suivant (écrit sous sa forme
Max Z(%) = &%
Ax=b,%>0
(<) Soit Ax = b un programme linéaire donné sous sa forme standard.

Ona
Ax<b Ax <b A b
e S (- (4= ()
t

standard) : {

A
—A
linéaire sous forme canonique.

Exemple 1: On considere le programme linéaire suivant. On rappelle sa forme canonique et sa forme
standard :

Si on pose A = < ) eth = (_bb>, I'inégalité précédent implique qui est bien un programme

Max Z(x,y,z) = 3x + 5y + 6z Max Z(x,y,z,e1,e,3) = 3x + 5y + 6z
x+2y+4z <70 X+2y+4z+e =70
sc 2x+y+z<80 & sc 2x+y+z+e =280
T 3x+2y+22<60 ") 3x 42y + 2z + e3 = 60
x,y,z220 X,Y,z,e1,e,e3 20
Si on pose
X 3
12 4 x 70 3 124100 y 2
A:211,x:y,b:80,c:5,A:211010,f:eetc:o
3 22 z 60 6 322001 !
(%) 0
e3 0
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Le programme s’écrit sous les formes canonique et standard matricielles suivantes :

Max Z(x) = cTx N Max Z(%) = ¢é'#
Ax<b,x>=0

On utilisera dorénavant la forme standard matricielle et on posera A = Ax==xetc=¢.

3.7.2 Représentation matricielle

Définition 3.7.1

o On appelle base une sous-matrice réquliere de A. Il faut que la matrice A(m,n) soit de rang m.

o Une solution de base est obtenue en posant (n — m) variables égales a 0, et en résolvant par rapport aux m
variables restantes, qui sont les variables de base (VDB).

e Les (n — m) variables a 0 sont les variables hors base (VHB). Des choix différents de VHB donnent lieu a
différentes solutions de base.

Les colonnes de A permettant a une sous-matrice B de A d’étre réguliére et qui représentent des
variables particuliéres peuvent commuter si on ordonne correctement x et c’.

On peut alors écrire : A = (BE), x = (§b>, etch = (c] cl).
e

et ainsi

Max ou Min Z(x) = cTx - Max ou Min Z(x) = cfx, + ¢! x,
Ax <b,x >0 Bx, +Ex, =b,x >0

Une solution de base est donc telle que :

{xﬁ =0 (3.2)

Bxy =b< x, = B~1b
Certains choix de variables peuvent ne pas générer de solution de base.

Définition 3.7.2 Une solution de base est dite réalisable (SBR) si x, = B~'b > 0.
Si le vecteur xy, contient des termes nuls, on dira que cette solution est une solution de base dégénérée.

Remarque 3.7.1 Lorsque les coefficients b; sont positifs ou nuls, on obtient systématiquement une solution de
base réalisable en mettant les variables du probléme initial hors base (donc nulles) et les variables d’écart dans la
base et égales aux b;.

Exemple 2 : [llustrons ces définitions a I'aide du programme linéaire (déja exprimé sous forme standard)
Max Z(x,y,z,e1,e,e3) = 3x + 5y + 62
X+2y+4z+e =70
de I’exemple précédent : scC 2x+y+z+e =80
3x +2y +2z+e3 =60
x,Y,z,e1,e,e3 =0
On peut dresser le tableau 3.2 avecn = 6,m = 3 :
Intéressons-nous au nombre de solutions possibles en général :

e le nombre de bases candidates est
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TABLE 3.2 — Bases et réalisabilité de la SBR associée

(on a bien testé C§ =

N VDB VHB  Rang(A) Solution de base  Réalisabilité
1 X, Y,z e1,e,63 3 (100 ,-255,105) #0
2 xye ze,e3 3 (100 ,-120,210) #0
3 xye ze,e; 3 (-5,37.5,52.5) #0
4 x,y,es zep,e 3 (30,20 ,-70) #0
5 x,z,e1 y,ee3 3 (100 ,-120 ,450) #0
6 x,z,e0 y,e1,e3 3 (10,15 ,45) réalisable
7 x,z,e3s Yy, e, e 3 (35.71; 8.57 ,-64.28) #0
8 y,z,e1 Xx,ee3 3 Pas de solution
9 wvy,z,es x,e1,e3 3 (25,5 ,50) réalisable
10 y,z,e3 x,e1,e2 3 (125 ,-45 ,-100)# 0
11 ey, e, 3 x,Y,2 3 (70,80 ,60) réalisable
12 x,e;,e0  y,z,63 3 (20,80 ,60) réalisable
13 x,e1,e3 Y,z e 3 (40,30 ,-60) #0
14 x,ep,3 Y,z 3 (70 ,-60 ,-150) #0
15 y,e1,e2  x,z,€3 3 (30,10 ,50) réalisable
16 y,e1,e3  x,z,e2 3 (80 ,-90 ,-100) #0
17 y,eyez x,z,0 3 (35 ,45 ,-10) #0
18 z,e1,e2 X,y 63 3 (30 ,-50 ,50) #0
19 z,ee3  x,y e 3 (17.5, 62.5 ,25) réalisable
20 z,e;,e3 XY, e 3 (80 ,-250 ,-100) #0
Co = G
ﬁ = 20 bases dans I'exemple précédent).

Toutes les bases candidates ne sont pas inversibles, donc on peut seulement dire que le nombre

précédent est une borne supérieure (dans notre exemple, on trouve 19 bases inversibles).

e Une méthode basée sur I'exploration des points extrémes est cependant non-polynomiale (on com-
prend bien qu’on ne peut appliquer pour m grand la technique qui nous a permis, pour 'exemple

précédent, de récupérer le tableau 3.2, a savoir la résolution de 21 systemes de taille 3 x 3)

e L’expérience montre que pour un probléme de n variables a m contraintes, la solution optimale est
trouvée en moyenne en moins de 3m opérations (ce qui signifie pour notre exemple, qu’on doit
pouvoir trouver la solution du PL en moins de 9 itérations).

Définition 3.7.3 Pour tout probleme de PL, deux SBR sont adjacentes si leurs ensembles de variables de base ont
m — 1 variables de base en commun.
L’interprétation géométrique est que les deux SBR sont situées le long d'une méme aréte sur le polygone

réalisable.

3.7.3 Description générale de 1’algorithme

L'algorithme du simplexe (pour une maximisation) suit les étapes suivantes :

1) Trouver une SBR pour le PL, appelée la SBR initiale.

2) Déterminer si la SBR courante est optimale. Sinon, trouver une SBR adjacente qui possede une
valeur Z plus élevée.

3) Retourner au point 2. avec la nouvelle SBR comme SBR courante.
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Les deux questions suivantes sont donc :
e comment détecter I'optimalité ? et
e comment se déplacer?

Pour répondre a ces questions, on écrit :
Z =clxp+clx.et Bxy + Ex. = b

Dongc, puisque B € R™*" est de range m, B est inversible et x, = B~!(b — Ex,).
Par substitution, on obtient

Z=cBb+ (I —c[BE)x, = c[B b0+ clx,
en posant
¢l =cl —c¢[B7E.

Le terme ¢! correspond a 'augmentation du cofit pour une augmentation des variables dans x,. Pour

une SBR, on a x, = 0 et donc, ce terme n’a pas d’incidence. Si tous les cofits ce sont négatifs (pour une
maximisation), toute augmentation des variables de x, diminuera la valeur de Z, et donc la solution
obtenue est optimale. Réciproquement, pour une minimisation, si tous les cofits sont positifs, toute
augmentation des variables de x, augmentera la valeur de Z. On a donc répondu a la premiére question,
relative au test d’optimalité.

Pour une maximisation, si notre base est telle que ¢! ne soit pas strictement négative ou nulle, alors
il existe une variable (x.); = x; de x, telle que (¢!)x = cx > 0. Une augmentation de xj est donc
susceptible d’améliorer Z. C’est bien-stir le critére de Dantzig qui va désigner cette variable. La solution
va alors s’écrire :

xp, = B7Y(b — x Ay — E'x)).
Ou Ay désigne la k¢ colonne de A en fixant x, = 0, et en faisant varier x; seulement, on obtient :
xp = B~ (b —x;Ar) = B'b — B~ 1x Ay = b — Px.
Comme originellement x; est nulle, on ne peut que 'augmenter. Il y a deux cas :
e Cas1:Vi, P; < 0en ce cas la solution est non bornée. (x; tend vers +oo et Z vers —o0.)
e Cas2:ily a2 possibilités : pour chaque i
1) Soit P; < 0 et donc (xp); > 0 pour tout x; > 0 : on ne peut pas utiliser cette variable.

2) Soit P; > 0 et dons ce cas, (xp); = 0 pour tout x; < %’I Ainsi, pour tout P; > 0 il existe

une valeur maximale de x; < %, permettant x;, > 0. on choisit donc la variable k telle que

k= arg min(%).

i/P>0 i

3.7.4 Exemple avec solution optimale unique

Max Z(x,y,z,e1,ep,e3) = 3x + 5y + 62
X+2y+4z+e =70
2x+y+z+e =80

3x +2y +2z+e3 =060
x,Y,z,e1,e,e3 =0

Reprenons 'exercice de I'exemple 1 précédent : e

1¢* itération :
On choisit comme base initiale VDB = (ey, 3, €3). On a dans ce cas

100 70 1 2 4
B=|010|=Lb=|8]| E=(2 11
0 01 60 322
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e Les cofits réduits définis par ¢! = c!

I'— ¢/ B71E sont égaux a -

Le critéere de Dantzig implique que la variable z entre en base.

e OnaP =B 'A; = (4,1,2) et on calcule en suit les rations % :

™—03

\61\62\63
¢

:1‘:

ol s
=

On en déduit que la variable sortante est ;.

2¢ itération :

On a maintenant la base VDB = (z, e;,e3). On a alors

4 00 17.5 1 21

B=(110]|,b=1[625],E=12 1 0

2 01 25 320

On remarque que b est défini dans la ligne 19 du tableau 3.2.

Les cofits réduits sont égaux a ¢! = ¢! — ¢/ B"'E sont égaux a
Xy e
T=G 29

Le critére de Dantzig implique que la variable y entre en base.

OnaP=B14, = (;, %,1) et on calcule en suit les rations %1 :

[z ] e |e

b 3512525
On en déduit que la variable sortante est es.
3¢ itération :
On a maintenant la base VDB = (z,e;,y). On a alors
4 0 2 5 1 01
B=(11 1|,b=[50],E=(2 0 0
2 0 2 25 310

On remarque que b est défini dans la ligne 9 du tableau 3.2.

T

Les cofits réduits sont égaux a ¢, T

= ¢l — ¢/B7'E sont égaux a

Y
5

z

6

)

L’algorithme s’arréte car tous les poids sont négatifs. On a donc trouvé I'optimum.

Résume la solution :

La solution est constituée des variables de base y, z, e;.

Les valeurs de ces variables sont données respectivement par (y,z,e) =

Toutes les autres valeurs sont égales a 0.

La fonction de cotit vautdonc: Z =3+«0+5% 25+ 6% 5 = 155.
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4.1 Introduction

A tout programme linéaire, appelé par convention PL primal, on peut associer un autre PL appelé
son dual. Dans ce chapitre, on va étudier des notions relatives aux programmes linéaires tels que le
programme primal, le programme dual, et 1"utilisation pratique des conditions d’optimalité primal-dual
(COPD).

4.2 Dualité

Avant de donner la définition formelle d"un probleme dual, nous allons expliquer comment il s’ex-
plique en termes de probleme de production.
Probléme de la production : Deux produits P1 et P2 fabriques en quantité x; et xp, nécessitant trois res-
sources disponibles en quantités données. L’entreprise cherche a maximiser le bénéfice total provenant
de la vente des deux (2) produits :

Max Z(x1,x2) = 6x1 +4x
3x1 +9x, < 81

4x1 + 5xp < 55

2x1 +xp <20
x120,x 20

S.C

Supposons a présent qu'un acheteur se présente pour acheter toutes les ressources de 1’entreprise. Il
propose a I'entreprise les prix unitaires y1, ¥, y3 pour chacune des ressources.

o L’entreprise acceptera de lui vendre toutes ses ressources uniquement si elle obtient pour chaque
produit un prix de vente au moins égal au profit qu’elle ferait en vendant ses produits.

e De son c6té, ’acheteur cherche a minimiser ses dépenses.
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Quels prix unitaires y1, y», y3 'acheteur doit-il proposer a l’entreprise en question pour qu’elle accepte
de vendre toutes ses ressources?
Donc le programme linéaire correspondant est le suivant :

Min G(y1,y2,y3) = 8ly1 + 55y, + 20y3
3y1 + 4y2 + 2y3 > 6
S.C 9]/1 + 5]/2 +y3 >4
11 20y220,y3>20

4.2.1 Définition (Probleme primal et dual)

La forme d"un programme linéaire de type maximisation est :
c
b (4.1)

Avec x,b, c des vecteurs de dimensions respectives 1, m, n, et A une matrice de dimension (1, n)
On appelle programme dual de (PL), le programme linéaire suivant :

MinG(x) = by
Aly>c (4.2)
y=0

Avec y un vecteur de dimension m et AT la transposée de la matrice A. Le programme de 1'équation
4.1 est appelé programme Primal (PL).
Pour passer du primal au dual, on remarque que :

1) Les termes du second membre deviennent les coefficients de la fonction objectif et réciproquement.
2) Le probleme de maximisation devient un probléeme de minimisation.
3) Les inégalités ”<” deviennent des inégalités ">".

La matrice A se transforme en sa transposée.

Dans ce contexte, (PL) est appelé probléme primal de le probléeme dual (PLD). Remarquons que,
si (PL) comporte n variables et m contraintes, alors (PLD) comporte m variables et n contraintes (une
variable par contrainte de (PL), et une contrainte par variable de (PLD)).

Proposition 4.2.1 Le dual du dual est le primal.

Preuve : Dual d’un (PL) sous forme canonique pure :

Min G(y) = by Max — G(y) = (=b)Ty
T > _ AT <
(PLD) sc Aly=>c S sc Aly < —c
y=0 y=0

On prend le dual du dual :

Min [(—c)Tx] Max [cTx]

_ANNT, > <

scl(FA)x=-b e o JAX<E  (PL)

y=0 y=0

Existe-t-il une relation entre les valeurs optimales de (PL) et de (PLD)? Le théoréme suivant apporte
une premiere réponse a cette question.
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Théoréeme 4.2.1 (Théoréme faible de dualité) Soit x une solution réalisable d'un (PL) sous forme canonique
mixte et y une solution réalisable du probleme dual (PLD). Alors :

1) Z(x) < G(y).
2) SiZ(x) = G(y) alors x et y sont des solutions optimales de (PL) et (PLD) respectivement.

Preuve : (PL) sous forme canonique pure
e OnaAx<bx>0etATy>cy>0
Z(x) = "x < (ATy)Tx =y Ax < yTb = G(y)
<b
e Soient x* et y* des solutions réalisables de (PL) et (PLD) telles que Z(x*) = G(y*). D’apres 1),

pour x solution réalisable de (PL), on a Z(x) < G(y*) = F(x*) donc x* est une solution réalisable
optimale. Idem pour y*.

Théoréeme 4.2.2 (Théoreme fort de dualité) Sile probleme primal (PL) admet une solution réalisable optimale
x* alors le probleme dual (PLD) admet lui aussi une solution réalisable optimale y* et on a Z(x*) = G(y*).

Preuve : On suppose (PL) mis sous forme standard.
S’il existe une solution réalisable optimale, alors il existe une solution de base réalisable optimale

Xpr = Agjb.
On choisit alors
y* = (Ap!)"Cp-
On montre que y* est une solution réalisable optimale pour le dual (PLD).
e Avecy* = (Az!)Tcp, ona
ALy = AT (AgHTep = (Ag AL Tepe = e — L
Or, al'optimum Lg+ < 0 donc AIT{*y* > cy+. Puisque

ALy* = cps,

ATy* 2 c

y* de signe quelconque. i.e. est une solution réalisable du dual (PLD) (pas de contrainte de positi-
vité sur les variable y du dual).

o Z(x') = Tx" = f Alb = (A1) Ten) b = G(y")
Théoreme faible de dualité = y* est optimal pour (PLD).

4.2.2 Lien primal/dual

Rappel : 3 cas possibles (et seulement 3) pour le probléme primal (PL) :

1) Il existe (au moins) une solution optimale.
2) L'ensemble Dy des solutions réalisables n’est pas borné et I’optimum est infini.
3) Pas de solution réalisable (Dr = 9).

Théoreme 4.2.3 Etant donnés un probleme primal (PL) et son dual (PLD), une et une seule des trois situations
suivantes a lieu

Dr. Ali DABBA
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TABLE 4.1 - Situations Primal - Dual

Dual
(1) Solution optimale (2) Optimum infini  (3) pas de solution
Primal (1) Solution optimale (a) impossible impossible
(2) Optimum infini impossible impossible (b)
(3) pas de solution impossible (b) (c)

TABLE 4.2 — Correspondance Primal - Dual

Min Max

* Matrice des contraintes (1, 1) * Transposée de la matrice des contraintes (n, m)
* Second membre des contraintes  * Coefficient de la fonction objectif
* Coefficient de la fonction objectif * Second membre des contraintes

Nombre de contraintes Nombre de variables principales
i*me contrainte de type 7 <” i€ variable de type ” > ”

i®me contrainte de type 7 > ” i*™ variable de type ” < ”

itme contrainte de type ” = " i eme variable qcq "€ R ”
Nombre de variables Nombre de contraintes

j'me variable ” > ” j™e contrainte de type ” = ”

jme variable ” < ” j*me contrainte de type 7 < ”

j'me variable qcq ” € R ” j*™¢ contrainte de type ” ="

1) les deux problemes possedent chacun des solutions optimales (a I'optimum, les cofits sont égaux).

2) un des problemes posséde une solution réalisable avec un optimum infini, I'autre n’a pas de solution.

3) aucun des deux problemes ne possede de solution réalisable.

Il y a donc 3 situations (au lieu de 9) qui peuvent se résumer dans le tableau 4.1 :
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Exemple 1
Primal Dual
MaxZ = 1x; +x )
2712 MinZ = 3y1 +y2 +2y3
x1+x <3 1
Nn—Yy2t+ys =3
—x1+x <1
S.C SCim+y=>1

X1 < 2

7 7 20
x120,x 20 S Y2 Y3

MinZ = —x1+ x»
le—XQZZ

X 420 > =2
scl Mten s.C
x1+xp 25

Max Z = 2y, — 2y> + 5y3
2y1 —y2 +yz3 < —1
-1 +2p+ys <1

x1>01x2>0

Y1, y2,¥3 =20
Max 7Z =2x1 — xp Min Z = 3y1 + 4y»
[Xl—xzzi” yi+y2 =2

S5Cex <4 SCe -1y =>-—1
x120,x >0 neER Yy, =0
Max Z =2x1 — xp MinZ <2 6 .

2 <5 inZ =2+ 65251
Y1TY2=
X1+x=26
S.C S.C{ -2 =1
X <5 Y1 +y1+y2
x1 €ER,x €R

y1 201y €Ry3 >0

4.2.3 Conditions d’optimalité primal-dual (COPD)

Cas (a) ou les problemes primal et dual possedent chacun des solutions optimales (optimum fini).

Théoreme 4.2.4 Soient x et y des solutions réalisables respectivement du probleme primal (PL) et du probleme
dual (PLD). Alors x et y sont des solutions réalisables optimales si et seulement si les conditions d’optimalité
primal-dual (COPD) suivantes sont vérifiées :

1) Siune contrainte est satisfaite en tant qu'inégalité stricte dans (PL) (resp. (PLD)) alors la variable corres-
pondante de (PLD) (resp. (PL)) est nulle.
2) Sila valeur d’une variable dans (PL) ou (PLD) est strictement positive alors la contrainte correspondante
de l'autre programme est une égalité.
4.2.4 Probleme primal sous forme canonique mixte.

x et y sont deux solutions optimales pour le probléme primal et le probléme dual respectivement si
Vie L, Y  aix;=bjouy; =0
et seulement si on a les COPD : ) ! Z]m_ LR ot Yi
Vj e ]1,2]-:1 ajjy; = cjou xj =0
Preuve de la condition nécessaire du Théoreme des COPD.

On suppose le probléme primal (PL) mis sous forme canonique pure.

Soient x et y des solutions réalisables optimales de (PL) et (PLD) respectivement : Ax < b,x > O et
ATy>b,y>0
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A = b AT — =
Variables d’écart e et € respectivement pour (PL) et (PLD) : { re et { y—e=c

x>20e>0
= Z(x)=clx=(ATy—e)Tx = yTAx — elx

= G(x) =bly = (ATx —e)ly =y" Ay — ey

Théoreéme de la dualité fort = Z(x) = G(y) = e’x +efy =0

Puisque x > 0 et y > 0, la relation eTx + eTy = 0 donne
€x;=0Vi N Sie; #0alors x; =0 of Siej #0alorsy; =0
ey =0Vj Six; # 0alorse; =0 Siyj#0alorsej =0

Réciproque (condition suffisante) a partir du Théoreme faible de dualité.

4.2.5 Utilisation pratique des COPD

Elles permettent de vérifier si une solution réalisable d’un (PL) est optimale ou non, a partir de la
connaissance d'une solution optimale du probléme dual. x* et y* solutions réalisables optimales de
(PL) et (PLD) respectivement.

Y1 aixj <bi=yi=0 y; > 0= Y ax; = bi
Yt aijy; <c¢j= X =0 X >0= Yt aiy; = ¢
Exemple 2. Probléme de production
Max Z(x1,x2) = 631 +4x _
3x1 4+ 9x, < 81 Min G(yl,yz, y3) = 81y1 + 55y2 -+ 20]/3

< By +4y2+2y5 > 6
4x, +5x, < 55 (PLD) S.C 9ﬁ +5iz+y]3/>
2x1 + x2 < 20 ’

(pL) \
20,220,320
x120,x 20 7 72 /3

S.C

Solution optimale de (PL) :

COPD

e1 =27/2>0"="y; =0
X =15/2 >0 “LP 3y + 45 + 205 = 6 (¢] = 0)
x3 :5>OCO:>PD9y1‘+5y§+y§ =4 (e =0)

e; =e3=0

= Solution optimale du probléme dualy; =0, y;=1/3, y;=7/3
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5.1 Série N=01: Formulation d’un programme linéaire (PL)

Exercice 01 :

Lesquelles des contraintes suivantes (ou leurs équivalentes) peuvent étres utilisées dans un pro-
gramme linéaire :

X1 + X3 < 20;3x1 4753 < 5; 23 4 x1xp = 15; v/2x1 + x3 = 40; /Bx + 233 < 12; 5L < 4
Exercice 02 :

Un pépiniériste propose a un grand magasin des sapins sous deux conditionnements différents :

e les uns avec motte de terre, pesant 3 kg, au prix de 9 € 1'un

e les autres sans motte, pesant 9 kg, au prix de 6 € 1'un. Le pépiniériste n’accepte que les commandes

d’au moins 400 sapins de chaque type.

Le transporteur dispose d’un camion dont la charge ne peut pas dépasser 21 600 kg, il n’assure la
livraison que si elle est d’au moins 2 000 arbres. Le magasin dispose de 22 800 € au maximum pour
approvisionner son rayon sapins. On appelle x le nombre de sapins avec motte et y le nombre de sapins
sans motte que le grand magasin commande.

1) Compléter le tableau ci-dessous :

Nombre de sapins Poids Prix a I'achat

Avec motte : X 3x ?
Sans motte : y ? ?
Total : ? ? ?

2) Expliquer chaque ligne du systeme de contraintes ci-dessous : x et y entiers tels que

x =400
y = 400
x +y = 2000

x + 3y < 7200
3x + 2y < 7600
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Exercice 03 : (Un probleme de restauration)

Un restaurateur peut offrir deux types de plats indifféremment. Des assiettes a 80 DA, contenant 05
sardines, 2 merlans et 01 rouget.

Des assiettes a 120 DA, contenant 03 sardines, 03 merlans et 03 rougets. Il dispose de 30 sardines, 24
merlans et 18 rougets.

Comment doit-il disposer pour réaliser la recette maximale?

Exercice 04 : (Préparation de Gateaux)

Un boulanger a la possibilité de faire trois types de gateaux G1, G2 et G3. Il utilise a cet effet de la
farine (E1), du beurre (E2), des ceufs (E3), du sucre (E4) et de la levure (E5). Les quantités a;; de 'élément
E; intervenant dans 1’élaboration du gateau G; sont données dans le tableau ci-dessous :

Gl G2 G3
El1 1 1 2
E2 1 2 1
E3 2 1 1
E4 1 2 0
E5 1 2 2

Le boulanger dispose de 20 unités de E1, 10 de E2, 20 de E3, 20 de E4 et 10 de E5.
Les bénéfices unitaires valent respectivement 2 pour G1, 5 pour G2 et 7 pour G3.

Ecrire le programme linéaire qui détermine le nombre de gateaux a confectionner de facon a
maximiser le bénéfice total.

Exercice 05 : (Probleme de découpe)

Une usine a requ des plaques de métal d"une largeur de 200 cm et d"une longueur de 500 cm. Il faut
en fabriquer au moins 30 plaques de largeur de 110 cm, 40 plaques de largeur de 75 cm et 15 plaques de
largeur de 60 cm.

Donner le modéle mathématique pour que les déchets soient les plus petits possibles.

Exercice 06 :

Une usine fabrique trois sortes de pieces ( P1, P2, P3 ) a ’aide de deux machines (M1, M2 ). Chaque
piece en cours de fabrication doit passer successivement sur les deux machines dans un ordre indifférent
et pendant les temps suivants ( en minutes )

Machines Temps d’usinage (minutes par piece)
P1 P2 P3

M1 2 4 3

M2 6 12 3

La machine M1 est disponible 8 heures, la machine M2 est disponible 10 heures. Le profit réalisé sur
une piece P1 est de 50 DA, sur une piece P2 est de 80 DA, celui réalisé sur une piece P3 est de 60 DA.

Combien doit-on fabriquer de pieces P1, P2 et P3 pour avoir un profit total maximum ? Donner un
modéle mathématique du probléme.

Exercice 07 : (Probleme de nutrition)

On se propose de fournir quotidiennement et a chaque individu d’une population un minimum de
70 g de protéines, 3000 unités de calories, 800 mg de calcium et 12 mg de fer. Les produits disponibles
sont le pain, le beurre, le fromage, les pois et les épinards. Les prix par 100 g de ces produits sont

Dr. Ali DABBA



46 Chapitre 5. Exercices d’application

respectivement de 5, 34, 40, 10 et 5 DA. Le probleme est de constituer, aux moindres frais, des rations
quotidiennes respectant les exigences du régime imposé.

Les quantités de protéines (en g ), de calories ( en unités ), de calcium ( en mg) et de fer (en mg ) par
100 g de ces aliments sont donnés dans le tableau suivant :

Protéines Calories Calcium Fer

Pain 10 300 50 4
Beurre 30 1800 400 -
Formage 35 800 450 -
Pois 20 1500 750 4
Epinards 25 300 120 15

Exercice 08 :

Une usine possede trois tours, qui au cours d’un mois, peuvent étre utilisés pendant les temps in-
diqués dans le tableau ci-dessous. Quatre pieces peuvent étre usinées sur ces machines. Les quantités
de chaque piéce a fabriquer au cours du mois sont fixées de fagon impérative et sont indiquées dans le
tableau. Le temps d"usinage en heures par piéce figurent également.

Tours Temps d’usinage (heures par piéces) Heures de disponibilité
des machines
I I III IV
A 3 3 2 5 80
B 4 30
C 2 2 3 1 130

Production exigées (nombre 10 40 50 20
au moins de piéces)

1) Ecrire un programme linéaire pour réduire au minimum 1"utilisation des machines.

2) Quel sera le programme d’affectation de diverses fabrications aux diverses machines.
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5.2 Série N=02: Interprétation géométrique de la programmation linéaire

Exercice 01 :
On considere le programme linéaire suivant :

Max Z = 2x1 + 6xp
xX1+x <8
X1 —x2 <3
—x1+4x <1
x120,x 20

S.C
6

1) Tracer les contraintes et déterminer la région réalisable.

2) La région réalisable comporte combien de points extrémes?
3) Déterminer la solution optimale avec la méthode graphique.
4) Quelles sont les contraintes qui sont satisfaites

Exercice 02 :
On considere le programme linéaire suivant :

Min Z = 4x1 + 2x>
4x1 +xp > 10
21+ x2 27
X1+ 6x 29
x120,x 20

Ss.C

1) Déterminer la solution optimale avec la méthode graphique.
2) Est-ce que la solution optimale est unique?

Exercice 03 :
On considere le programme linéaire suivant :

Max Z = 4x1 + 6x»
3x14+2x > 12

1) Tracer les contraintes et déterminer la région réalisable.
2) Combien existe-t-il de points extrémes ?
3) Peut-on déterminer une solution optimale finie au programme linéaire ?

Exercice 04 :

Le conseil municipal d'une commune décide d’améliorer son jeu d’effets lumineux en vue des fétes
de fin d’année. Il lui faudra au moins 800 m de guirlandes lumineuses pour la rue principale, au moins ”
12 étoiles des neiges ” pour les carrefours stratégiques et au moins 8 ” sapins de Noél ” pour les arteres
commerc¢antes.

L’entreprise Fiesta propose le lot A constitué de 100 metres de guirlandes, 2 ” étoiles des neiges ”, 2
” sapins de Noél ” au prix de 700 €.

L’entreprise Réveillon propose le lot B constitué de 200 metres de guirlandes, 2 ” étoiles des neiges
”,1” sapin de Noél ” au prix de 980 €.

On se propose de déterminer le nombre x de lots A et le nombre y de lots B a acheter pour que la
dépense soit minimale.
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Max Z = 2x1 + 6x2
X1 +xp <8
X1 —xp <3
—x1 +4x2 <
x120,x 2

S.C
6

1
0
1) (a) déterminer un systeme d’inéquations qui traduise les contraintes du probléme.

(b) démontrer que ce systéme équivaut au systeme suivant :

(c) A tout couple (x, y) on associe le point M de coordonnées (x , y) dans un repere orthonormé
(O, i, j) (unité graphique : 2cm). déterminer graphiquement la région du plan contenant
les points M dont les coordonnées vérifient le systéme.
2) AYlaide du graphique déterminer si les commandes suivantes satisfont les contraintes :

(a) Commande C1:7 lots Aet1lotB;
(b) Commande C2: 3 lots A et 2 lots B;
(c) Commande C3: 6 lots A et 1 lot B;
On justifiera par une bréve phrase les trois réponses.

3) (a) Exprimer en fonction de x et y la dépense D occasionnée par ’achat de x lots A et y lots B.
(b) Montrer que la commande C1 occasionne une dépense de 5880 €.

Tracer sur le graphique précédent la droite A correspondant a une dépense de 5880 €. A l'aide
du graphique, indiquer si une dépense de 5880 €, est suffisante pour couvrir les besoins de
la commune est-elle minimale.

(c) Expliquer comment le graphique permet de déterminer la commande a passer aux deux en-
treprises pour que la dépense soit minimale. On notera I le point du graphique dont les co-
ordonnées représentent le nombre de lots de chaque catégorie a commander pour que la
dépense soit minimale.

Donner les coordonnées de I et le montant de la dépense minimale.

Exercice 05 :

Une entreprise fabrique deux types de liquides A et B. Le réseau commercial ne peut pas écouler plus
de 100 par mois. La fabrication du liquide A nécessité 3.5 h de travail et celle du liquide B en nécessite 5
heures. L’entreprise dispose au maximum de 452 h par mois. Le prix de vente est de 900 € pour un litre
de A et de 1000 € pour un litre de B. On désigne par x la production mensuelle de liquide A et par y la
production mensuelle de liquide B, x et y exprimes en litres.

On se propose de déterminer la production mensuelle de A et de B qui donnera un chiffre d’affaire
maximal.

1) Déterminer le systeme d’inéquations portant sur x et y traduisant les contraintes de ce probléme.

2) Dans le plan (P), montrer le domaine des contraintes.
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3) Exprimer en fonction de x et de y, le chiffre d’affaire mensuel réalise par la vente de x litres de A
et y litres de B. Expliquer pourquoi, nous pouvons avoir la solution en résolvant :

x+y =100
3.5x + 5y = 452

Résoudre ce systéme et calculer alors le chiffre d’affaire maximal.
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5.3 Série N=03 : Méthodes du Simplexe (tableaux & matricielle)

Exercice 01 :
On considere le programme linéaire ci-dessous écrit sous sa forme canonique :

Max Z = 100x7 + 200x, 4+ 300x3
3x1 + 3.2 + 3.5x3 < 200

500x1 + 1000x2 + 2500x3 < 120000
x1 + 1.5x 4+ 4x3 < 210

x1,%2,x3 2 0

S.C

1) Lesquelles des solutions suivantes du programme PL sont réalisables ?
(1) x1 =40;x, = 10;x3 = 10
(11) X1 = 50, Xy = —20,‘ X3 = 20
(iii) X1 = 40; Xy = 20; X3 = 10
2) Lasolution (x1 = 20; x, = 20; x3 = 20) est-elle optimale ?

Exercice 02 :
On considere le programme linéaire ci-dessous écrit sous sa forme canonique :

Max Z = 35x1 +45xy + 42x3
X1+ %xz + %X:; <120
(P) ¢c Ixg +x3 < 120
2x1 + xp + x3 < 120
x1,%2,%x3 =0

1) Résoudre (P) par la méthode du simplexe (la méthode des tableaux).

2) Résoudre (P) par la méthode du simplexe sous forme matricielle.

Exercice 03 :
Soit le probleme d’optimisation suivant :

Max 7 = 3x1 + 4xp + 2x3
x1+x—2x3 <10
S.Cqex1 —2x+3x3 <14
X1,%2,x3 =0

1) Construire une solution initiale admissible
2) Trouver la solution optimale par la méthode du simplexe
Exercice 04 :

On considere le programme linéaire (P) suivant :

Max Z = 3x1 4+ 4xy + 10x3
X1+ 2x3 <6
SCLx+x3<6
x1,%2,x3 2 0

1) Montrer que le point A = (0,0, 3) est un sommet de la région réalisable.

2) Résoudre (P) par la méthode du simplexe en partant du sommet A.
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3) Ayant ainsi trouvé un sommet optimal B, montrer qu’il existe un autre sommet optimal C et le
déterminer.

Exercice 05 :
Résoudre le programme suivant en utilisant la méthode du simplexe

Max Z = 10x1 + 14x;
x1+x2 212

8

6

0

WV

sci™
X2

VoA

X1 ,x2 20

1) Montrer que ¥ = (12,0) est un sommet de la région réalisable. Mettre le programme sous forme
standard, puis donner la solution de base réalisable i associée a .

2) Résoudre ce programme par la méthode du simplexe en prenant comme point de départ 7.
Exercice 06 : (avec solution optimale multiple)

Une ébénisterie produit des bureaux, des tables et des chaises. Chaque type de produit réclame du
bois et deux types de travaux : mise en forme et finition, suivant le tableau :

Ressource Bureau Table Chaise

Planche 8m 6m Im
Mise en forme 4h 2h 3/2h
finition 2h 3/2h 1/2h

On dispose de 48m de planches, 20 h de mise en forme et 8 h de finition.

On vend un bureau pour 60 €, une table pour 35 € et une chaise pour 20 €. La demande pour les
chaises et les bureaux est illimitée, mais on ne pense vendre que 5 tables au plus. On veut maximiser le
profit.

1) Formalisons le probleme : soient xj, x; et x3 les variables décrivant respectivement les nombres de
bureaux, de tables et de chaises.

2) Résoudre (P) par la méthode du simplexe sous forme matricielle.
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5.4 Série N=04 : La Méthode du Simplexe (la méthode des variables artifi-
cielles)

Exercice 01 :
Résoudre le probleme de programmation linéaire suivant par 1’algorithme du simplexe :

Max Z = 3x1 +4xy + x3
X1+ 2xy4+2x3 < 8/3
S.C{x1+2x,+3x3>7/3
x120,x20,x3 20

Exercice 02 :
Essayer de résoudre ce programme par la méthode de simplexe (choisir en cas de deux quotients
égaux, celui qui se trouve dans la ligne supérieure).

Max Z = 10x1 + 9x»
7/10x1 + x2 < 630
1/2x1 +5/6x; < 480

S5.C{ x1+2/3x, <708

1/10x7 +1/4x, < 135

x120,x020,x320

Exercice 03 :
Résoudre le probleme de programmation linéaire suivant par 1'algorithme du simplexe et montre
que l'algorithme peut passer par un cycle. On choisit comme base initiale (x5, x4).

Max 7Z = 2x1 + 3xp — x5 — 12x4
—2x1 — 9%+ x3+9x4+x5=0
S.C %x1+x2— %xg—ZX4+x6 =0
X1,X2,X3,X4,X5,X¢ = 0

Exercice 04 :

La solution de 1’exercice N=05 (Probléme de découpe) (Série N°01) donné le programme linéaire
suivant est

Min Z = 5xq1 + 15xp + 30x3 + 20x4 4+ 50x5

X2 + x3 = 30

X1+ X2 + x5 > 40

2x1+x3+3x4 2 15
>0

S.C
X1,%X2,X3, X4, X5

Résoudre (P) par deux méthodes différentes.
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Exercice 05 :

Résoudre les problémes linéaires suivants par la méthode des variables artificielles

Max 7Z = x1 4+ 3xp
Max 7Z = —2x1 4+ 3xp Max Z = 3x1 + 2xp
2x1+6xz<30
X1<5 1 x1+2x2<2 ’ > 10 3
X1 =2
S.C{2x;—3x, <6 D g 2x1 +4x, > 8 @ sc 1>4 )
X2 =2
¥ >0,% 320 X 20,520 ?
X1>0,XZ>0
Max Z = 2x1 + 6x7 MinZ = 2x1 + 3x>
X1+X2<8 X1+3XQ>12
sC X1 —x2 <3 (4) s.C 5x1 4+ x > 12 (5)

Xy — 4x2 > —16

3x +4xp > 31
x120,x20 =0

x1 2 0,x
Exercice 06 :

Résoudre par deux méthodes du simplexe (la méthode des tableaux & sous forme matricielle) les
problémes suivants :

Max 7Z = —2x1 + 3x>
X1<5
S.CQ2x1 —3x, <6 M) S.C
x120,x 20

Max Z = x1 + 3x;
'ZX1+6XZ<30

x1 > 10 ®) ¢
XZ>4

x120,x >0

Max Z = 3x1 + 3xp + 3x3
X1+x2+2x3 <4

2x1 +3x3 <5 (5)
2x1+xp+3x3 <7
x120,x20,x320
Max Z = 2x; + %

Max Z = 3x1 + 2x>

x1+2x <2

2x1 +4x, > 8 @)
x120,x 20

Max 7 = x1+ x

(3x1 + 2x; < 40

S.C 4)

Max Z = 5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4
(X1+2x2+3X3—|—X4<5

Ye X1+ xp+2x3+3x4 <3 (6)
X1+ x2+x3 <

(X1 20,x220,x320,x4 20

5.C

. MaxZ = x1+3xp — x
2x1+3x, <3 ! 2 3
2x1 +2x, — x3 < 10
*1+5% 2 1 7 Bx1 — 212 + x5 < 10 8
x1 — 2xp + x3 <
S.CL 2%+ x> 4 7) g2t ®)
x1 —3x2 +x3 <10
4x1+xp =25
x120,x020,x320
x120,x20 :
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5.5 Série N=05: Méthodes duales en programmation linéaire

Exercice 01 :
Formuler le probléme dual de chacun des programmes linéaires suivants :

Max Z = 2x1 + 4xp + 3x3 Max Z = 3x1 + xp — 2x3
(3x1 + 4x; + 2x3 < 60 x142x; > 10
(P1) sc 2x1 + xp + 2x3 < 40 (P2) e 3x1—x24+x3=7
X1+ 3x2 4+ 2x3 < 80 X1+ 3x3 <8
x120,x020,x32>0 x1 € RO, xp >20,x3 20
Min Z = 10xq + 14x, Max Z = 400x1 + 350x, + 450x3
(x1+ 2, > 12 2x1 — 3%y + 2x3 < 120
(P3) scln > 8 (P4) sc 4x1 + 3x2 = 160
X2 < 6 3x1 — 2xp + 4x3 > 100
x120,x02>20 x1,x3 ER,xp, 20

Exercice 02 :
Appliquer le théoréme des écarts complémentaires vus en cours pour vérifier I’optimalité de la so-
lution proposée.

Max Z = 4x1 + 5xp + x3 + 3x4 — Bxs + 8x¢

Max Z = 7x1 + 6xp + 5x3 — 2x4 + 3x5 (X1 —4x3+3x5 + x5+ x6 < 1
X1+ 3x0 +5x3 — 2x4 +2x5 < 4 5x1 4+ 3xp + x3 — Bxs + 3xg < 4
4x1 +2xp —2x3+ x4 + x5 <3 4x1 +5xp —3x3 +3x4 — 4x5+ xg < 4
(P1) S5.C< 2x1 +4xp +4x3 —2x4 +5x5 <5 (P2) S.CR —x2+2x4 +x5 —5xg <5
3x1 +xp+2x3 —x4 —2x5 < 1 —2x1+x2+x3+ x4 +2x5 +2x6 <7
x1,X2,x30,x4, x5 > 0 2x1 — 3xp + 2x3 — x4 + 4x5 + 5xg < 5

X1,X2,X3,X4, X5, X6 > 0

Solution proposée (P1) : (x1, x2, x3, x4, x5) = (0,
Solution proposée (P2) : (x1, X2, X3, X4, X5, X¢) =

Exercice 03 :
Considérons le programme linéaire suivant

Max Z = 5x1 + 2xp + 3x3
x1 4 5xp + 2x3 = 30
S5.C X1 — 5JC2 — 6X3 <40
x120,x220,x3 20

La solution optimale est donnée par le dictionnaire final max Z

Z + 23xp + 7x3 = 150
X1+ 5xp 4+ 2x3 = 30
S.Cq —10xp —8x3+e, =10
x1,e =0

1) Ecrivez le probleme dual associé.
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2) Déterminez la matrice de base optimale B. Déduisez-en la solution optimale du dual.
3
4

5) Déterminez les prix duaux.

Dans quel intervalle peut varier ¢; (idem ¢y, c3) sans affecter 1’optimalité de la solution?

Dans quel intervalle peut varier b; (idem b,) sans affecter I'optimalité de la base B?

)
)
)
)
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5.6 Solution Série N=01 : Formulation d’un programme linéaire (PL)

Exercice 01 :

X1 + X3 < 20;3x1 4 70z < 5; v/3x1 +2x, < 12; - < 4
Exercice 02 :

1) Compléter le tableau ci-dessous :

Nombre de sapins Poids Prix a ’achat

Avec motte : X 3x 9x
Sans motte : y 9y 6y
Total : x+y 3x+9y 9x+6y

Les sapins avec motte pesent chacun 3kg donc au total 3x pour x sapins.
Les sapins sans motte pésent chacun 9kg donc au total 9y pour y sapins.
Les sapins avec motte cotitent 9€ chacun donc au total 9x pour x sapins etc.

2) Expliquer chaque ligne du systeme de contraintes ci-dessous :

x > 400 Nous devons commander plus de 400 sapins avec motte.
y = 400 Nous devons commander plus de 400 sapins sans motte.
x +y = 2000 La livraison n’est assurée que si nous commandons plus de 2000 arbres.

x+3y <7200 Cette inéquation concerne le poids, nous devons avoir 3x + 9y < 21600
soit en simplifiant par 3, x 4 3y < 7200.

3x +2y <7600 Cette inéquation concerne le prix, nous avons comme contrainte, 9x + 6y < 22800
soit en simplifiant par 3x + 2y < 7600.

Exercice 03 : (Un probleme de restauration)

Soit x et y respectivement le nombre d’assiettes de type 1 et du type 2 a offrir. Le probléeme est de
maximiser la fonction 80 x + 120 y sous les contraintes :

Exercice 04 : (Préparation de Gateaux)
Si on note x; le nombre de gateaux de type Gj, j = 1,2, 3. Le probleme s’écrit :

Max Z = 2x1 + 5xp + 7x3
X1+ x2 +2x3 < 20
X1+ 2x +x3 < 10
2x1 +xp +x3 <20
x1+2xp <20

x1 +2x +2x3 < 10
x120,x020,x3 20

<
<
S.C

Exercice 05 : (Probleme de découpe)
Une plaque de 200 cm de largeur peut étre découpée de cinq fagons :

1) une plaque de 75 cm et deux plaques de 60 cm. Les déchets seront de 05 cm.
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2) une plaque de 110 cm et une plaque de 75 cm. Les déchets seront de 15 cm.
3
4

5) deux plaques de 75 cm. Les déchets seront de 50 cm.

)
) une plaque de 110 cm et une plaque de 60 cm. Les déchets seront de 30 cm.
) trois plaques de 60 cm. Les déchets seront de 20 cm.

)

Soit x; : le nombre de plaques a découper par la fagon i, le probleme s’écrit :

Min Z = 5x1 + 15xp + 30x3 + 20x4 4+ 50x5

x2 + x3 = 30

X1+ x2+ x5 =40

2x1 4+ x3+3x4 2> 15
>0

S.C
X1,X2,X3, X4, X5

Exercice 06 :
Si x1, x2, x3 représentent les nombres de pieces de type p1, p2, p3 a fabriquer, le profit total est :

Max Z = 50x71 4+ 80x, + 60x3
2x1 +4xy + 3x3 < 480
S5.C < 6x1 + 12xy 4+ 3x3 < 600
X1,X2,X3 = 0

Exercice 07 : (Probléme de nutrition)
Soit x1 : le nombre de pain introduit dans la ration de 100g.
x7 : le nombre de beurre introduit dans la ration de 100g
x3 : le nombre de fromage introduit dans la ration de 100g
x4 : le nombre de pois introduit dans la ration de 100g
x5 : le nombre d’épinards introduit dans la ration de 100g

Min Z = 5x1 + 34xy + 40x3 + 10x4 + 5x5
10x1 4+ 30x, + 35x3 4 20x4 + 25x5 = 70
300x1 + 1800x; 4 800x3 4+ 1500x4 + 300x5 = 3000
S.C < 50x7 + 400x> + 450x3 + 750x4 + 120x5 > 800
4x1 4+ 4x4 + 15x5 > 12
X1,X2,X3,X4,%5 = 0

Exercice 08 :
Soit x;; : le nombre de pieces i a fabriquer sur la machine j. On aura 12 variables. Le probléme s’écrit :

Min Z = 3x11 + 3x21 + 2x31 + 5x12 + 4x0p + x32 + 2x40 + 2x13 + 2x23 + 3x33 + 4x43
3x11 + 3x21 + 2x31 + 5x41 < 80

4x10 + x20 + x30 + 2x40 < 30

2x13 + 2x93 + 3x33 + 4x43 < 130

3x11 +x12 +x13 =10

X21 + X0 + X23 = 40

x31 + x32 + x33 = 50

X41 + X2 + x43 = 20

\xi]‘ > O,i = 1, '-,4, etj = 1,2,3

S.C
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