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Bareme

Correction d’exercice : 1

Soit la série numérique Z
n>1 'I’L('I’L 1)

et Sy, sa somme partielle, alors,

1 1 n+1—n 1
0.5 @ (a) Pour tout n € N* ona: — — = + = .
n n+1l nn+1) n(n+1)
k=n 1 k=n /1 1 1
2 So=% o= (p—pi ) =1- .
® S kzlkz(k:—l—l) k; k k+1 n+1
0.5 La série converge < S = lim S, existe et finie.
D tasiie 3 Sy o 5 = S,
1
1.5 | Comme, lim S, = lim (1 — ) =1
n——+oo n——+oo n+1
1
1 Donc la série numérique Z ——— et converge et sa somme S = 1.
n>1 n(n + 1)
0.5 @ On faisant le changement de variable k = n + 1. Alors, d’apres question 2, on trouve,
oo 1 1 1
1 1 1—-=-.
ngl(n+1)(n+2) Zk:(k:+1) 2 Zk;(k:+1) 2 2
Bareme| | Correction d’exercice : 2
Soit la suite de fonctions (fn)n>0 définie sur [0, +oo[ par fp(x) = ne "'’
@ La convergence simple de (fn)n>o0-
1 (a) Pour = 0, on a f,(0) =n — o0, donc la suite (fr(0))n>0 est divergente.
n—-+o0o -
_ —n2m2 _ n
1 @ Pour & > 0, nous avons, f,(z) = ne = ¥ n_)—+>oo 0.
0.5 | Donc la suite (fn(x))n>0 converge simplement vers la fonction nulle f = 0 sur ]0, +oo[.
{23 La convergence uniforme de (fn)n>0 sur [a, +oo[, (a > 0).
1 Sur [a, +oo[ les fonctions fr, (n € ]N) sont positives et décroissantes, donc,
1 — -
xe[sal,lfoo[ fal=) f(w)‘ en’a? n—>—+>oo 0-
0.5 | Donc la suite (fn)n>0 converge uniformément sur [a, +ool.
1
{83 Sur ]0, 4o0o[ nous avons, pour & = —,
n
1 n
1.5 sup |fn(z) — f(w)’ > fn<> =— —> oo
z€]0,+ 00| n e n—+oo
0.5 | Alors, la convergence n’est donc pas uniforme sur |0, +oo].
Bareme| [ Correction d’exercice : 3

Soit la série entiere Z x" et S sa somme.

n>0 n
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@ @ D’apres le regle d’Hadamard, on a :
a n+1 n+4+1 n?
0.5 a, = et lerayon R = lim " = lim + X + = lim — =1.
n+1 n—+0o @py1  notoon + 2 n n—+oo N2
C’est a dire la série converge pour tout |z| < 1.
@ Pour déterminer le domaine D, il faut examiner le cas |z| = 1.
n
0.5 Donc, pour & = 1, on a la série Z ——— diverge, car lim —— =1 # 0.
n>0 n—+oomn 4+ 1
—1)"n —1)"n
0.5 Six = —1, la série ) (7) diverge, car lim Q = #41(n’existe pas).
nso Nt+1 n—+oo n+1
0.5 |Dou, D=]—1,1[.
0.5 2", (n € N) sont continues sur | — 1, 1],
n
0.5 D’aprés critére de Weierstass, la convergence normale (donc, uniforme) de la série ) x"
n>0 n+ 1
n n
sur tout [—r,r] C] —1,1[, (r > 0). Car, sup "’ = r"™, et la série numériqy
x€[—r,r] 1T +1 n+1
n n
> r™ converge, car r" ~ r", (terme général d'une série géométrique). Alors,
n>o0 " +1 n+1 +oo
0.5 le Théoréme de continuité sur les séries de fonctions, nous permet la continuité de S sur | — 1,1]
0.5 (33 (a) Calculons d’abord S. Si & = 0, on a §(0) = 0.
@ Si x # 0 Alors, par utilisation I'indication donné, on aura :
+o0 n —+o00o 1 +o0 —+o00o 1
S = z" = (1 — )w" = " — z"
nzz:On-l_ 1 nZO n+1 nZO nZOn+1
1 1t 1ty 1 7/t
0.5 = - - =Y [trar= -/ ( t")dt
1-— T z_: 1-— T z_: - z_:o
0o 0o n=
17 1
0.5 = f/ + (1 —a).
— T 1 - T
0
0 =0
Do, S(x) = 1
17—|——ln(1—:1:) x#0
1
0.5 (c) D'une part la fonction S est continue sur | — 1, 1[, donc pour & = 27 on obtient,
—+o00 n +oo +oo n
lim S(x) = lim x" — 7 lim 2" —_ .
2% w—>2nzo (n+1)" nZO (n+1) z—31 nZO (n+1)27
1
0.5 D’autre part, on a lim S(x) = llm { -|— — ln(l — m)} =2—2In2.
—)2 1— Xr
+oo
Par conséquent — X =2—21n2.
b Z (n—+1)2n
Fin 14 janvier 2024 Bon Chance




