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Exercice №1(7pts) 

a) 𝑘2//𝑘3 ⟹   𝑘𝑒𝑞1 = 𝑘2 + 𝑘3 = 2𝑘 + 𝑘 = 3𝑘 

𝑘𝑒𝑞1 en série avec 𝑘1 en série avec 𝑘4  ⟹   
1

𝑘𝑒𝑞2
=

1

𝑘𝑒𝑞1
+

1

𝑘1
+

1

𝑘4
=

5

3𝑘
    ⟹  𝑘𝑒𝑞2 =

3

5
𝑘 

𝑘𝑒𝑞2//𝑘5    ⟹  𝑘𝑒𝑞 = 𝑘𝑒𝑞2 + 𝑘5 =
3

5
𝑘 + 2𝑘 =

13

5
𝑘    

b) - L’équation différentielle est de la forme : 

�̈� + 𝜔0
2𝑞 = 0  (1) 

- Donc la solution est sinusoïdale de la forme : 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 cos(𝜔0𝑡 + 𝜑0) (2)  

- Par identification de l’équation différentielle �̈� + 4𝑥 = 0 avec l’équation (1) on aura : 

𝜔0
2 = 4   ⟹ 𝜔0 = 2𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1 

𝑇0 =
2𝜋

𝜔0
=

2𝜋

2
= 3.14𝑠 

- Les conditions initiales sont 𝑥(0) = 2.0 𝑐𝑚 et �̇�(0) = −6.0 𝑐𝑚. 𝑠−1 

On remplace 𝑡 par 0dans (2)     ⟹ 𝑥0 cos𝜑0 = 2    (3)  

Par dérivation de (2) et en remplaçant 𝑡 par 0    ⟹  −2𝑥0 sin 𝜑0 = −6   (4)  

(3) et (4) donne :                                   𝑥0 = 3.6𝑐𝑚 et 𝜑0 = 0.983 𝑟𝑎𝑑                 + 

 

Donc :                                                               𝑥(𝑡) = 3.6 cos(2𝑡 + 0.983)    

 

- Déplacement et vitesse à 𝑡 = 0.5𝑠 

𝑥(0.5) = 3.6 cos(2 × 0.5 + 0.982) = −1.44𝑐𝑚     

�̇�(0.5) = −3.6 × 2 sin(2 × 0.5 + 0.983) = −6.6𝑐𝑚/𝑠      

Exercice №2(6pts)  

La loi de Kirchhoff donne :  

𝑣𝐿 + 𝑣𝑅 + 𝑣𝐶 = 0 

avec : 𝑣𝐿 = 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 

𝑣𝑅 = 𝑅𝑖 

et  𝑣𝐶 =
1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡 

alors    : 
𝑑

𝑑𝑡
(𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+  𝑅𝑖 +

1

𝐶
∫ 𝑖𝑑𝑡) = 0  ⟹    

𝑖̈ + 2𝛿𝑖̇ + 𝜔0
2𝑖 = 0     avec : 2𝛿 =

𝑅

𝐿
  et 𝜔0

2 =
1

𝐿𝐶
 

1- A.N :   2𝛿 =
𝑅

𝐿
=

80

0.8
= 100  ⟹ 𝛿 = 50𝑠−1 

et   𝜔0
2 =

1

𝐿𝐶
=

1

0.8×0.5.10−6 = 25. 105  ⟹ 𝜔0 = 1581.14𝑟𝑎𝑑/𝑠   ⟹ 𝑇0 =
2𝜋

𝜔0
= 4𝑚𝑠   

l’équation différentielle aura la forme finale suivante :       𝑖̈ + 100𝑖̇ + 25. 105𝑖 = 0   



 
 

2- On constate que 𝛿 < 𝜔0 ⟹ Le système est faiblement amorti donc le régime est pseudo sinusoïdale. 

La solution est de la forme : 

𝑖(𝑡) = 𝐼0𝑒
−𝛿𝑡 cos(𝜔𝑎𝑡 + 𝜑) 

3- 𝜔𝑎 = √𝜔0
2 − 𝛿2 = 1580𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1  et 𝐷 = 𝛿𝑇𝑎 =

2𝜋𝛿

𝜔𝑎
= 0.2 

Exercice №3 (7pts)  

Calcul de 𝑈(𝜃) : 

𝐹𝜃 = −
𝑑𝑈

𝑑𝜃
   force généralisée dérivant du potentiel 𝑈 associée à 𝜃 et calculée par : 

𝐹𝜃 =
𝛿𝑊(�⃗� )

𝜕𝜃
+

𝛿𝑊(𝐹 𝑟1)

𝜕𝜃
+

𝛿𝑊(𝐹 𝑟2)

𝜕𝜃
= �⃗� .

𝛿𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝜕𝜃
+ 𝐹 𝑟1 .

𝛿𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝜕𝜃
+ 𝐹 𝑟2 .

𝛿𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝜕𝜃
  

�⃗� = 𝑚𝑔𝑗  ,     𝐹 𝑟1 = −𝑘1
𝐿

3
sin 𝜃 𝑖   ,   𝐹 𝑟2 = −𝑘2𝐿 sin 𝜃 𝑖  

avec :  𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐿(sin 𝜃 𝑖 + cos 𝜃𝑗 )   et   𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝐿

3
(sin 𝜃 𝑖 + cos 𝜃𝑗 )           

donc et pour les petites oscillations 

𝑑𝑈 = −𝐹𝜃𝑑𝜃 = [𝑚𝑔𝐿 +(
𝑘1

9
+ 𝑘2) 𝐿2] 𝜃𝑑𝜃 ⟹ 

𝑈(𝜃) − 𝑈(0) = ∫ [𝑚𝑔𝐿 +(
𝑘1

9
+ 𝑘2) 𝐿2] 𝜃𝑑𝜃

𝜃

0

=
1

2
(
𝑘1

9
𝐿2 + 𝑘2𝐿

2 + 𝑚𝑔𝐿) 𝜃2 

Si on choisit la position d’équilibre comme origine des potentiels alors :  𝑈(0) = 0. 

donc : 

𝑈(𝜃) =
1

2
(
𝑘1

9
𝐿2 + 𝑘2𝐿

2 + 𝑚𝑔𝐿) 𝜃2 

Calcul de 𝑇(�̇�) : 

𝑇 =
1

2
𝐽𝑚�̇�2 =

1

2
𝑚𝐿2�̇�2 

Le lagrangien du système est : 

ℒ(𝜃, �̇�) = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
𝑚𝐿2�̇�2 −

1

2
(
𝑘1

9
𝐿2 + 𝑘2𝐿

2 + 𝑚𝑔𝐿)𝜃2 

La fonction de dissipation 𝐷 est donnée par : 

𝐷 = −
1

2

𝛿𝑊(𝑓 𝑓)

𝜕𝑡
= −

1

2
𝑓 𝑓 .

𝛿𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝜕𝑡
    avec :  𝑓 𝑓 = −𝛼

𝛿𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝜕𝑡
  

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐿(sin 𝜃𝑖 + cos 𝜃𝑗 ) 

donc : 

𝐷 =
1

2
𝛼 (

2

3
𝐿)

2

�̇�2 

2- L’équation de Lagrange du système forcé est de la forme : 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝓛

𝜕�̇�
] −

𝜕𝓛

𝜕𝜃
+

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 𝑓𝜃(𝑡)  

𝑓𝜃(𝑡) =
𝛿𝑊(𝐹 (𝑡))

𝜕𝜃
= 𝑓 (𝑡).

𝛿𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝜕𝜃
= 𝐿 cos 2𝑡  en prenant approximativement cos 𝜃 ≈ 1 

 



 
 

Donc et après dérivation terme à terme l’équation différentielle sera : 

𝑚𝐿2�̈� +
4

9
𝛼𝐿2�̇� + (

1

9
𝑘1𝐿

2 + 𝑘2𝐿
2 + 𝑚𝑔𝐿)𝜃 = 𝐿 cos 2𝑡 

On divise par 𝑚𝐿2     ⇒     

�̈� +
4𝛼

9𝑚
�̇� +

(
1
9 𝑘1𝐿

2 + 𝑘2𝐿
2 + 𝑚𝑔𝐿)

𝑚𝐿2
𝜃 =

1

𝑚𝐿
cos 2𝑡 

C’est une équation de la forme : 

�̈� + 2𝛿�̇� + 𝜔0
2𝜃 =

1

𝑚𝐿
cos 2𝑡 

3- Par identification on aura :  

𝜔0
2 =

(
1
9𝑘1𝐿

2 + 𝑘2𝐿
2 + 𝑚𝑔𝐿)

𝑚𝐿2
= 50 ⇒ 𝜔0 = 7,071𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝛿 =
2𝛼

9𝑚
= 1𝑠−1 

Donc l’équation différentielle est : 

�̈� + 2�̇� + 50𝜃 = 10 cos 2𝑡   (1)  

4- La solution dans la phase permanente est de la forme : 

𝜃(𝑡) = 𝜃0 cos(2 𝑡 + 𝜑)     ⇒  �̅�(𝑡) = �̅�0𝑒
𝑗2𝑡 …………… . (2) 

En remplaçant (2) dans l’équation (1) sous sa forme complexe on obtient : 

(46 + 4𝑗)�̅�0 = 10 ⇒   �̅�0 =
5

23 + 2𝑗
 

D’où on trouve : 𝜃0 =
5

√232+4
= 0.216𝑟𝑎𝑑 

et                        𝜑 = −arctan (
2

23
) = − 0,087𝑟𝑎𝑑   ⇒    𝜃(𝑡) = 0.216 cos(2 𝑡 − 0,087) 


