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EXAMEN Final: Séries et équations Différentielles(MATH3)

Exercice N°1(8pts).s ua) (n s :

1

1) Déterminer la nature de la sér'iez en

nz1

1
1+Inn

2) En utilisant le critere de Comparaison, trouver la nature de la série E
nz1

1

3) En utilisant le critére d'intégrale, trouver la nature de la série T

n>2 n(lnn)z

27’1

4) En utilisant le critere de d'Alembert, trouver la nature de la série Z P
n=1

5) Etudier la convergence ou la divergence des intégrales impropres suivantes :
1

+ oo +o0
dx 14+2x x34x?
ﬁ ) T dx R T11 dx
0 +|cosx A (1-x2)3 L Xt

Exercice N°2(6pts): (<3 (2 LA

. (-1)ne~Vnx . .
Montrer que la série : — Converge uniformément sur R*
n=1

Exercice N°3(épts):

Développer en série entiére au voisinage du 0 les fonctions suivantes :
2-x
X)=
f=5

Exercice N°4(6pts):

Développer en série de Fourier la fonction fde période 2m définie sur |—m, +m[ par :
_ (0 si x € |—m, 0
f) = {x si x €0, 47|

+ oo

En déduire la valeur A = Z

n=0 (2n+1)2

Bonne Chance

S.Bounab
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Exercice N°1
1. On remarque que le terme général

1 1
lim U, = lim ern =e% =1 % 0Alors liIP U, # 0 la série ).,5, €n est divergente. .... (1pt)
n-+oo

n—-+oo n—-+oo

2.vn>1: Inn<n= !

Inn+1 = 1+n

- 1 . . \ .
Et on ala série Z —est divergente, car en appliquant la regle de Riemann on aura
nz1

lirf nP Xu, =k = onprendp =1on trouvek =1+ 0
n—>—+oo

Donc par comparaison la série Z est divergente également .... (1pt)

+

ne1 1tlnn
1 d 1 z
3.vn=2:u, =——5=0;0n a aussi u, est décroissante | Vn = 2:u',, = % ==3 (lnn)z
n(Inn)2
1
71]=<0
2(Inn)2
On peut utiliser le critere d’intégrale ou la série a la méme nature que l'intégrale impropre
+00 1 +o00 l 171+
cdn = L——dn=2|(Inn)2| =+o.. (1pt)
2 n(Inn)2 2 (Inn)2 2
1
Alors 'intégrale diverge alors la série 7 est divergente également.
n(lnn)2
n=1
4. en appliquant la regle de Cauchy :
+1
. Up+1 . 2n n' .
lim = lim |—F—=7X—x| = lim |=0<1
n-+o | U, n-+ow N -|— 1! 2 n-+on+1

377.
Alors la série E — est absolument convergente ... (1pt)
nz1"

dx

400

est impropre de premier espece, on a par comparaison :

1 1
—2_
1+ |cosx| ~ 2

5. l’intégralef

1+|cosx
o 1tlcosx]

Vx € [0, +ool:

+00 dx +o0 dx
etona — = t+owo( intégrale divregente) = l'intégrale ————estdivergente .... (1pt
JO > wo(intég gente) g fo T+ [sinx] g (1pt)




. 1+2
6. La fonction x1 n’est pas bornée en x; = —1 ¢ [0,1] etx, = 1 € [0,1] alors

(1-x2)3
1
e 1+2x _ 1+2x . N
1 1ntegra1ef x)? dx = ——— dx est impropre de second espéce enx, = 1,
0

(1-x)3(14x)3
0

Et en appliquant le critére de Riemann (pour les intégrales impropres de second espéce) :

) 1+ 2x
llgn(l—x)p X T l:k
xol (1—-x)3(1+x)3
1 2
onprendp=§<1=>k=—1¢oo
23

1
Alors I’intégrale f dx est convergente.... (1.5pt)

a- 2)4

T 342 oo x
7.=>1=j dx = j 4+1dx+j dx=>1=2J ——dx

x*+1
:0 +o0 2
0 x*+1

Et en appliquant le critére de Riemann :

2

Vx € [1,+oo[:xl_i£1mxp Xx4——|-1= k (enprenandp=2>1=>k =1+ «)

400 3 2

400
_ dx est convergente ; alors XX
21 X g ' x4+1
—©

Alors I’intégrale?2 f
0

dx est convergente. .... (1.5pt)

Exercice N°2 :
La convergence simple : la série est alternée, elle converge si et seulement si les 2
conditions sont vérifiées :

_1yn,~Vnx
1) vn>1,vx € R*: lim | [u, | = lim H)Te

n—-+eo

=0...(1pt)

dn n?

5XVT+1
2) vn = 1,Vx € R* : |u, | est décroissante ( lu', | = dln] _ _ (2 )e_‘/ﬁx < 0)....(1pt)

- (—Dre V™ : N
= la série — Converge simplement t sur R
n=>1

La convergence uniforme :

En utilisant le théoreme de reste de la série, étant donné que la série est alternée

et converge simplement surR* , alors on peut écrire .... (1pt)
vn > 1,Vx € R* : |R, (0)] < upgeq (0] ... (1pt)

e—Vn+1x
> . < < gt
= VvVn=>1VxeR":|R,(x)| < P I v (1pt)
puisque lim % ...(1pt) alors la série converge uniformément surR*
Exercice N°3:
—X 1+1—x 1 1
flx) = = .. (1pt)

(1 0P (I-0F (-2 A-x)?




1 1
OnaVx € ]|-1,1[: Z x" = T—% (1pt) et Z nx™ 1= a—2 (1pt)

nz0 n=1

2
etz n(n—1)x"2 = m ... (1pt)

nz2
1
flx) = z nx™ 1+ EZ n(n — 1)x" 2
n=1 n=2
onpeut écrire : Y nx" 1= ) (n'+ Dx" (0.5p0)et Y n(n—1)x"2
— z (' +2)(n' + Dx™ ... (0.5pt)
n'=0
1
= f(x) = Z)(n + 1Dx™ + ZZ;(n + 2)(n + 1)x™(0.5pt)

= f(x) = Z(n +1) (2 + g) x™ ... (0.5pt)

n=0

Exercice N°4.

+m

+r
1 1 1 T
a = f fx)dx = ;f xdx = §|x2|g = E....(lpt)
-7 0

1 +1
an=EJf(x)cosnxdx
—TT

+r u

T 1

| ——Jsinnxdx
n

0 =0 o 0

1 1 x .
=—| xcosnxdx = —(|—sm nx
s mIn

X

_ 1 n 1
— |cos anO: a, = W((_l)n — 1) ...(1pt)

1 +1T
b,, = f f(x) sinnx dx
—TT

+7 K
1 . 1 x |
=— Xsmnxdx=—(|——cosnx| +— | cosnx dx
T nl n n
0 -0 0
~————

=0

1, x n —(—=D"
=—|——cosnx| = b, =
TT n 0

... (1pt)

Par conséquent le Développement en série de Fourier la fonction fest donné par :

4



f(x): — + Z <<— (=" - 1)> cos nx + <_(_1)n> sinnx) ... (0.5pt)

e Pour déduir la somme A = z on remplace x = m dans la série de fourier

(2n+1)2
Les conditions de Dirichlet sont satisfaite avec x = 1 est un pont de discontinuité avec ... (0.5pt)

lim, f(x)=0 et 11m L f(x) =m ....(0.5pt)

x—-1t

lim f(x) + lim f(x) < —(=D"
B ler}rlJr * _% Z((—(( 1)"—1)>Cosnn+< (nl) )sinnn)

2

”—"++Z z Z =2 (ospt)
24 p_on(2p+1)2 (2p+1)2 g P

..(1pt)




