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EXAMEN Final: Séries et équations Différentielles(MATH3) 

Exercice N°1(8pts)تمرين اجباري :  

1) Déterminer la nature de la série∑ e
1

𝑛 
𝑛≥1

 

2) En utilisant le critère de Comparaison, trouver la nature de la série ∑
1

1+ln𝑛𝑛≥1
 

3) En utilisant le critère d’intégrale, trouver la nature de la série ∑
1

𝑛(ln𝑛)
1
2

𝑛≥2

     

4) En utilisant le critère de d’Alembert, trouver la nature de la série ∑
2𝑛

𝑛!𝑛≥1
 

5) Etudier la convergence ou la divergence des intégrales impropres suivantes : 

∫
𝑑𝑥

1+|cos𝑥|

+∞

0

    ,   ∫
1+2𝑥

(1−𝑥2)
1
3

1

0

𝑑𝑥  , ∫
𝑥3+𝑥²

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

−∞

  

Exercice N°2(6pts):  اختار 2 من 3 تمارين 

Montrer que la série : ∑
(−1)𝑛𝑒−√𝑛𝑥

𝑛
𝑛≥1

  Converge uniformément  sur ℝ+ 

Exercice N°3(6pts):  

Développer en série entière au voisinage du 0 les fonctions suivantes :   

  𝑓(𝑥)=
2−𝑥

(1−𝑥)3
 

Exercice N°4(6pts):  

Développer en série de Fourier la fonction 𝑓de période 2𝜋 définie sur ]−𝜋,+𝜋[ par :  

𝑓(𝑥) = {
0                                 𝑠𝑖  𝑥 ∈ ]−𝜋, 0[

𝑥                                𝑠𝑖  𝑥 ∈ ]0,+𝜋[
  

En déduire  la valeur  𝐴 =∑
1

(2𝑛+1)2

+∞

𝑛=0
       

 

 

 

Bonne Chance 

S.Bounab  
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Exercice N°1 
1. On remarque que le terme général 

lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 = lim
𝑛→+∞

e
1
𝑛 = e0 = 1 ≠ 0Alors lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛 ≠ 0 la série ∑ e

1
𝑛𝑛≥1  est divergente. … . (1𝑝𝑡) 

2. ∀𝑛 ≥ 1:     ln 𝑛 ≤ 𝑛 ⟹
1

ln𝑛+1
≥

1

1+𝑛
 

Et on a la série ∑
1

𝑛+1𝑛≥1
est divergente, car en appliquant la règle de Riemann on aura 

 

 lim
𝑛→+∞

𝑛𝑝 × 𝑢𝑛 =𝑘 ⟹ 𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑 𝑝 = 1 𝑜𝑛  𝑡𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒 𝑘 = 1 ≠ 0 

Donc par comparaison la série ∑
1

1+ln𝑛𝑛≥1
 est divergente également … . (1𝑝𝑡) 

3. ∀𝑛 ≥ 2: 𝑢𝑛 =
1

𝑛(ln𝑛)
1
2

≥ 0 ;on a aussi un  est décroissante (∀𝑛 ≥ 2: 𝑢′𝑛 =
𝑑𝑢𝑛 

𝑑𝑛
= −

1

2
((ln𝑛)

1
2 +

1

2(ln𝑛)
1
2

) ≤ 0) 

On peut utiliser le critère d’intégrale où la série a la même nature que l’intégrale impropre  

∫
1

𝑛(ln𝑛)
1
2

+∞

2

𝑑𝑛 = ∫

1
𝑛

(ln𝑛)
1
2

+∞

2

𝑑𝑛 = 2 [(ln𝑛)
1
2]

2

+∞

= +∞… . (1𝑝𝑡) 

Alors l’intégrale diverge alors la série ∑
1

𝑛(ln𝑛)
1
2

 

𝑛≥1

est divergente également. 

4. en appliquant la règle de Cauchy : 

lim
𝑛→+∞

|
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛 

| = lim
𝑛→+∞

|
2
𝑛+1

𝑛+1!
×
𝑛!

2
𝑛| = lim

𝑛→+∞
|
2

𝑛 + 1
| = 0 < 1 

Alors la série∑
3𝑛

𝑛2𝑛≥1
 est absolument convergente … . (1𝑝𝑡) 

5. l’intégrale∫
𝑑𝑥

1+|cos𝑥|

+∞

0

 est impropre de premier espèce, on a par comparaison : 

∀𝑥 ∈ [0, +∞[: 
1

1 + |cos 𝑥|
≥
1

2
 

𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎 ∫
𝑑𝑥

2

+∞

0

= +∞( 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑟𝑒𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒) ⟹ l’intégrale ∫
𝑑𝑥

1 + |sin 𝑥|

+∞

0

𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒… . (1𝑝𝑡) 
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6. La fonction
1+2𝑥

(1−𝑥2)
1
3

 n’est pas bornée en 𝑥1 = −1 ∉ [0,1] 𝑒𝑡𝑥2 = 1 ∈ [0,1] alors 

l’intégrale∫
1+2𝑥

(1−𝑥2)4

1

0

𝑑𝑥 = ∫
1+2𝑥

(1−𝑥)
1
3(1+𝑥)

1
3

1

0

𝑑𝑥  est impropre de second espèce en𝑥2 = 1 ,  

 

 

Et en appliquant le critère de Riemann (pour les intégrales impropres de second espèce) : 

lim
𝑥
>
→1

(1 − 𝑥)𝑝 ×
1 + 2𝑥

(1 − 𝑥)
1
3(1 + 𝑥)

1
3

= 𝑘    

(𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑 𝑝 =
1
3
< 1 ⇒ 𝑘 =

2

2
1
3

≠ ∞)  

Alors l’intégrale∫
1+2𝑥

(1−𝑥2)4

1

0

𝑑𝑥 est convergente… . (1.5𝑝𝑡) 

7. ⟹ 𝐼 = ∫
𝑥3+𝑥2

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

−∞
= ∫

𝑥3

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

−∞⏟        
=𝟎

+∫ 𝑥²

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

−∞⏟        
⟹ 𝐼 = 2∫

𝑥²

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

𝟎

=𝟐∫
𝑥²

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

𝟎

  

Et en appliquant le critère de Riemann : 

∀𝑥 ∈ [1, +∞[: lim
𝑥→+∞

𝑥𝑝 ×
𝑥²

𝑥4 +1
= 𝑘   (𝑒𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑎𝑛𝑑 𝑝 = 2 > 1 ⇒ 𝑘 = 1 ≠ ∞)  

Alors l’intégrale2∫
𝑥²

𝑥4+1
dx

+∞

0

 est convergente ; alors ∫
𝑥3+𝑥2

𝑥4+1
𝒅𝒙

+∞

−∞

 est convergente. … . (1.5𝑝𝑡) 

Exercice N°2 : 

La convergence simple : la série est alternée, elle converge si et seulement si les 2 

conditions sont vérifiées : 

1) ∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑥 ∈   ℝ+  ∶  lim
𝑛→+∞

|𝑢𝑛 | = lim
𝑛→+∞

|
(−1)𝑛𝑒−√𝑛𝑥

𝑛
 | = 0… . (1𝑝𝑡) 

2) ∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑥 ∈ ℝ+ ∶ |un | est décroissante ( |𝑢′𝑛 | =
𝑑|𝑢𝑛 |

𝑑𝑛
= −

(
1
2𝑥√𝑛+1)

𝑛²
𝑒−√𝑛𝑥 ≤ 0)….(1pt) 

⟹ 𝑙𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 ∑
(−1)𝑛𝑒−√𝑛𝑥

𝑛
𝑛≥1

  Converge simplement t  sur ℝ+ 

La convergence uniforme : 

En utilisant le théorème de reste de la série, étant donné que  la série est alternée 

et converge simplement surℝ+ , alors on peut écrire … . (1𝑝𝑡) 

∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑥 ∈ ℝ+ ∶ |Rn (𝑥)| ≤ |un+1 (𝑥)| … . (1𝑝𝑡) 

⟹ ∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑥 ∈ ℝ+ ∶ |Rn (𝑥)| ≤ |
𝑒−√𝑛+1𝑥

𝑛+ 1
| ≤

1
𝑛 + 1

… . (1𝑝𝑡) 

𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 lim
𝑛→+∞

1

𝑛+1
= 0… . (1𝑝𝑡) alors la série converge uniformément surℝ+   

Exercice N°3:  

𝑓(𝑥) =
2 − 𝑥

(1 − 𝑥)3
=
1 + 1 − 𝑥

(1 − 𝑥)3
=

1

(1 − 𝑥)2
+

1

(1 − 𝑥)3
… . (1𝑝𝑡) 
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𝑂𝑛 𝑎 ∀𝑥 ∈ ]−1,1[:∑𝑥𝑛

𝑛≥0

=
1

1 − 𝑥
(1𝑝𝑡) 𝑒𝑡 ∑𝑛𝑥𝑛−1

𝑛≥1

=
1

(1 − 𝑥)2
(1𝑝𝑡) 

 𝑒𝑡∑𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2

𝑛≥2

=
2

(1 − 𝑥)3
… . (1𝑝𝑡) 

𝑓(𝑥) =∑ 𝑛𝑥𝑛−1

𝑛≥1

+
1

2
∑ 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2

𝑛≥2

 

𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 é𝑐𝑟𝑖𝑟𝑒 ∶ ∑𝑛𝑥𝑛−1

𝑛≥1

= ∑(𝑛′ + 1)𝑥𝑛
′
(0.5𝑝𝑡)

𝑛′≥0

𝑒𝑡 ∑𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2

𝑛≥2

= ∑(𝑛′ + 2)(𝑛′ + 1)𝑥𝑛
′

𝑛′≥0

… . (0.5𝑝𝑡) 

⟹ 𝑓(𝑥) =∑(𝑛 + 1)𝑥𝑛

𝑛≥0

+
1
2
∑(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)𝑥𝑛(0.5𝑝𝑡)
𝑛≥0

 

 

⟹ 𝑓(𝑥) =∑(𝑛 + 1) (2 +
𝑛
2
) 𝑥𝑛

𝑛≥0

… . (0.5𝑝𝑡) 

 

Exercice N°4:  

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1

𝜋
∫ 𝑥𝑑𝑥 =

1

2𝜋
|𝑥²|0

𝜋 =
𝜋

2

+𝜋

0

+𝜋

−𝜋

… . (1𝑝𝑡) 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

+𝜋

−𝜋

=
1

𝜋
∫ xcos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝜋
(|
𝑥

𝑛
sin 𝑛𝑥|

⏟      
=0 0

𝜋

−
1

𝑛
∫ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜇

0

+𝜋

0

=
1

𝜋𝑛2
|cos 𝑛𝑥|0

𝜋
𝑥

⟹ 𝑎𝑛 =
1

𝜋𝑛2
((−1)𝑛 − 1)… . (1𝑝𝑡) 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

+𝜋

−𝜋

=
1

𝜋
∫ xsin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝜋
(|−

𝑥

𝑛
cos 𝑛𝑥|

⏟        
0

𝜋

+
1

𝑛
∫ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜇

0⏟        
=0

+𝜋

0

=
1

𝜋
|−
𝑥

𝑛
cos 𝑛𝑥|

0

𝜋

⟹ 𝑏𝑛 =
−(−1)𝑛

𝑛
… . (1𝑝𝑡) 

Par conséquent le Développement en série de Fourier la fonction 𝑓est donné par : 
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f(x): 
𝜋

4
+∑((

1

𝜋𝑛2
((−1)𝑛 − 1)) cos 𝑛𝑥 + (

−(−1)𝑛

𝑛
)sin𝑛x)

+∞

𝑛=1

… . (0.5𝑝𝑡) 

 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑟 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝐴 =∑
1

(2𝑛+1)2
 𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 𝑥 = 𝜋 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟

+∞

𝑛=0
 

Les conditions de Dirichlet sont satisfaite avec 𝑥 = 𝜋 est un pont de discontinuité avec … . (0.5𝑝𝑡) 

lim
𝑥→𝜋+

𝑓(𝑥) = 0   𝑒𝑡 lim
𝑥→𝜋−

𝑓(𝑥) = 𝜋  … . (0.5𝑝𝑡) 

 

lim
𝑥→𝜋−

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→𝜋+

𝑓(𝑥)

2
=  
𝜋

4
+∑((

1

𝜋𝑛2
((−1)𝑛 − 1)) cos 𝑛𝜋 + (

−(−1)𝑛

𝑛
) sin𝑛π)

+∞

𝑛=1

𝜋

2
=
𝜋

4
+∑

2

𝜋(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

⟹∑
1

(2𝑝 + 1)2

+∞

𝑝=0

=
𝜋²

8
… . (0.5𝑝𝑡)

… . (1𝑝𝑡) 

 

 

 


