
Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

Dé�nition 1.1 Une fonction réelle de n variables réelles est une application d�une partie de

Rn à valeurs dans R:

�On note

f : Rn ! R

(x1; x2; :::; xn) 7! f (x1; x2; :::; xn)

�On note par Df , l�ensemble de dé�ntion de f:

Exemple 1.1

f : R2 ! R

(x; y)! f (x; y) =
1p

x2 + y2
; Df = R2 � f(0; 0)g

Exemple 1.2

f : R2 ! R

(x; y)! f (x; y) =
1p

1� x2 � y2
; Df =

�
(x; y) 2 R2=x2 + y2 � 1

	
Si
�
O;
�!
i ;
�!
j
�
est orthonomé, Df est un disque fermé.

Exemple 1.3

f : R3 ! R

(x; y; z)!
p
1� x2 � y2 � z2; Df = B0 (O; 1) :



Exemple 1.4

f : R2 ! R

(x; y)!
p
�y + x2
p
y

;Df =
�
(x; y) 2 R2; y > 0 et y < x2

	
:

Exemple 1.5

f : R2 ! R

(x; y)! ln (x+ y) ; Df =
�
(x; y) 2 R2; y > �x

	
Dé�nition 1.2

* L�image par f de Df est l�ensemble :

Imf(Df ) = fz 2 R : z = f(X)=X 2 Rng � R

* L�ensemble des points S = f(X; f(X)) =X 2 Rng de Rn+1 est la surface representative de

f (Graphe de f) :

- Si n = 1;S est une courbe.

- Si n = 2 : S est une surface, on dit que S a pour éqution z = f(x; y):

- Si n > 2;la representation planne devient impraticable.

1.1 Fonctions partielles et coupes

Dé�nition 1.3 Soit f : Df : � R2 ! R; une fonction et soit (x0; y0) 2 Df :

On appelle fonctions partielles de f en (x0; y0), les fonctions : x! f (x; y0) ;et y ! f (x0; y)

dé�nies sur fx 2 R= (x; y0) 2 Df :g et fy 2 R= (x0; y) 2 Df :g :



Dé�nition 1.4 Soit f : Df : � Rn ! R; une fonction et soit (x01 ; x02 ; :::; x0n) 2 Df :

On appelle fonction partielle de f en (x01 ; x02 ; :::; x0n) ; la fonction :

fi : (x01 ; x02 ; :::; xi; :::; x0n)! fi (x01 ; x02 ; :::; xi; :::; x0n)

Exemple 1.6
f (x; y) = x2 + y2

fx : x! x2 + y20 et fy : y ! x20 + y2

Dé�nition 1.5 Soit f : Df : � R2 ! R; La coupe du graphe de f par le plan d�équation

z = z0 est l�intersection entre le graphe de f et le plan z = z0:

Remarque 1.1 � Le graphe de la fonction partielle y ! f (x0; y) s�identi�e à la coupe du

graphe de f par le plan d�équation x = x0:

� Le graphe de la fonction partielle x! f (x; y0) s�identi�e à la coupe du graphe de f par le

plan d�équation y = y0:

Dé�nition 1.6 Soit f : Df : � R2 ! R;et k 2 R:

On appelle courbes de niveau (ou lignes de niveau), les courbes d�équations f (x; y) = k

c�est à dire f(x; y) 2 Df : f (x; y) = kg est la courbe de niveau k:

En autre mot la courbe de nieau k est la projection sur la plan d�équation z = 0 de l�inter-

section du graphe de f avec le plan z = k:

Remarque 1.2 Pour les fonctions de troix variables, on parle de surface de niveau.

Exemple 1.7 f (x; y) = x2 + y2

Les fonctions parielles
fx : x! x2 + y20; fy : y ! x20 + y2:

Les courbes de niveau
f (x; y) = k (1.1)



� Si k < 0; n�existe pas de courbes de niveau.

� Si k � 0; (1:1) équivaut à y2 = k � x2

a En cas k = 0; les courbes sont f(0; 0)g :

b En cas k > 0;les courbes sont des cercles de rayon k et de centre O(0; 0):

Exemple 1.8
f (x; y) = x+ y � 1

f (x; y) = k () y = 1� x+ k:

Les courbes de niveau sont des droites et le graphe est un plan.

Exemple 1.9
f (x; y) = exp

�
y � x2

�
f (x; y) = k () exp

�
y � x2

�
= k

() y = x2 + ln k; avec k > 0:

Les courbes sont des paraboles.

1.2 Limite d�une fonction

* La notion de limite pour une fonction de pluseurs variables généralise naturellement la

notion de celle des fonctions d�une seule variable.

* Dés que le domaine se situe dans un espace à 2 dimensions, au moins, les chemins qui

mènent à un point donné peuvent suivre divers axes.

Dé�nition 1.7 Soit f : Df : � Rn ! R; une fonction dé�nie au voisinage d�un point A; sauf

peut être en A; et soit l 2 R:

On dit que f admet une limite l lorsque X tend vers A; si et seulement si,

8" > 0;9� > 0 : kX � Ak < � =) jf(X)� lj < ":



On écrit lim
X!A

(f(X)) = l:

Remarque 1.3 k:k designe n�importe quelle norme dans Rn

Dé�nition 1.8 On dit que f admet (+1) comme limite lorsque X tend vers A; si et seule-

ment si, 8B 2 R�+;9� > 0 : kX � Ak < � =) f(X) > B:

Dé�nition 1.9 On dit que f admet (�1) comme limite lorsque X tend vers A, si et seule-

ment si, 8B 2 R�+;9� > 0 : kX � Ak < � =) f(X) < �B:

Théorème 1.1 Si f admet une limite, elle est unique.

Preuve. On suppose que f admet deux limites l1 6= l2 en A; alors

8" > 0;9�1 > 0 : kX � Ak < �1 =) jf(X)� l1j <
"

2
:

8" > 0;9�2 > 0 : kX � Ak < �2 =) jf(X)� l2j <
"

2
:

Soit � = min (�1; �2) :

jl1 � l2j = jl1 � f (X) + f (X)� l2j � jf (X)� l1j+ jf (X)� l2j < ":

Remarque 1.4 L�existence et la valeur éventuelle de la limite est indépendante de la norme

choisie dans Rn.

Remarque 1.5 Si f a pour limite l en A, la restriction de f à toute courbe continue (non

seulement les droites ) passant par A admet la même limite l.

� En pratique, pour prouver qu�une fonction de plusieurs variables n�admet pas de limite en

A, il su¢ t d�expliciter une restriction à une courbe continue passant par A qui n�admet pas

de limite, ou deux restrictions qui conduisent à des limites di¤érentes. Mais pour prouver

l�existence d�une limite, il faut considérer le cas général.



� Attension, si la restriction à toute droite passant par A admet la même limite, on ne peut

pas conclure que la limite existe !.

Remarque 1.6 Lorsque n = 2; il est souvent utile de passer aux coordonnées polaires pour

ramener le calcul à une limite d�une fonction d�une seule variable et sera :

lim
(x;y)!(a;b)

f(x; y) = lim
r!0
8�2R

f (a+ r cos �; b+ r sin �)

Où

8><>: x = a+ r cos �

y = b+ r sin �
; et (a; b) sont les coordonnées de A

Exemple 1.10 f : Df : � R2 � f(0; 0)g ! R=f(x; y) =
6x2y

x2 + y2

Exemple 1.11 On va montrer que lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = 0

a) En utilisant la dé�nition

Soit " > 0; il faut trouver un � > 0 telque :

kX � Ak < � =) jf(x; y)� 0j < "

���� 6x2yx2 + y2

���� � 6x2 jyj
x2

= 6 jyj � 6
p
x2 + y2;

donc il su�t que
p
x2 + y2 < "

6

On prend � = "
6
; et la norme ici est kk2

b) En utilsant les coordonnées polaires

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = lim
r!0
8�2R

6r3 cos2 � sin �

r2
= lim

r!0
8�2R

6r cos2 � sin � = 0:

(car cos2 � sin � est bornée)



Exemple 1.12
f(x; y) =

x2 � y2

x2 + y2

Première méthode

� Le long de l�axe horizontal y = 0:

lim
(x;y)!(0;0)

y=0

f(x; y) = lim
x!0

x2

x2
= 1

� Le long de l�axe horizontal x = 0:

lim
(x;y)!(0;0)

x=0

f(x; y) = lim
y!0

y2

y2
= �1

Deuxième méthode (En utilisant les coordonnées polaires)

8><>: x = a+ r cos �

y = b+ r sin �

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = lim
r!0
8�2R

r2
�
cos2 � � sin2 �

�
r2

= cos2 � � sin2 �;

le résultat varaie suivant la direction de �; donc la fonction n�admet pas de limite en (0; 0):

Exemple 1.13

f(x; y) =
1

x� y

lim
(x;y)!(1;1)

f(x; y) =?

� Le long de l�axe x = 1:

lim
y!1+

1

1� y
= �1 et lim

y!1�
1

1� y
= +1



Théorème 1.2 Soient deux fonctions dé�nies de D � Rn dans R telles que lim
X!A

f(X) = l1

et lim
X!A

f(X) = l 2;alors

1. 8�; � 2 R; lim
X!A

(�f + �g)(X) = (�l1 + �l2)

2. lim
X!A

(f � g)(X) = l1 � l2

3. Si l2 6= 0; lim
X!A

f

g
(X) =

l1
l2
:

Théorème 1.3 Soient f; g; h trois fonctions dé�nies au voisinage d�un point A 2 Rn; veri-

�ant les deux conditions :

1. lim
X!A

g(X) = l; lim
X!A

h(X) = l:

2. 9�0 > 0; kX � Ak < �0 =) g(X) � f(X) � h(X):

Alors
lim
X!A

f(X) = l:

Preuve. La condition 1 nous donne

8" > 0;9�1 > 0; kX � Ak < �1 =) jg(X)� lj < "

8" > 0;9�2 > 0; kX � Ak < �2 =) jh(X)� lj < "

Soit � = inf (�0; �1; �2) ; alors

8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) g(X) � f(X) � h(X)

=) �" < g(X)� l � f(X)� l � h(X)� l < +"

jf(X)� lj < " =) lim
X!A

f(X) = l:



Théorème 1.4 Soit (a; b) 2 R2 et f une fonction dé�nie au voisinage de A à valeurs dans

R; telleque lim
(x;y)!(a;b)

f(x; y) = l:

Si lim
x!a

f(x; y) existe pour y voisinage de b et lim
y!b

f(x; y) existe pour x voisinage de a; alors

lim
x!a

�
lim
y!b

f(x; y)

�
= lim

b!b

�
lim
x!a

f(x; y)
�
= l:

Preuve. Posons
u(x) = lim

y!b
f(x; y)etv(y) = lim

x!a
f(x; y);

u et v sont deux fonctions dé�nies respectivement au voisinage de a et b:

lim
(x;y)!(a;b)

f(x; y) = l () 8" > 0;9� > 0;8 (x; y) 2 D;

k(x� a; y � b)k < � =) jf(x; y)� lj < "

Donc
jx� aj+ jy � bj < � =) jf(x; y)� lj < "

Prenons
jx� aj < �1 et jy � bj < �2=�1 + �2 = �:

donc
ju(x)� lj =

����limy!bf(x; y)� l

���� = limy!b jf(x; y)� lj < ":

jv(x)� lj =
���lim
x!a

f(x; y)� l
��� = lim

x!a
jf(x; y)� lj < "

8" > 0;9�1 > 0; jx� aj < �1 =) ju(x)� lj < ":

8" > 0;9�2 > 0; jx� bj < �2 =) jv(x)� lj < ":

Alors :

lim
x!a

u(x) = lim
x!a

�
lim
y!b

f(x; y)

�
= lim

y!b
v(x) = lim

y!b

�
lim
x!a

f(x; y)
�
= l:



Exemple 1.14 f(x; y) = x�y
x+y

� Pour x 6= 0

lim
y!0

f(x; y) = lim
y!0

x

x
= 1 =) lim

x!0

�
lim
y!0

f(x; y)

�
= 1:

� Pour y 6= 0

lim
x!0

f(x; y) = lim
x!0

�y
+y

= �1 =) lim
y!0

�
lim
x!0

f(x; y)
�
= �1

On a

lim
x!0

�
lim
y!0

f(x; y)

�
6= lim

y!0

�
lim
x!0

f(x; y)
�
;

donc lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) n�existe pas.

Exemple 1.15 f(x; y) = (xy)2

(xy)2+(x�y)2

On a

lim
x!0

�
lim
y!0

f(x; y)

�
= 0etlim

y!0

�
lim
x!0

f(x; y)
�
= 0

Le long de l�axe y = x

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = lim
x!0
y=x

f(x; y) = lim
x!0
y=x

(xy)2

(xy)2 + (x� y)2
= lim

x!0

x4

x4
= 1

Le long de l�axe y = �x

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = lim
x!0
y=�x

f(x; y) = lim
x!0
y=�x

(xy)2

(xy)2 + (x� y)2
= lim

x!0

x4

x4 + x2
= 0:

Donc lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) n�existe pas.



Exemple 1.16 f(x; y) =

8><>: x sin 1
y
; y 6= 0

0; y = 0

On a

jf(x; y)j � jxj

=) 0 � lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) � lim jxj
x!0

= 0:

donc

lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y) = 0:

�

lim
y!0

�
lim
x!0

f(x; y)
�
= 0

�

lim
x!0

�
lim
y!0

f(x; y)

�
;n�existe pas carlim

y!0
f(x; y) n�existe pas:

Conséquence

� L�existence de lim
(x;y)!(a;b)

f(x; y);L�existence de lim
x!a

�
lim
y!b

f(x; y)

�
et lim

y!b

�
lim
x!a

f(x; y)
�
:

� L�existence de lim
x!a

�
lim
y!b

f(x; y)

�
et lim

y!b

�
lim
x!a

f(x; y)
�
;L�existence de lim

(x;y)!(a;b)
f(x; y):

1.3 Continuité d�une fonction de Rn dans R

Dé�nition 1.10 Une fonction au voisinage d�un point A de Rn à R est dite continue au

point A, si lim
X!A

f(X) = f(A)

c�est à dire :

8" > 0;9� > 0; jX � Aj < �1 =) jf(X)� f(A)j < "

ou

8" > 0;9B0 (A; �) > 0=8X 2 B0 (A; �) =) jf(X)� f(A)j < ":



Exemple 1.17 f(x; y) = x+ 3y; A (1; 1)

Soit " > 0

jf(x; y)� f(1; 1)j = jx+ 3y � 4j =

(x� 1) + 3 (y � 1) � 4 sup ((x� 1) ; (y � 1)) = 4 k(x� 1) ; (y � 1)k1

Donc pour que soit
jf(x; y)� f(1; 1)j < "

il su¢ t
4 k(x� 1) ; (y � 1)k1 < ":

d�ou
k(x� 1) ; (y � 1)k1 <

"

4
;

il su¢ t de prendre � = "
4

Théorème 1.5 Soit f une fonction dé�nie sur D � Rn, à valeurs dans R et A 2 D:

Les deux conditions suivantes sont équivalentes

1. f est continue en A

2. Pour toute suite (an) de D lim
n!1

an = A =) lim
n!1

f(an) = f(A):

Théorème 1.6 Soient f et g deux fonctions dé�nies et continues en A 2 Rn;alors

1. 8�; � 2 R : (�f + �g) est continue en A

2. f + g est continue en A

3. Si g(X) 6= 0 : f
g
est continue en A:

Proposition 1.1 Si f est continue au point A (x1; x2; :::; xi; :::; xn), alors les fonctions par-

tielles sont continues aux points xi; i = 1:::n: Mais la récciproque n�est pas toujours vraie.



Théorème 1.7 f : D � Rn ! R est une fonction continue sur D; alors :

1. f est bornée sur D; i.e 9M 2 R�+ : 8X 2 D =) jf(X)j �M

2. f atteint ses bornes inferieur et superieur ie :

9 (A;B) 2 D2 : f(A) = inf
X2D

f(X) et f(B) = sup
X2D

f(X)

1.4 Les fonctions de Rn dans Rm

Dé�nition 1.11 Soit D � Rn et soit f : D ! Rm

� Les fonctions

Pi :Rm ! R

(x1; x2; :::; xm)! xi; i = 1:::m

sont appelées projections canoniques de Rm dans R

� Les fonctions fi :D ! R dé�nies pour tout i = 1:::m par fi = Piof sont appelées les

composantes de l�application f = (f1; f2; :::; fm) :

D � Rn f! Rm Pi! R

(x1; x2; :::; xn)! (f1; f2; :::; fm)! fi

fi = Piof

Exemple 1.18

f : R3 ! R2

(x; y; z)! f (x; y; z) = (sin yz; xyz)

On a : f1 : R3 ! R (x; y; z)! sin yz



f2 : R3 ! R (x; y; z)! xyz

Dé�nition 1.12 Soit f une fonction d�une partie de Rn à valeurs dans Rm dé�nie au voi-

sinage d�un point A sauf peut être en A, et soit l = (l1; l2; :::; lm) � Rm

� On dit que la fonction f = (f1; f2; :::; fm) admet l pour limite au point A si

8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) jf(X)� lj < ":

et on écrit lim
X!A

f(X) = l:

Remarque 1.7 Soit f = (f1; f2; :::; fm) une fonction à valeurs dans Rm dé�nie au voisinage

d�un point A de Rn; et soit l = (l1; l2; :::; lm) � Rm; les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

1. lim
X!A

f(X) = l:

2. 8i = 1:::m; lim
X!A

fi(X) = li

Preuve.

� 1 =) 2

lim
X!A

f(X) = l: =) 8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) jf(X)� lj < "

=) sup
i=1:::m

jfi(X)� lij < "

=) jfi(X)� lij < " =) lim
X!A

fi(X) = li:

� 1 =) 2



8i = 1:::m , lim
X!A

fi(X) = li; alors

8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) jfi(X)� lij <
"

m

Par suite :
8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) jf(X)� lj < "

Car
mX
i=1

jfi(X)� lij <
"

m
+

"

m
+ :::+

"

m| {z }
m fois

� D�où
lim
X!A

f(X) = l:

Exemple 1.19

f(x; y) =

�
x

y2 + 1
; sin � (x� y) ; exp(xy)� 1

�

lim
(x;y)!(2;0)

f(x; y) =

�
lim

(x;y)!(2;0)

x

y2 + 1
; lim
(x;y)!(2;0)

sin � (x� y) ; lim
(x;y)!(2;0)

exp(xy)� 1
�

= (2; 0; exp (�1))

Dé�nition 1.13 Une fonction f dé�nie au voisinage d�un point A 2 Rn à valeurs dans Rm

est dite continue au point A si lim
X!A

f(X) = f(A) C-à-d ;

8" > 0;9� > 0; kX � Ak < � =) jf(X)� f(A)j < "

Théorème 1.8 Soit f = (f1; f2; :::; fm) dé�nie au voisinage d�un point A de Rn à valeurs

dans Rm: Les deux conditions suivantes sont équivalentes

1. f continue en A

2. 8i = 1:::m , fi est continue en A:



Théorème 1.9 Soit U un ouvert de Rn; V un ouvert de Rm; A un point de U et B � f(A):

Considérons f : U ! V et g : V ! Rp; deux fonctions continues respectivement en A et en

B: Alors la fonction h : U ! Rp dé�nie par h = gof est continue en A:

Preuve.

� g continue en B � f(A)

8" > 0;9� > 0; kY �Bk < � =) jg(Y )� g(B)j < "

� Comme f est continue en A; on peut associe à � un nombre �1 > 0 telque

kX � Ak < �1 =) jY �Bj < � =) jf(X)� f(A)j < �

Mais
kf(X)� f(A)k < � =) jg(f(X))� g(f(A))j < "

=) kh(X)� h(A)k < ";

donc h est continue en A:

Dé�nition 1.14 Soit D une partie non vide de Rn; f une fonction de D dans Rm: La

fonction f est dite continue sur D si elle est continue en tout point de D:

Dé�nition 1.15 Une fonction continue d�une partie D � Rn dans Rm est dite uniformement

continue sur D si

8" > 0;9� > 0;8 (X; Y ) 2 D �D; kX � Y k < � =) jf(X)� f(Y )j < ":

Exemple 1.20 f : Rn ! R; X ! kXk

jf(X)� f(Y )j = jkXk � kY kj � kX � Y k ; � = ":


