Chapitre 2 Calcul differentiel sur R"

2.1 Dérivées partielles

2.1.1 Dérivées partielles premiéres

Définition 2.1 Soit f une fonction de deuz variables définie sur D C R%f : (x,y) — f(x,y)

et soient les fonctions partielles : fi(z) = f(x,y0), fo(y) = f(xo,y) avec (zo,y0) € D

* On appelle dérivée partielle de f par rappot a x en (xo,y0), la dérivée (si elle existe) de fi

en xo. On la note f,(zo,10) ou %(mo, Yo). On a donc

’

fil@o, y0) = f1(w0) = }llir%f(fo + hvyo})b— f (%o, y0)

* On appelle dérivée partielle de f par rappot &y en (xg,yo), la dérivée (si elle existe) de fo

en yo. On la note fz;(xo,yo) ou g—g(xo,yg). On a donc

f(zo,yo +h) — f (z0, y0)
h

!

fy (o, 90) = fé(yo) = ;lzlg(l)

Définition 2.2 Dans le cas général, pour une fonction de n variables, la dérivée partielle de
f par rapport & x; en X = (x1,Ta,...,%;,...,x,) est la dérivée de la fonction partielle f; et

donnée par

, of

1.(X) (X) = hmf(m, Ty Ry ) — f (21,20, ., 2y

- a:ﬂ, h—0 h

* Siles dérivées partielles existent sur D, elles définissent les fonctions dérivées partielles.
(‘737 y) - fx(x7 y)

(z,y) = f,(z,y)

(1’1,{172, 7$n) - f; ($17I27 7$n>



Définition 2.3 Soit D un ouvert de R, f: R* - R

On dit que f est de classe O sur D si et seulement si

1. f admet des dérivées partielles par rapport a chacune des variables x1, s,

2. Toutes les dérivées partielles sont continues D.
Exemple 2.1
f(z,y) = 2* + 3y* — 2xy.

fulz,y) =22+ 6y — 2y, f,(z,y) = 6y — 2.

, C F(L24 k) — f(1,2) . 14324k —22+k)
A2 =iy z - h

Exemple 2.2

f(z,y,2) = zarctany/x.

/ 1 — —Yz
T, Y, 2) =2.—— X | — | = .
fm( Yy ) 1 (y/x)2 ( 22 ) 2 + y2

_ €Tz
- $2—|—y2'

fi(z,y,2)
f;(x, y,z) = Arctany/x.

Définition 2.4 (Vecteur gradient)

ey Ty €n tout point de D.

= 10.

Le gradient de la fonction f en (x1,z3,...,x,), on le note par V f(A) ou encore gradf (A),

est le vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles premiéres.

oo (4)

21 (A
I :( |




2.1.2 Dérivées partielles d’ordre superieur

— Soit D un ouvert de R" , A € D et soit f : D — R admet une fonction dérivée partielle

sur D par rapport a la variable z;.

Définition 2.5 Si la fonction dérivée partielle g—i : D — R admet une dérivée partielle

% (%) par rapport a la F™¢ variable au point A.
J 7
On dit que % (5—32) (A) est une dérivée parielle d’ordre 2 de f au point A par rapport a la

i®me et j°™¢ variables et on note % (gj) (A) = a;?zgm (4).
J i (.

Définition 2.6 On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre k , en A € D, par rapport
auz varialbles x;,, x;,, ..., T;, successivement si et seuleument :

of o (.of d o_(_of d of ~
Dor,* s (8%) o) By (8% (896”)) ) By ("'8:ci1> existent.

Le réel % <ﬁ(”'£_{1) (A) est noté % (A) et appelé dérivée partielle d’ordre k en

A par rapport auzx variables z;,, T;,, ..., T;, .

Exemple 2.3

1 flzy) =z +y—22%°
af 3 Of 2 9
8&:_1 231:3/,8 =1-3z
8% f 82 f
922 —2y°, 5 = —62%y
O*f . O°f 9
dzdy O ogor O
2, S (2,) # (0,0)
gz, y) =g
0,(z,y) = (0,0)

dg dg xty + 322y dg g 25— 2y
- = = T, = ) — = - s =
5 00 =0, 5 (¥ ="rr s 5, 000=0 5 =1 ron

2 99 (2,0) — 22(0,0 5 2 o g

7 (0,0):11m3y( ) =3, 00 2 P9 10.0) = timee 0¥ 509 _

(‘3x8y z—0 T z—0 0 aya:)j y—0 Y



Définition 2.7 Soit f: D CR" - R

* On dit que [ est de classe C™ sur D si et seuleument toutes les dérivées d’ordre m existent

et sont continues sur D.

* On dit que f est de classe C™ sur D et on ecrit f € C* (D) si f € C™(D)Vn € N*

Théoréme 2.1 (Théor¢gme de Schawrtz)

Soit f une fonction numérique de n variables et de classe C™.

La dérivée partielle % ol vy + g+ ...ap, = st elle existe ne depend pas de [’ordre
T, " O0xy“...0Ty

dans le quel on effectue les dérivations par rapport a x;.

Cas particulier

Soit f: D C R® — R, de classe C*

. o2 2 . .. .
Si 85 o et af‘ 5— existent au voisinage de A et sont continues en A, alors
105 J 7

0%g 0%g
- (A) = —=—(4)
0r;0x; Oz ,;0x;

Définition 2.8 On dit que la fonction f: D C R™ — R est harmonique sur D si et seuleument si

692
XeD X) =
VX €D} o (X)=0
2.1.3 Dérivation suivant un vecteur

Définition 2.9 Soit la fonction f: D C R" - R

On dit que f est dérivable suivant le vecteur h (non nul) si hmf(A +th) — f(4)

t—0

existe

Cette limite est appelée dérivée suivant le vecteur(ou dérivée suivant la direction) h et notée

par
) — gL AT D) = ()
t—0 t
Exemple 2.5 Soitlafoncton  f:R* =R  géfinie par
2242
Floy) = 22 yh0 (z,y) # (0,0)

07($7y) ::(070)



—
Soit h (hl,hg)

e £((0,0) + ¢ (hy, ha)) — £(0,0)  thyh2

Quand t — 0,d, f(0,0) =0
f admet des dérivées suivant toutes les directions au point (0,0).
2.2 Differentiabilité des fonctions a plusieurs variables

2.2.1 Fonctions de R" dans R

* Toute application linéaire L : R" — R, s’écrit
n
L (‘le T2, wrn) = Zaixi/ai - R,Z = L_n
i=1

*SiL:R—R/ L(z) = ax
* Soit L: DCR—R

f est dérivable en A si

limf(A = h) = (4) — existe = f'(A) (2.1)
h—0 h
donc
O TATR) - fA) R 02
h—0 h
On peut écrire (2.2) sous la forme
F(A+h) = f(A) = hf (A) = he (h), (2.3)

telleque
lime (h) ou f(A+h) — f(A) = hf (A) + O (h)

h—0



* On remarque que g(h) = hf (A) est linéaire continue de R dans R et qui est appelée
differentiel de f en A.
* Donc f est dérivable en A, si et seuleument s’il existe une application linéaire g : R — R

qui verifie

f(A+h) = f(A) = g(h) + O (h) (2.4)
* Sionpassea f: DCR"— R,
Les relations (2.1) et (2.2) .n’auront pas de sens (car h € R™) ;mais le probléme s’impose pas
dans (2.3) et (2.4) et ¢a nous permet de généraliser la définition de differentiabilité en R™.
Définition 2.10 Soient f: D C R" — R et h = (hy, ho; ..., h,) € R"

* On dit que f est differentiable en un point A € D, s’il existe n réels ay,as; ..., a, et une

fonction € : R™ — R.tellesque

f(A+h)+ f(A Zazh + ||h]le (k)  avec }ILILI[I){:“ (h)=0 (2.5)
* L’application df (A)(h) = > a;h; est apelée differentiel de f en A.
i=1
Conséquance f: D CR" - R

Si f est differentiable en un point A € D , alors f admet des dérivées partielles premiéres en A et

W =Ygt A

La réciproque n’est pas toujours vraie

Contre exemple
x21327 (Q; y) # (07 0)

0, (1’, y) = (Oa 0)

flz,y) =

Théoréme 2.2 Soit une fonction f : D C R* — R, admettent des fonctions dérivées par-

tielles d’ordre 1 définues dans D et continues en un point A, alors [ est differentiable en A.

L]
Exemple 2.6 flz,y) =In(z*+y*) D =R2-{(0,0)}

of of

e oy Sont continues Y (x,y) € D, alors f est differentiable et

9
df (x,y) = Zi (zdx + ydy) ,V (z,y) € D

x2



222 Fonctions définies de R" dans R™

Définition 2.11 Soit f une application de R™ dans R™ définiée par

f:X = (f1(X), f5(X), .., [l (X)) ot fl : R" - R, pouri=1,m

* On appelle matrice Jacobienne de f et on note Jy la matrice m x n :

9f1(4) 9f1(4)
oz e OTn

Ofm(4) Afm(A)
Ox1 Oxn

* Sin=m Le determinant de J; est appelé le jacobien de f en A.

Exemple 2.7 f:R? — R?

(r,0) — (rcosf,rsin@)

Jr est cos¢ —rsinf le jacobien est 2r.

sinf rcosf

Définition 2.12 Soit D C f:R" — R™.
On dit que f est differentiable en un point A € D, s’il existe une application lineaire continue

ga € L(R™",R™), qui verifie
A+ h) + f(A) = ga(h) + [[h] € (h) (2.6)

telleque € (h) € R™ avec }lliné&? (h) = 0.

— L’application g4 est appelée le differentiel de f en A.
df (A) = ga

— On dit que f est differentiable sur D s-il est differentiable en tout point de D.



2.2.4 Differentiabilité des fonctions composées

Théoréme 2.3 Soient f une fonction : D C f : R® — R™ et g une fonction définue de
UCR™ dans V C RP.
Si f est differentiable en A € D et g differentiable en f (A) € U, alors gof est differentiable

en A et l’on a
d(gof) (A) =dg (f (A)) odf (A)
Théoréme 2.4 Sous les hypothéses du théoréme précédent

La matrice jacobienne de gof en point A est egale au produit de la matrice jacoboienne de g

en point f (A) par la matrice jacobienne de f en A.

Jac((gof) (A)) = Jacg (f (A)) x Jacf (A)

Exemple Soit f et g deux fonctions définies par
f:R* - R? g:R* =R
(r,y) — (expxsiny, exp z cosy) (u,v) — u + 2v

gof (z,y) = expxsiny + 2expx cosy

exp z siny exp T Cos Y
Jacg (f (5,9)) = (1,2) x
—exp(—x)cosy —exp(—z)siny

= (expzsiny — 2exp (—z)siny,expx cosy — 2exp (—z) cos y)

Regle de dérivation en chaine

~Cas:R—-R?2 >R
Soit f une fonction de deux variables admettent des dérivées partielles premiéres. x,y des

fonctions dérivables de R dans R.

f:R* =R r:R—R y:R—R

(z,y) — [ (2,9) t—x(t) t— oy ()



Alors

Ex

8—(uv

ou
99
ov

Exemple 2.8

(U,'U) = %(l'(ufu)ay(uav)) X 8_

z:R* =R y :R? SR

(u7 U) — X (u, U) y (u7 U) — Y (u, U)

¢g:R? ->R* >R
(U,U) —>g(uvv) :f<x<u7v)7y(u7v))

G o (00 (1 0)) X 5 (1) + 5 (o (00) oy ) x 52 (w10)

of O (u,v)%—g(x(u,v),y(u,v))x@

v oy ov (u,v)

9 (u,0) = 2 (u,0) + 2y (u, )

dg B ox dy
™ (u,v) = 2z (u,v) X ™ (u,v) + 2% (u,v)

dg B ox oy
E™ (u,v) = 2z (u,v) X 5 (u,v) + 2(% (u,v)



Formule des accroissements finis
Définition 2.13 Soient a,b € R",
On appelle segment de R™ d’éxtrimité a et b ’ensemble des points de R"

[a,b] = {X = (1— N a+AbAe0,1]}.

Théoréme 2.7 Soit f une fonction définie et continue sur un ouvert U € R" & valeurs dans R

Soit a,b € U. Si le segment [a,b] € U et si f est differentiable en chauque point du segment

ouvert |a,b] = [a,b] \ {a, b}, il existe alors ¢ € ]a,b] telleque :

£0) — (@) = Db —a) = 57 (0) (b~ 0

ot a = (ay,ag, ...an) ,b = (b1, by, ...by,)

Théoréme 2.8 Soient f une fonction d’un ouvert U C R"™ dans R et f € CP™L (U).

Soient A et A+ H deux points de U /[A, A+ H] C U. on, note

ZZ St 895“ % (A) hiy by,

t1=1i2=1 =1

Alors 30 € )0, 1] telleque

- 1 k 1 p+1
Fb) = f(a) = f(A)Jr;HD FA)(H) + ... + (p+1)!D F(A+0H)(H).

Cette formule est appelée formile de Taylor a l’ordre P avec reste de lagrange.

kzlale(A)(H):éga{hz k:27D2f( )(H) = Z Zaxlaw( ) hiyhi,

i1=1io=1

Remarque 2.1 Sous les mémes hypothéses du théorémes précédent on a :
1. f(b) - )+ Zk,D’“ )+ | H|P e (H)

avec Il{lmo e(H) =0 (Formule de Young)

2. f(b)— f(a) :f(A)+Z%D’“f(A)(H)+/O u;—!t)pr’“f(AHH) dt

(Reste intégrale)



Exemple 2.9 f(z,y) =expzsiny

_ 4 9f _q 9f _ O f 0% f
o*f B o*f B 0% f B 0*f B
Alors F.T d’ordre 2 au voisinage de (0,0).

1
f(h1,he) = exp (hy)sin hy + ho + hihg + 3] &XP (Ohy) x (B3 sinOhy + 3hThy cos (Ohg) + ...

+ 3hyh3 sin (Bhy) — h* cos (0hy))

2.2.5 Deéveloppements limités

Définition 2.14 Soient f : D C R" — R une fonction et A un point adhérent a D.
On dit que f admet un développement limité d’ordre m au voiisinage de A, s’il existe un

polynome P,, de n indéterminées de degré inferieur ou égale a m et une fonction ¢ telsque :

f(A+ H)=P, (H)+ ||H||" ¢ (H) ou lime (H) =0 avec H = (hy, ha, ..., hy) .

H—0

Théoréme 2.9 Si f € C™ sur un ouvert contenant A, alors f admet un développoment
limité d’ordre m au voisinage de A obtenu a la formule de Taylor.
Théoréme d’inversion locale

Théoréme 2.5 Soit U un ouvert de R",V un ouvert de R™, F : U — V une bijection et A € U.

On suppose que F est differentiable en A et F~'est differentiable en M = f(A). Alors
dF~' (M) = (dF (A))™"

Théoréme 2.6 (Théoréme drinversionl ocale)

Soit D un owvert de R, E une partie de R*, F' : D — E une application de classe C' et A € D.

On suppose que le jacobien de F' en A et est non nul, alors il existe des ouverts U etV de R"

telque la restriction G : U — V de F a U soit bijection et telleque G~ soit de classe C'. de plus

dG7 (G (A)) = (dG (A))~". pour tout point Ade U
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