
Chapitre 3

Extremums et Fonctions Implicites

3.1 Extremum

Soit D � Rn un ouvert, f : D ! R et M 2 D:

Dé�nition 3.1 1. On dit que f admet un minimum (respectivement maximum) local ou

relatif en M s�il existe un voisinage V de M telque f(M) � f(x) resp f(M) � f(x),

8x 2 V

2. On dit que f admet un minimum (respectivement maximum) global ou absolu en M si

f(M) � f(x) resp f(M) � f(x), 8x 2 D

3. On dit que le minimum (resp maximum) est strict si les inégalités précédentes sont

strictes.

4. On dit que f admet un extremum en M si elle présente un min ou un max en M:

Théorème 3.1 (Condition nécessaire d�éxistence d�un extremum)

Si f est di¤rentiable sur D et qu�elle présente en M un extremum (local ou global) alors

Df(M) = 0:

Dé�nition 3.2 si f est di¢ rentiable sur D, on appelle un point critique ou stationnaire de

f tout point où la di¤erentiable de f s�anulle



Théorème 3.2 (Condition su¢ sante d�éxistence d�un extremum)

Soit f : D � Rn ! R de classe C2 et M 2 D; si on a les conditions suivantes

1. Df(M) = 0

2. D2f(M) (h)2 > 0;8h 2 Rn � f0g :

Alors f admet en M un minum local strict

Exemple
f : R2 ! R
(x; y)! f (x; y) = a� (x� b)2 � (y � c)2

@f

@x
(x; y) = �2 (x� b) ;

@f

@y
(x; y) = �2 (y � c)

donc M (b; c) est un point critique

f (x; y)� f (b; c) = � (x� b)2 � (y � c)2 � 0;8 (x; y)

donc f présente un maximum en (b; c) :

Exemple

f : R2 ! R

(x; y)! f (x; y) = x2y3:

@f

@x
(0; 0) = 0;

@f

@y
(0; 0) = 0 =) (0; 0)

est un point critique f (x; y) > f (0; 0) si x 6= 0et y > 0:

et f (x; y) < f (0; 0) si x 6= 0et y < 0:

donc f ne présente pas un extremum au point (0; 0) :



Théorème 3.3 Soit D � R2;un ouvert , f : D ! R de classe C2 (D) et M 2 D un point

critique de f , on pose

r =
@2f

@x2
(M) ; s =

@2f

@x@y
(M) ; t =

@2f

@y2
(M)

Alors :

1. Si rt� s2 > 0; f admet un extremum local strict en M et on a :

8><>: r > 0;M min

r < 0;M max

2. rt� s2 < 0; f n�admet pas d�extremum local en M

3. rt� s2 = 0; les hypothèses sont insu¢ santes pour conclure.

Preuve. D2f(M) (h)2 = rh21 + 2sh1h2 + th22

�
0
= s2 � rt; donc il su¢ t de discuter suivant le signe de �

0

Remarque 3.2 Dans le cas où �0
= s2 � rt = 0; il faut écrire le développement de Taylor

de f à un ordre superieur à 2 pour pouvoir conclure.

Exemple 3.4 f (x; y) = 3x3 + 3y3 +�x� y + 1:

Remarque 3.1 Pour chercher le maximum, on applique le théorème sur (�f) :



3.2 Théorème des fonctions implicites

Cas de deux variables

Dé�nition 3.3 Soit f : D � R2 ! R: On appelle fonction implicite de x dé�nie par

f (x; y) = 0 toute fonction ' dé�nie sur un intervalle I de R; telleque pour tout point x

de I on ait (x; ' (x)) 2 D et f (x; ' (x)) = 0

Exemple 3.5 f : R2 ! R; f (x; y) = x2 + y2 � 4;M (x; y) 2 R2

=) y1 =
p
4� x2 et y2 = �

p
4� x2:

Alors il existe deux fonctions implicites

'1 : [�2; 2]! R; ='1 (x) =
p
4� x2:

'2 : [�2; 2]! R; ='2 (x) = �
p
4� x2:

Théorème 3.4 Soient f une fonction de classe C1 d�un ouvert D de R2 dans R et (x0; y0) 2

D veri�ant f (x0; y0) = 0, on suppose que
@f
@y
(x0; y0) 6= 0:

Alors il existe un ouvert I � J � D contenant (x0; y0) telque :

1. @f
@y
(x; y) 6= 0:8 (x; y) 2 I � J

2. Pour tout x 2 I; il existe un unique y dans J telque f (x; y) = 0: La fonction ' : I :! J

ainsi dé�nie est de classe C1 et veri�e : ' (x0) = y0; f (x; ' (x)) = 0;8x 2 I: et

'
0
(x) = �

@f
@x
(x; ' (x))

@f
@y
(x; ' (x))

(3.1)

Remarque 3.3 La relation (3:1) découle de la dérivation par rapport à x de l�expression

f (x; ' (x)) = 0:



Cas des trois variables

Théorème 3.5 Soient f une fonction de classe C1 d�un ouvertD de R3 dans R et (x0; y0; z0) 2

D veri�ant f (x0; y0; z0) = 0, on suppose que
@f
@z
(x0; y0; z0) 6= 0; Alors il existe un pavé ouvert

I � J �K � D contenant (x0; y0; z0) telque

1. @f
@z
(x; y; z) 6= 0;8 (x; y; z) 2 I � J �K:

2. 8 (x; y) 2 I � J ,il existe unique z 2 K telque f (x; y; z) = 0:

La fonction ' : I � J ! K ainsi dé�nie est de classe C1 et veri�e

' (x0; y0) = z0; f (x; y; ' (x; y)) = 0;8 (x; y) 2 I � J

et
@'

@x
((x; y)) = �

@f
@x
(x; y; ' (x; y))

@f
@z
(x; y; ' (x; y))

;
@' (x; y)

@y
= �

@f
@y
(x; y; ' (x; y))

@f
@z
(x; y; ' (x; y))

Remarque 3.5 * Soit S=f(x; y; z) 2 R3=f (x; y; z) = 0g ; S \ I � J �K est une surface S0

qui est le graphe de '; S0 admet enM=(x; y; ' (x; y)) un plan tangent de vecteur normal�
�@'
@x
((x; y)) ;�@'(x;y)

@y
; 1
�
:

* L�équation du plan tangent en M0 est
���!
M0M: grad f (M0) :

ou

(x� x0)
@f

@x
(M0) + (y � y0)

@f

@y
(M0) + (z � z0)

@f

@z
(M0) :

Exemple 3.6 Déterminer le plan tangent en M0 = (x0; y0; z0) ;à la sphère d�équation carte-

zienne

x2 + y2 + z2 = 1

On pose f (x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1

on obtient grad f (M0) = (2x0; 2y0; 2z0)

l�équation du plan tangent est donc (x� x0) 2x0 + (y � y0) 2y0 + (z � z0) 2z0 = 0


