Chapitre 3

Extremums et Fonctions Implicites

3.1 Extremum

Soit D C R™ un ouvert, f: D — Ret M € D.

Définition 3.1 1. On dit que f admet un minimum (respectivement mazximum) local ou
relatif en M s’il existe un voisinage V' de M telque f(M) < f(x) resp f(M) > f(z),
VeeV

2. On dit que f admet un minimum (respectivement mazimum) global ou absolu en M si
f(M) < f(x) resp f(M) = f(x), Vo € D
3. On dit que le minimum (resp mazimum) est strict si les inégalités précédentes sont

strictes.

4. On dit que f admet un extremum en M si elle présente un min ou un max en M.

Théoréme 3.1 (Condition nécessaire d’éxistence d’un extremum)

Si f est diffrentiable sur D et qu’elle présente en M un extremum (local ou global) alors

Df(M) = 0.

Définition 3.2 si f est diffirentiable sur D, on appelle un point critique ou stationnaire de

f tout point o la differentiable de f s’anulle



Théoréme 3.2 (Condition suffisante d’éxistence d’un extremum)

Soit f: D C R* — R de classe C* et M € D, si on a les conditions suivantes
1. Df(M)=0
2. D*f(M) (h)* > 0,Yh € R* — {0} .

Alors f admet en M un minum local strict

Exemple
f:R*—=R
(z,y) = fx,y) =a—(z—b)° = (y— )’
P 0
Fen=-26-Y . S @y=-20-9

donc M (b, c) est un point critique
f(x7y> - f(b,C) = _(‘T—b>2 - (y_ C>2 < O,V(x,y)

donc f présente un mazimum en (b,c).

Exemple
f:R* =R
(:c,y) — f (x,y) = 5523/3'
of _ . 9f _
22(0,0) =0, 3 (0,0) =0 = (0,0)
est un point critique f(z,y) > f(0,0) st x # Oet y > 0.

et f(z,y) < f(0,0)siz+#0ety <O0.

donc [ ne présente pas un extremum au point (0,0) .



Remarque 3.1 Pour chercher le mazimum, on applique le théoréme sur (—f).
Théoréme 3.3 Soit D C R? un ouvert , f : D — R de classe C* (D) et M € D un point

critique de f, on pose

_»f 0 _»f
r=gar (M)os = 5o (M) £ = 55 (M)

Alors :

1. Sirt —s*> >0, f admet un extremum local strict en M et on a :

r>0,M min

r < 0,M max

2. rt — 52 <0, f n'admet pas d’extremum local en M

3. rt — s*> =0, les hypothéses sont insuffisantes pour conclure.

Preuve. D2f(M) (h)* = rh? + 2shyhy + th?

A" = s? — rt, donc il suffit de discuter suivant le signe de A" m

Remarque 3.2 Dans le cas ot A" = s> — rt = 0, il faut écrire le développement de Taylor

de f a un ordre superieur a 2 pour pouvoir conclure.

Exemple 3.4 f(z,y) =32 +3y> + -z —y + 1.



3.2 Théoréme des fonctions implicites

Cas de deux variables

Définition 3.3 Soit f : D C R?> — R. On appelle fonction implicite de = définie par
f(z,y) = 0 toute fonction ¢ définie sur un intervalle I de R, telleque pour tout point x

de I on ait (x,p(x)) € D et f(z,0(x))=0

Exemple 3.5 f:R? - R, f(z,y) =2*+y* — 4, M (z,y) € R?
:>y1:\/m etygz—\/m.

Alors il existe deux fonctions implicites

p1:[-2,2] = R, /g1 () = VA — a2,

p2:[=2,2] = R, /s () = —V4 — a2

Théoréme 3.4 Soient f une fonction de classe C* d’un ouvert D de R? dans R et (xq,vo) €
D werifiant f (x9,y0) = 0, on suppose que g—£ (20, %0) # 0.

Alors il existe un ouvert I x J C D contenant (xq, o) telque :
1. g—g(:c,y) #0Y (r,y) el xJ

2. Pour tout x € 1, il existe un unique y dans J telque f (x,y) = 0. La fonction p : I :— J

ainsi définie est de classe C' et verifie : ¢ (z0) = yo, f (z,p(x)) =0,Vz € I. et
o (2) = 2z 0P W) (3.1)

Remarque 3.3 La relation (3.1) découle de la dérivation par rapport & x de l’expression

f(z,0(x))=0.



Cas des trois variables

Théoréme 3.5 Soient f une fonction de classe C* d’un ouvert D de R? dansR et (xq, o, 20) €
D wverifiant f (xo,v0,20) = 0, on suppose que % (o, Yo, 20) # 0, Alors il existe un pavé ouvert

I x J xK C D contenant (xo, Yo, 20) telque
1. %(w,y,z) # 0,V (z,y,2) € I x J XK.
2. ¥V (x,y) € I x J il existe unique z € K telque f (x,y,z) =0.

La fonction ¢ : I x J — K ainsi définie est de classe C* et verifie

QO(.Z'[),yo) = Zoaf(xay790(wﬂy)) = O,V(m,y) el xJ
et ;
Iy L (zy,0(x,y) 0p(x,y) _3—5 (.9, ¢ (7,9))

%((I,CU)):_%(%%@(%ZJ))’ dy  U(ryelry)

Remarque 3.5 * Soit S={(x,y,2) € R®/f (z,y,2) =0},SNIx J xK est une surface Sy

qui est le graphe de ¢, Sy admet en M =(x,y, ¢ (x,y)) un plan tangent de vecteur normal

dp(x,
(=% ((w,) — 22522, 1).
o

* L’équation du plan tangent en My est MoM . grad f (M) .

ou

of of

(= 20) 2L (M) + (5~ 0) L (My) + (2 — 20) 92 (

M) .
ox dy 0)

Exemple 3.6 Déterminer le plan tangent en My = (o, Yo, 20) ,0 la sphére d’équation carte-
zienne

P24y +22=1

On pose f(x,y,2) =2* +y*+ 22— 1
on obtient grad f (My) = (2x0, 2y0, 220)

I’équation du plan tangent est donc (x —20) 220 + (Y — Yo) 2y0 + (2 — 20) 220 = 0



