Chapitre 4 Intégrales doubles et triples

4.1 Intégrales simples :

Définition 4.1 Soit f une fonction définie sur [a,b].

On dit que f est intégrable sur |a,b] sil existe une fonction F' telleque :
b /
/ F@)dz = F(b) — Fa) et F'(2) = f(x).

F : primitive de f

— Si f est continue sur [a,b], alors f est intégrable sur [a, b].

— Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b]

a [} [f(@)+g(x)]dz = [} f(x)dx+ [} g(x)da.

b [/ A (2)dz = X [ f(x)dx



4.2 Intégrales doubles

4.2.1 Généralités

Rappellons que l'intégrale I d’une fonction f sur [a, b] est définie par :

/ f(x)dz = nlg{)loz Tiv, — ;) f(ci) avec T; < ¢; < Ty,

Soit f (z,y) une fonction supposée continue sur un domaine D C [a,b] X [c, d] (rectangle) .

Soient diet dy deux subdivision associés a [a, b] et [c, d] respectivement telsque :

51 = {azl.o’xl?'--;xn;anrl :b} ) 52:{C:y07y1a"'7yn7yn+1 :d}

donc on peut associé au partage du domaine D en rectangle élémentaires [z;, ;1] X [y;, Yj+1] -

On cosidére la somme S :

S = sz X, yz sz+1 ) X Syj-i'l - yjz

1 1
Z ‘7 A xX; ij

Définition 4.2 S f est continue sur D, alors la somme S admet une limite quand n et p

tend vers l'infini, et cette limite s appelle intégrale double de [ sur le domaine d’intégration D :

//f$ y)dedy = hmZZf (@i, y:) Az x Ay;

p—oo t=1 j=1

Remarque 4.1 La définition s’applique aussi dans le cas ou le domaine D n’est pas rectan-

gulaire et limité par une courbe (C')



Prppriétés

* // [f(@,y) + 9(z,y)] dxdy:/ f(:lf,y)dxder//g(x,y)dﬂ?dy-

//)\f:vydxdy— /fxydwdy
//fxydxdy—//f:cydxdy—l—/fxydxdy

DUD’

* Sif(z,y) ZOsurDi//f(m,y)da:dyZO.

//f(x’y)d“fdy S/ | f(z,y)| dzdy.

4.2.2 Calcul des intégrales doubles en coordonnées cartéziennes

Soit D un domaine d’intégration de R? limité par une courbe (C).

//f x,y)dxdy = llmZZf T, Yi) Az X Ay;

p—oo 1= 1j=1

p
Soit la somme S; = > f (x4, y:) - (yj41 — y;) (Le cas ot z; est fixé)
i=1
Par définition I'intégrale simple

y2 (i)
sﬁwi):/( Sy
Y1(x;

Y1, Y2 représentent les ordonnées de (C') N (z = x;).
\ N\

courbe droite

" b v2(z )
= Y ) da= [ [ gy
i=1 a iz

Alors



La notation / / f(z,y)dxdy = fab dx yyf((;)) f (z,y) dy est une succession d’intégrales simples
D

et non un produit.

Remarque 4.2 * Si on échange les roles de x et y on obtient la méme valeur de l'intégrale
d z2(y)
//f(:v,y)dxdy = / dy/ f(z,y)dz
4 c 1(y)

* Si le domaine D = [a,b] X [c,d] est rectangulaire

[[1@aeas= [w [ sepa=[a [ s

* Sila fonction f(x,y) a variables séparées f(x,y) = F (x) X G (y), alors

J[ st sy~ | P () do / "G ) dy.

c-a-d [intégrale double devient un produit d’intégrales simples.

Exemple 4.1 Calculer lintégrale double de la fonction f(x,y) = xy sur D telque D =

[0,1] x [0,1], méme chose pour D = {(z,y) /0 <z <1l,z—y>0}.



4.2.3 Changement de variables

a Jacobien d’une transformation ponctuelle

Soit D et A deux sous ensembles de R? soit ¢ application bijective de A sur D :

w:A—=D

(w,0) — (z (u, ),y (u, v))

On considére qu’ a tout point z (u,v) et y (u,v) admettant des dérivées partielles premiéres

continues sur A.

On appelle jacobien de ¢ le déterminant noté par :

J e e
() D (u, 0) o
Yu Yo
r=u-+v 1 1
Exemple 4.2 Soit — J(p) = =2
y=u—v 1 -1

b Formule de changement de variables
Soit le changement de variables ¢ définie par
r=2x(u,v)

y:y(u,v)

et A le domaine image de D par ¢! on suppose et on admet que si J (¢) # 0 lorsque le

point m (u,v) déctrit (A) alors

J[ s antsdy = [[ 1600 @)
D A

D (u,v)

D (z,y) dudo




Application
x =rcosf

7x(7ﬂ’0)7y(r70)
y =rsinf

cosf) —rsinf
= = 7”‘
sinf rcosf

//f(x’wdxdy: // [f(z(r,0),y (r,0))]rdrdd

Exemple 4.3 Calculer I = //m X ydxdy ot

Le jacobien %

donc

D
D={(z,y)/r >0,y >0,z +y <1}

Exemple 4.4 Calculer I = // exp (#y) dxdy ou D={(z,y)/x>0,y>0,2+y<1
D
T =U—uw

Y = uv



4.3 Intégrales triples

Définition 4.3 Soit f (x,vy, 2) une fonction continue sur D C R3.

On peut envisager le partage du domaine D parallelipipedes élémentaires : [z, Tip1] X [y], Yj+1] ¥
[an Zk+1]

posant Ax; = Tip1 — T, AY; = Yje1 — Yj, D2p = 2kg1 — 2k

On a

S = ZZZf (@i, v, 21) Az; Ay, Az,

i=1 j=1k=1
On admet que si f est continue sur D. (S) admet une limite quaand le nombre de para-

leeélipipedes augmente indéfiniment c’est ce qu’on note par /// f(z,y, z) dedydz, notation
D

sumilaire o celle de //

Cas particulier
Si f(z,y,2) = 1, 'intégrale devient le volume du domaine D C R3.

Propriétés

Les propriétés de / / / sont similaires & celles de / /

Soient f et g deux fonctions continues sur D et A € R

o= I e
SIREE
% //D(f X g) = //Df X ///Dg. (si f et g sont & variables séparées)

* si Dy et D, sont deux domaines disjoints

oot~ ///mf+// o/

*Sif(x,y,2)>0=I(f



4.3.1 Calcul des intégrales triples

Soit (5) la surface limitant un domaine D

///f Y, 2 dxdde—T}ggO ZZZ]‘ iy Ui o) (T — ) (i1 — ) (2reyr — 2)
i=1 j=1k=1

q—>oo

Considérons la somme
n

Sij = Zf (Tis Yjs 2) (21 — 21) -

k=1
x; et y; sont fixées.
Soient Py, Ppdeux points de la surface (C') projétés sur le plan (zoy) , M;; = (z4,y;) .
Quand ¢ — +o0

z2(x4,y5)

Sij — J(xhyj) —/ f(Ii,yj,Z) dz

1(x4,y5)

Alors
I= JLHC}OZZJ iy Yi) (Tivr — i) (Y1 — Yj) -

p—oo t=1 j=1

= //J(m,y)dxdy

d

d : projection de D sur zoy.

On a donc

z2(,y)
I= // [/ f(x,y)da:dydz]
21($,y)
d
//dx dy/ flx,y, z)dz

Exemple 4.5 Calculer ///zyzdxdydz sur {(z,y,2) /0<2<1,0<y<1,0<2z<1}.



Remarque 4.3 Si f(z,y,2) est a variables séparés, alors /// se résume en un produit de
D

Uintégrale | simple

sinon /// est une succession de // et f ou succession de 3 f

Changement de variables dans les intégrales triples
x =z (u,v,w)
Les coordonnées sphériques Soit y=1vy(u,v,w)

z =z (u,v,w)

Le point m (u,v,w) décrit le domaine A de R3, le point M (x,y, z) décrit le domaine D de
R3 et si I'application de A vers D est bijective, on opére en coordonnées sphériques par le

changement de variables suivante :

x =rcosfsinp
y =rsingsinf

Z =TCOoS

r>0,0<6<2r—

B

<p<

ol

Remarque 4.4 Le jacobien de la transformation % #0

J = r?sin .



4.3.2 Applications

4.3.3 Calcul des aires de surfaces

Soit & calculer I'aire limitée par une courbe I' tracée sur une surface qui est donnée par
I'équation z = f (x,y), ou f(x,y) est continue et posséde des dérivées parielles continues.
Soit L la projection de I' sur le plan oxy, Designons le domaine du plan Oxy limité par L
par D.

La formule permettant de calculer lair de la surface z = f (x,y) est donnée par
02\ ? 0z
= 1 — dzd
//\/ i ((91’) +<3y) "
D

Exemple 4.6 Calculer l'aire o de la demi sphére superieur. 2 + % + 2° = 4

82 _ S E—
4 zz 33/ a2 _y2
2
82 82 — Y - : - 2
alors \/1 + (% 3_y) N \/1 T :v2 2T e A=ty T fama2oy?
r =rcosf
% f , [ F —12—;[, dxdy pour le calculer on prend

y =rsinf



