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L2 Maths Module: Analyse 4

Remarque 1 917 97 ¥r— A~

'exercice noté par (x) ou supplémentaire ne sera pas corrigé dans le sience de TD

| RS et

Soit a, b deux réels strictement positifs. Pour tout u(r,y) € R? on note :

|u(z, y)|| = v/ a*x? + b2y2.

1. Montrer que ||.]| est une norme sur R,

2. Dessiner la boule unité ouverte pour cette norme.

3. Montrer que ||.|| et ||.||2 sont des normes équivalentes telle que [Jul|s = v/22 + y2.
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Soit = (21, ...,x,) € R". On pose

Série d’exercices n°1
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1. Montrer que ||.|2 est une norme sur R".

2. Montrer que pour tout z € R" :
2llee < llzll2 < llzlh < nllzfle et (2]l < Villz]sw.
3. Représenter dans R? la boule unité fermée
B(0,1) = {(z,y) € R*: [(z,y)] <1},

par chacune des normes ||.||1, ||-||2 et ||]|c-
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Soit I'espace vectoriel normé R".
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1. Montrer que pour tous vecteurs x, y € R" on a l'inégalité
[lzll = llgl| < llz = 1.
2. Déduire que si une suite (xy)gen de vecteurs xp € R™ converge dans 'espace vectoriel

normé (R", |.]|) alors,
li = I .
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3. Soient (zy) et (yx) deux suites vectorielles de R™. Montrer que si /chrf xp, =1 € R" et
—+00

lim [jzg — vkl =0, on voit lim vy, = I[.
k—4o00 k—+o00
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Pour n € N, on pose: z,, = (—, 1+ e‘”).
14+n

1. Etudier la convergence de la suite (2, )nen dans R? muni de la norme ..

2. Etudier la convergence de la suite (2, )pey dans R? muni de la norme ||.|;.
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Soit C'([0,1],R) I’espace des fonctions définie et continue sur [0, 1] & valeur dans R.

1
. Montrer que |[|f|l = sup |f(z)], et |flL = /\f(x)\dx sont des normes sur
0<z<L1
0
C([0,1],R), (»).

Il—(n+1z si0<z<
. On définit la suite (f,,)nen par fn(z) = 1 ntl
0 st <z<l
n+1
Calculer || fn]loo €t || frl1-

. Vérifier que ||.||o et [|.]]1 ne sont pas équivalentes.

Exercice supplémentaire 1 17 {7 17 AN
Soit N une application de R? définie par

N(z,y) = sup ——

1. Montre N est une norme sur R?.
2. En utilisant I'inéqualité de Cauchy-Schwarz montrer que N < Ns.

3. Soit (A) la droite d’equation: tx +y = 0 et My(zg,yo) un point de R?. Donner la valeur
de d(My, A), puis, en déduire I’équivalence de N et Ny, c’est a dire N ~ Ns.

Exercice supplémentaire 2 {7 {7 17 AN

Pour quelles valeurs de A € R I'application

INA(z,9)|| = V2% + 2Azy + ¢

définie une norme sur R2.




