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Correction de Série: N 02
L 2 Mathématiques # Limites et Continuité # | Module: Analyse 4

[Remarque 1]

Si  lim  f(x,y) = I(finie), en a(xo, o), alors la restriction de f a tout courbe continue
(xy)=(x0y0)
passant par a a la méme limite.

Pour montrer que ( )hl’{l : f(x,y) n’existe pas en a(xg, yo), il suffit de chercher deux re-
x,y)—(Xo0.Y0
strictions aux des courbes continues passant par a qui conduisent a des limites différentes.
Voici quelques courbes continues passant par a(xo, Yo).

(a) Les droites:

x = xp, ladroite verticale
= m(x—x9)+yo, meR.

(b) Les paraboles

y = m(x—x0)2+yo, meE R,
x = m(y—yo)+x0, meR

|Correction d’ exercice|1] ¥r
On détermine le domaine de définition des fonctions suivantes:

Si fi(x,y) =In(x+y —1). Alors,ona: D; = {(x,y) ER?>: y>1-— x}.
Voir, au dessous le présentation de D;, out i € {1,...,5}.

Pour fp(x,y) = /1 — xy. On a, donc,
1
— 2. — 2. -
Dz—{(x,y)EIR : xygl}—{(x,y)elR .ygx,x#O}.

/4 — 32 — 12
Dans le cas, f3(x,y) = u
VxZ+y? -1

D; = {(x,y) €R?: x* +y* <4, etx2+y2>1}

on a:

= {(x,y) €R?: 1<x2+y2§4}.

Dy, = {(x,y)e]Rzz y>0, etx—y>0}

= {(x,y)elRZ: 0<y<x}.
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faty) = Y2

5(6Y)=—F7—.

VY
Ds {(x,y)E]RZ: y < x%, ety>0}
{(x,y) cR*: 0<y< xz}.
1+ x?
B fixy =
Dy = {(x,y) ER2:x#£0, y #0etz £ o} = R® — {(0,0,0)}.
Figure 1: D;y. Figure 2: D,.
Figure 4: Dy. Figure 5: Ds.
|Correction d’ exercice |2] ¢ VAVAVAAAAAAAAAMAA-
Les courbes de niveau des fonctions de deux variables. Soit k un réel. Alors, on voit que:
Pour f(x,y) =x+y—1,0ona: f(x,y) =x+y—1=k =y =1—x—k. Alors, les courbes
de niveau sont donc des droites et le graphe de f est un plan.

Si f(x,y) = ¥, alors, on a f(x,y) = /=¥ = k. On distingue 2 cas possibles

(a) Sik <0, le courbe au niveau k est 'ensemble vide @.

(b) Sik <0, alors, on trouve f(x,y) = e¥ = _ k= y = x% + In(k). les courbes de niveau

sont donc des paraboles.
wl
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Pour f(x,y) =y —cosx,onaura f(x,y) =y —cosx =k =y = cosx + k.

A f(x,y) =In(x— ).

(a) Alors, le domaine de définition de f est: D = {(x,y) ER?: y< xz}.
() f(x,y) =In(x —y?) =k & x —y?

ke x=y*+k

|Correction d’ exercice 3] ¥
On calcule les limites (si elles existent) dans les cas suivants:

On utilisant une majoration, et comme, V(x,y) € R?: xy < 2xy < x% + y. Alors,

x1y2

x2 + y?

lim ‘ ’glim|y|:0
(xy)—(0.0) y—=0

On utilisant la restriction de f sur la courbe continue x = 1 qu’elle passe par A(1,1)2.

1 1
Iim —— = —o0, et lim —— = +o0. Ainsi,
y—1t 1-— y y—=1-1—-Yy

En passant aux coordonnées polaires,

{

f(1+rcosf,rsinf) =

lim

n’existe pas.
(ey)=(11) X —Y

x=1+4rcos9,

x =rsiné, our>0,6¢€l0,2m].

Alors, on obtient,
r3sin® 0

. 3
= rsin’ 6.
r2cos2 0 + r2sin% 0
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Comme, on a
|f(147cos@,rsinf)| < |rsin®f| <r — 0.
r—0
Y
Ainsi, lm ————- =0
(ey)~(10) (x = 1)2 + y7

X .
B} Lalimite : l)m% ) Wyyz n’existe pas car, pour y = mx, m € R, on a:
x,y)—(0,0

2

mx m
li = li = .
xlgbf(x, mx) 200 22 +m?x2 1+ m?
Dongc, la limite est dépend de m.
. 1 . /x . sin(f) 1
lim —sin <—> = lim - X ——=—.
(xy)—=(0,7) X Yy (xy)=(0,7) Y Yy T
Car,
im S04 1 g
a—0 14

B En utilisant les coordonnées polaires, posons

x =rcosb,
x =rsinf, our >0, 6 € 0,27

Alors, on trouve,
f(rcosf,rsin®) = rsin6 cos 6.

. . xy . .
Par suite, lim ————— =lim(rsinfcosf) = 0.
(xy)=(00) V2 +y? r—>0( )
Bl Par les coordonnées polaires,

x =rcosb,
x =rsinf, our >0, 6¢€ 0,2

Alors, on voit que,

) sin 0 cos 0
f(r COS 9,1”81n9) = m
xy . sin 0 cos 6 sin 0 cos 6

P . 1 -7 = .
ar suite, (x,y)IE}O,O) 2+ xy+ 12 7501 +sinfcos® 1+sinfcosd

la limite dépend de 0 alors elle n’existe pas.
2 —
lim XHy=-3_ —3.
(xy)—(00) ¥ +y+1

a— 0

si (x,y) —> (0,0). Par conséquent, on aura

Posons, & = xy, donc, {

e —1
Y
Xy __
lim & 1: lim x—xy: lim y=0.
(xy)=(00) € =1 (xy)=00) =1 (xy)=(00)
X
Car, X
lirr(1) ¢ “_ L =1.
a—
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|Correction d’ exercice |4] ¢
La fonction f définie sur R? — {(x,x) : x € R} par f(x,y) = %
Alors, en utilisant les formules trigonométriques, on obtient :
MY — si =y —
smyY 7 smy x( 7) x cos(2-Y) = cosa.
xX—y Ty 2
in(=*)
Sachant que  lim x—z =1,0na, dong,
(xy)—(aa) Y
lim f(x y) = cosa.
(xy) = (a
XY gy WEEVOWVEEVD) L me g =0
SO0 VE= T ()00 VX— Y ()= (00)
. On a | sin(2xy)| < 2xy. Alors, posns:
x =rcosb,
x =rsinf, our >0, 0 ¢€ 0,27
Donc, on voit que,
le~ (47 sin(2xy)| < 2e~ ) |x||y| = 2¢ 72| sin O cos 0.
D’ot,
0 < lim 2 "r?|sinfcosf| <2r%e" — 0 .
r—r—+o00 r—>+00
|Correction d’ exercice|5) ¥¢
2
Soit f une fonction définie sur R> — {(0,0)} par: f(x,y) = xfxTyyz
Montrer que  lim (x,y) =0.
1 (x,y)—>(0/0)f /
1%r¢ Méthode: Par majoration. On a
V(x,y) € R* = {(0,0)} : 2[xy| < x*+ 4%
Alors, par conséquent, on trouve,
V(x,y) € R? —{(0,0)} : 2[xy?| < ly|(x* +v?).
Dongc, en résulte que
2
lim ’% <lim|y| =0
(xy)—(0,0) 1 X~ + Yy y—0
2ime Méthode: En utilisant les coordonnées polaires.
X = rcoso,
x =rsinf, our >0, 6 € 0,2n].
Alors, on voit que,
lim  f(rcos6,rsinf) = lim 2rsin® 6 cos § = 0.
(xy)—(0,0) r—0 3
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3ime Méthode: 11 faut montrer que
Ve >0, 35(¢) [|(x,y) — (0,0)]l2 < 6(e) = \% 0| <e
’ ;]/ ’ 2 > x2 + yz
Soit ¢ > 0. Sachant que x> + y? > y?, alors, an trouve
2xy? 2xy? /
’m‘<’7‘:2|X|<2 x2+y2<8.
Il suffit de prendre é(e) = %
|Correction d’ exercice 6] ¥
On étudiant la continuité des fonctions f, g sur IR? telles que:
xy .
—=— si(xy) #(0,0)
floy) =4 V242
0 si (x,y) = (0,0).
On a sait que f est continue sur R? — {(0,0)} car elle est quotient de deux fonctions contin-
ues, (x,y) — xy, (polynéme), et (x,y) — \/x% + y?, ( racine carrée) de polynéme). Donc,
il reste de prouver la continuité en point (0,0).
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc
x =rcosb,
x =rsinf, our >0, 6 € [0,2n].
Alors, on trouve,
f(rcosf,rsin@) = rsin6 cos 6.
. . xy . .
P 1 — = 6 cosf) = 0.
ar suite, (x,y)lirE0,0) \/m rli%(r sin 6 cos )
X+y .
—=— si(xy) #(0,0)
gxy) =4 Va2+i2
0 si (x,y) = (0,0)
La continuité de g sur R?> — {(0,0)} est claire.
Lalimite lim g(x,0) n’existe pas, en effit, siy = mx, m € R, on trouve,
(xy)—(0,0) ( )
1+m)x 1+m
lim x,y) = lim ——~— = +———. Cela signifié que la limite n’existe pas.
(W)ﬁ(olo)g( y) = lim Tl T gnifié q p
D’ot1 g est continue seulement sur R?> — {(0,0)}.
|Correction d’ exercice|7) ¥
On étude la prolongement par continuité au point A du fonctions suivantes:
2,2
flx,y) = x;Tyyz' A(0,0). On étudie la continuité en (0,0). En passant aux coordonnées
lai x =rcos0, n obtient
POIAITES- " x = rsin, our >0, 0 € [0,27], " OPHE
42 2
lim  [f(xy)| = lim| 20050 g2
(x,y)—>(0,0) r—0 Ia r—0
Par coséquent ( 1)1rr} | f(x,y) = 0= £(0,0). Cela prouve que f est continue en (0,0). Donc
x,y)—(0,0
elle est prolongeable par continuité en (0,0) par f telle que:
Fx ) = 4 Sow), si(xy) #(0,0)
| fly) = { 0, si(xy)=(0,0).
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On remarque que f est continue sur R?. Car la fonction f est continue sur R?> — {(0,0)}
comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.

x—2
(x =2)2 +y?

on aura dong,

Pour la fonction f qui définit par f(x,y) = +1, A(2,0). Posons,

X =rcosf +2,
X = rsin, our>0,0¢€l0,2r],

: . |cosB|
wﬁfhmvw””_kﬁ oo

Ce qui est signifier que f n’est pas prolongeable par continuité en A(2,0).

Flay) = XV

x2+y?’
|Correction d’ exercice 8] i
Montrer que les ensembes suivents sont compacts. Premiérement, rappelons que, une partie de
R" est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

A(0,0). (%). Reste comme exercice.

A= {(x,y) eR?: X2+1y2 <9, } Soit 'application f définie par
f:R? - R
x = X2+ yz.
Alors, f est continue, car elle est un polynéme, comme, on a
A= f1([0,9]),

et I'ensemble [0, 9] est fermé dans (IR, |.|), alors, A est aussi fermé dans (R?, ||.||).
Onaaussi A C B((0,0),6), c’est a dire A est borné. D’otu1 la compacité de A.

2 2
B = {(x, y,z) € R3: xz + % + 2% = 1}. De méme maniere qui est ce précéde, on peut
définir l'application f par
f:R® — R
2 2
. A
X 1 + 9 + z°.

Alors, on a:

(@) B= f~1({1}), f est continue (un polyndme), et {1} est fermé. Donc B est le aussi.
(b) La bornitude de B est conséquence de B C B((0,0,0),6). D’ot1 la compacité de B.

‘Correction d’exercice supplémentaire 1| et

1x2 2 1 N2 2
+y , sixt+ys>1,
Montrons la continité de la fonction f sur R? telle que: f(x,y) = { 2 1

2

—Ex , si non.

Soient D l'extérieur du disque unité et E son intérieur, c’est a dire
D={(x,y) e R>: x> +1y*>1}, E={(xy) e R*: x> +¢* < 1}.

Soit (x0,y0) € R2. Alors, on distinguer deux cas possibles.

Si le point (xg, o) dans D ou E, alors f est continue, car elle est polyndme.

Dans le cas ot le point (xg, ¥o) aux bord de D (ou E), c’est a dire x3 + y3 = 1, donc, on trouve

1

X
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(a) Lorsque (x,y) € D,
im  f(x,y)= lim (-x¥*+y*—1) = —=x5 = f(x0,¥0).
(xy)—(x0.y0) (xy)—(x0.y0)
(b) Lorsque (x,y) € E,
lim  floy)=  lm  (—2x) = —2xd = f(x0,y0).
(x,y)—(x0.40) (x,y)—(x0.40)
D’oui la continuité de f sur R2.
L . |
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