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[Remarque|1]

L'exercice noté par (%) ou supplémentaire ne sera pas corrigé dans le sience de TD

|Correction d’ exercice [1] ¥

Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
(a) On étude la continuité de f sur R\ D, ot D = {(x,y) € R?: y # 0}.
1
Les fonctions (x,y) — xy et (x,y) — — sont continues sur R? \ D, comme fonction

polyndme et fonction rationnelle et la fonction ¢ + sin(t) et continue sur R. Donc f est
continue sur R? \ D comme produit et composée de fonctions continues.

(b) On étude la continuité de f sur D.
Soit (a,0) est un point dans D avec a € R. Alors, pour tout (x,y) € D,ona

\f(x,y) —f(a,O)\ = \xysin (i)( < \xy

7

Comme lim ‘xy‘ = 0, dong, on trouve  lim ’f(x,y) - f(a,O)‘ = 0.
(xy)—(a,0) (xy)—(a,0)
d’ott la continuité en point (a,0). Par conséquent f est continue sur R.

Montrer que f admet des dérivées partielles premieres par rapport a x et par rapporta y en
tout point (x,y) de R tel que y # 0, et en (0,0).

(a) Pour (x,y) € R*\ D.Ona

of o1 of B .11 1
a(x,y) = ysm(};) et @(x,y) = x(sm(;) ?COS(?)'
(b) En point (0,0) comme (0,0) € D. Alors, ona f(x,0) = f(0,0) =0, et
of _ i J0) = £(0,0) _
5 00 = lm n =0
of _ i £(OK) = £(0,0) _
oy 00 = lim k =0
Il est clair que les fonctions % et % sont continues sur R? \ D.

On étudie la continuité sur D. soit (4,0) eta € R. Alors, comme f(a+h,0) =0,0on a
% (a,0) = tim/@FMO=f@0)_,

ox h—0 h
i of of B ) (1N R o of
Dongc, (x,y%lirza,O) a(x,y) - a(a,O) = (x/yl)ir}alo) ‘ ysin <}7) ) = 0. D’ou la continuité de 3r
en (a,0).
Pour la fonction g ona
dy
of o flak)—f(@0) .. . 1
@(H,O) = }(13(1) p —]E)I(l)asm(E). |
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™ m |
n (a) Sia # 0 cette limite n’existe pas.

ﬂ(O 0) = lim £(0.k) — £(0,0) = 0. Dong,

(b) Sia=0ona

dy " k=0 h
ol 39~ 3500] = fmy (e - Geost)].
Sionpernd x, =y, = ﬁ, on obtient,
i ‘8y - %(0 o)‘ i ﬁ(sin(z;m) —onm cos(2n7t)>‘ = 1#0.

D’ou la discontinuité de % en (0,0).

|Correction d’ exercice [2] ¥

i Si f(x,y) = x2 + 3xy? — 41°. Alors, on a
y y Y

o

of
0x F

_ oA
3y x,y) = 6xy —20y".

x,y) = 2x +3y°, et

Pour f(x,y) = ycos(e*Y*3¥). On trouve, donc,

%(X,y) = _y2 sin(exy+3y), et %(x’y) _ Cos(exy+3y) . y(x 1 3) Sin(eny“Q’y),

Les dérivées partielles premieresles de f(x,y,z) = xsin(yz) — In(3 — e**¥) sont

0 . —e¥tY 9 —eX 1Y %)
f( ,y) = sin(yz) — Tty a{;(x y) = xzcos(yz) — m af(x y) = xycos(yz).

|Correction d’ exercice 3] ¥

On calcule la dérivée directionnelle de la fonction: f(x,y) = 3x%y — 4xy, au point (1,2), le

\/§1>

long la direction v = (7, —5)
D’apres la définition on a:
fA+VB242-3) - f(12) . 9, 9-v3 1+4/3  1+4V3

1,1) =1 — 242 t
Dof(1,1) = lim t ti%(8+2+2) 2

Le gradient de f est le vecteur

Vilx,y) = <6xy — 4y,3x — 4x).
Le gradient de f au point (1, 2) est:

VF(1,2) = (4, —1).
Finalement, on trouve

V3 1

VF(1,2).0 = %(1,2).01 + %(1,2).02 =427 = (=3) = Duf(1,2).

L . |
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|Correction d’ exercice |4] ¢
La fonction f définie sur IR par f(x,y,z) = x + y? + z3. Calculer la dérivée directionnelle au point
(1,1,1) selon la direction des vecteurs suivantes

Selon 7 = (2,1,3).Ona

Vixyz) = (a—f(x Y,z), %(x v,z), af(x v,z )) = (1,2y,32%).

1 11), % ,1,1), gf(l,l,l)) = (1,2,3).

V£(1,1,1) = ay

Par conséquent, on aura,
D.f(1,1,1) = V£(1,1,1).7 = (1,2,3).(2,1,3) = 13.

Si @ = (1,—1,1). on obtient
Dof(1,1,1) = V£(1,1,1).7 = (1,2,3).(1,—1,1) = 2.

|Correction d’ exercice [5) ¥
Calculons les dérivées partielles premieres des fonctions suivantes.

Si f(x,y) = x>+ 3xy?> — 4y°. Alors, on a

8f(

- — — 4
3y x,y) = 6xy — 20",

of _ 2
a(x,y) =2x + 3y, et

Pour f(x,y) = ycos(e¥¥™3¥). On trouve, donc,

af(x y) = —y*sin(eV ), et %(X,y) = cos (e 3Y) — y(x + 3) sin(e* ).

Les dérivées partielles premieresles de f(x,y,z) = xsin(yz) — In(3 — e*1Y) sont

8f . —e¥tY  9f —e* Tty af B
5y (x,y) =sin(yz) — EympaEl ay(x ,y) = xzcos(yz) — 3ty et E(x,y) = xy cos(yz).

|Correction d’ exercice 6] ¥

2oy
f est une fonction définie sur R2 par: f(x,y) = { Y <x2 T yz) si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

On étudiant la continuité de f sur R?.
f est continue sur R? — {(0,0)}. Car les fonctions (x,y) —— xy, (x,y) — x>+ y? et
(x,y) — x? — y? ( des polynémes). Donc, il reste de prouver la continuité en point (0, 0).
En utilisant les coordonnées polaires, posons, donc
X = rcoso,
{ x =rsinf, our >0, 0¢€|0,2nr].

Alors, on trouve,
f(rcosB,rsinf) = r*sinf cos 6 cos 26.

Par suite, lim )xy;c —¥) ‘ = lim |(#? sin 6 cos ) cos 26| < lim r?> = 0. Dong,
(x,y)—(0,0 X +]/ r—0 r—0
hm f(x y)=0= £(0,0).
(xy)—

D’oit la continuité de f sur R2.
L wl
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On calcule Vf(x, ).
(a) Pour (x,y) # (0,0),on a

Vi(xy) =

(b) Pour (x,y) = (0,0),ona

V£(0,0) =

D’aprés ce qui précede on a:
(

Rf

W(x,y) =

(x,y) =

oxdy

et

0 f
oyox

(x,y) =

\

02 f
oxay

2
(0,0) # aj—ai

0% f
oxay

B} Comme

secondes croisées

(x,y)

|Correction d’ exercice|7) ¥

La fonction f définie sur R? par: f(x,y) = {

Y () yet = + 4%
gx Y _ (x2 +]/2)2
_f(x,}/) xyt — x° + 4x3y?
oy (2% +y?)?
af . f(h,O)—f(0,0)
g—x(oro) _ ,%13}) h = ( 0 )
% (0,0) lim /01 —F(0.0) |
0 h—0 h
3(x2 _ 32
4x}(/x§x+ yzf;/ ) si (x,y) # (0,0)
% h,0) — % 0,0
IPE(‘) ax( ’ )h ax( 0 =0 si(x,y)=(0,0)
3 2 _ 42
4X(Z§3f yz)éy ) si (x,y) # (0,0)
g_f(o,h) - g—f(OIO)
lm y . y =0 si(x,y)=(0,0)
6 42 9y2 _9y2iA 16
7 h,0)~ % (0,0
}lig(‘) y . y =1 si(x,y) =(0,0)
6 4.2 a2 Q2.4 .6
x® +9x y(x29—fy2)39x Yy ¥V (x,y) # (0,0)
g_f(o,h) — g—f(O,O)
%ig(l) y . y =-1 si(x,y)=(0,0)

9% f
oyox

et

(0,0) le théoreme de Schwarz permet de conclure que les dérivées

(x,y) ne sont pas continue en (0, 0).

2,2

= |

L

Dr: Bouafia Dahmane

Email:d.bouafia@univ-msila.dz




r

L

La fonction f est continue sur R? — {(0,0)}. Car quotient de fonctions polynomiales dont
le dénominateur ne s’annule pas. Elle est aussi continue en (0,0), en effet, on utilisant les
coordonnées polaires, on trouve:

(x,yl)if}o,m f(x,y)| = lim |72 sin? 0 cos? 6] < lim r2=0=£(0,0).

Donc f est continue sur IR?.

On calcule Vf(x,y).

si (x,y) # (0,0)

si (x,y) = (0,0)

%(x,y) =

si (x,y) # (0,0)

si (x,y) = (0,0)

On calcule Vf(x,y).
(a) Pour (x,y) # (0,0),on a

Vi) = | 9 o
¢ oy

(b) Pour (x,y) = (0,0), ona

VIO = 8 o = s f00 50,0 at)
Y

. C’est a dire,

B 7 c C'(R?)?

En utilisant I'inégalité: 2|xy| < x2 + 12, , on peut faire les majorations suivantes:
g y y p )

of i [ylly*|

1

= |
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Par passage a la limite on obtient

. of of
1 —(x,y) =0==(0,0).
(x,y)lil}0,0) ox (x y) ax( )
Donc la dérivée partielle 3r (x,y) est continue en (0,0).
of

Sur R? — {(0,0)} la fonction > (x,y) est continue comme quotient de fonctions polynomi-

ox
of

ales dont le dénominateur ne s’annule pas. C’est a dire =*(x, y) est continue sur R?.

ox
of

De maniere analogue, on démontre que@ (x,y) est continue sur R? et par conséquent
f € CH(R?).
f € C1(IR?), dong, elle est différentiable sur R?.

|Correction d’ exercice 8] ¢
En utilisant la detinition, pour calculons la différentiable de f dans le point indiqué.
Une application f : R> — R est différentiable en (xo, yo) € R? ssi

) = £ 30) = 35 30, 90) (3= 30) = 51 50,30) (5 = 0

(xzy)l—ig}coryo) \/(x — x0)2 +(y — yo)z
> of of
Pour f(x,y) = xy —3x%, en (1,2),ona f(1,2) = —1, g(x,y) =y — 6, 5(1,2) = —4
%(x,y) =xet %(1,2) = 1. Dong,
of of
Fle) = JRN - FODE-D-FA0-D | ga oy g
V(X =172+ (y—2) VX =1+ (y-2)? '

Avec le changement de variables x =1+ rcosf, y = 2 + rsin 6, ce rapport se réécrit
xy —3x2+1+4(x—1)— (y—2)
VE-12+ (-2

= rcosf(sinf — 3cosb).

On a alors,
R Rt et Ut /PR
G-Dr+-28 |
D’o,
lim ‘xy—3x2+1+4(x—1) — (y—Z)‘ _o.
(xy)>(12) V=12 +(y—2)?

La fonction f est donc différentiable en (1,2). Dongc, en résulte que

df(1,2) = —4(x — 1)+ (y —2) = —4x +y +2.

Si fy) = 3y =27, 2 1), onaf21) = -1y =y @) =1 () =26y

of _
et @(2, 1) = —4. Donc,

fley) - 1) - L -2) —%@fl)(y—l) =34+l (x—2) +4(y—1)
L VE=2TH (- 17 Al Ut
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Avec le changement de variables x = 4 +rcosf, y = 1+ rsin6, ce rapport se réécrit
— 312 —(x — —
oSy A1 (x—2) 4y 1) rsinf(cos — 3sin ).
VE-27+ (17
Par suite, )
’xy—By +1—-(x—2)+4(y—1) <4r 0.
VE—27+ (-1 —0
D’ot, ,
lim ‘xy—?)y +1-— (x—2)—|—4(y—1)‘ _0
(xy)=(12) Vx—2)+(y—-1)
Par coséquent f est différentiable en (2,1) et on a donc,
df(2,1) = (x—2)—4(y—2) =x—4y +6.
f(xy) = yv/x, en (4,1).
J;(x,y)zy\/? 5;4,1)22 :
dx (xy) 2y/x = ox (41) 2y/x 4
of _ of 41y =
@(x,y) =Vx @(4/1) 2
On vu que, dong,
of of
xy)—f(41) ——=41)(x—4) —=41)(y—-1
Flo) = f0D) = NG - FEV-1 e o 1y o
Vx—472+(y-1)° Vx =472+ —-1)
Avec le changement de variables x =4 +rcosf, y = 1 4 rsin 6, ce rapport se réécrit
yvrx—2—3(x—4)—-2(y—1)  (1+rsin6)vV4+rcosf —2— L —2rsing
Vx—42+y-1) r
 2(1+rsing)/1+ g0 —2 — Tl — 2rsing
r
~ 2(14rsin®)(1+ 288 4 0(r)) — 2 — 22 — 2rsing
B r
ro. o(r)
= —sinfcosf + ——= — 0.
4 r r—0
ol on a utilisé I'approximation /1 +t ~ 1 4 % + o(t), lorsque t ~ 0. On obtient, donc,
d ad
Flay) — FaD) - L0 - Ly -1
lim / —0.
(x) = (41) Vx4 +(y—1)7°
Par coséquent f est différentiable en (4,1) et on a donc,
1 1
df(4,1) = Z(x—4) +2(y—1) = Zx+2y—3.
wl
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|Correction d’ exercice [9) ¥

X3 o y3 '
On définit la fonction f sur R2 par: f(x,y) = x2 + y2 si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

Calculer les dérivées partielles en point (0,0).
Calculer les dérivées partielles premieres en (0,0).
Etudier la continuité des dérivées partielles premieres en (0,0).

B} Est ce que f est différentiable en (0,0)?

|Correction d’ exercice [10] ¥
La fonction f : R® — R définie par: f(x,y,z) = xy + yz + zx, est dans C*(IR?), car elle est
polynomiale, et sa différentielle donner par.

df = (y+z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz.

|Correction d’ exercice |[11] ¢
Nous donnons une valeur approchée de f(2.2,4.9). Sachant que la fonction f : R? — R est
différentiable et que

f(2,5) =6, 0xf(2,5) =1, et 9,f(2,5) = —1
Soit L(55)(x,y) = 01'équation du plan tangent & f au point (2,5). Alors, on a approche
£(22,49) ~ L(55(22,49),

et comme,

Liogy(5,9) = F2.5) + (s =2 5H25) + (=9 (2.5) = x —y -+

Dong, on vu que f(2.2,4.9) ~ 6.3.

|Correction d’ exercice [12) ¥
On donne le développement limité de d’ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes:

On utilise les les dévellopements limités usuelles au voisinage de 0 suivantes

1 1 1
cost = 1—§t2+0(t2), i 1+t+t2+0(1?), etel = 1+t+§t2+0(t2).

Donc, a au voisinage de 0 on vu que:

1

1
T =14 5y° +o(y?).
1—3y2+o(y?)

Dong, le dévellopement limité de f de d’ordre 2 en (0,0) est donner par

cosx <

flx,y) = cosy 1— %xz + o(x2)> (1 + %yz +0(y2)>

1 1
= 1- Exz + Eyz +o(x* + 7).

L

= |
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L

On a au voisinage de 0,

2+y

Par conséquent, on a

_oet 1 1, 2 11, 2
flx,y) = 2+y—2<1+x+2x +o(x ))(1 SVt gy +o(y ))

BRSO S SRS VPO PR S

= S t¥—gyt5x gy 4xy+0(x +y°).

Si x, y au voisinage de 0, alors, x + y aussi au voisinage de 0, et on a
1
cos(x+y)=1-— E(x2 + ) +o(x* + 7).
D’o1,

1
L (242 2.2
pos(xty) o <e 2(x +y°)to(x"+y ))

= eX (1 - %(xz—i—yz) —|—0(x2+y2)>.

eYcosx = <1 +y+%y2+0(y2)> X <1—%x2—|—0(x2))

1 1
= T+y— ¥+ oy +o(x* +y7).

On a pour tout (x,y) € R?>telque 1 +x —y # 0,

_2+x+y_

flxy) = e 2+x+y) x

1+x—vy

Si (x,y) au voisinage de (0,0) alors, on a aussi x — y au voisinage de 0. En utilisant le
développemet limité de Taylor a 'ordre 2 suivant

1
= 1—t+# £2).
1+t Aol

Par conséquent,

flry) = @2+x+y) “Trx—y

2+xty)x (1= (x—y) + (x—y)* +o(x"+y7)
2 — x4+ 3y 4+ x% —y? —dxy +o(x* + 7).

|Correction d’ exercice [13) ¥

= |
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On souhaite démontrer que

5
X
X, = — 0,0 =0

Soit (x,y) € R?\ {(0,0)}. Comme (y — x?)2 + x* > 0 et (y — x?)2 + x* > 0. Donc,

5 [
01Nl = |l = oy
x||x|? x% + 12
< [Py <o T ).

Ainsi, par Théoréme d’encadrement

fuy)  — f(0,0)=0.
[(xy)ll=y/x2+y>=0

Soit h = (hy,hy) € R?\ {(0,0)}. Donc au moins 1'un des nombres h;, h est non nul. Soit
t € ‘R*. Alors, on a

f((0,0) + t(h1,h2)) — £(0,0)
t

1 3

t (thy — t2h3)% 4 t4h]
t2h3

h3 — 2th3hy + 2£2ht

On distingue alors deux cas.

(@) Sihy # 0, alors,

f((0,0) + t(h, h2)) = f(0,0)  £h3 .
t t—0 h% t—0

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hy, hy) et
Dy f(0,0) = 0.
(b) Sihy =0, alors, comme h = (hy,hy) # (0,0) ca signifier que hy # 0, eton a

f((0,0) +t(h,h2)) = f(0,0) _ £H Iy
t 2152]1‘1L 2 50 2°

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur = (hy, hy) et

hy

Dyf(0,0) = 5

Correction d’exercice supplémentaire 1| —
Soit la fonction f : R — R de classe C'(IR?), telles que

f(u,0) =u+0v, ottu(x,y) =e"Veto(x,y) = x>+

On calcule les dérivées partielles d’ordre un de la fonction f.

r<4

= |
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1%ér¢ Méthode: On utilise la formule de la dérivée partielle d’une fonction composée suivante:

9f _df au _af av

atx T Oudox | 0v ox
e
Of _of ou_ of v
dy oJu'dy 0v dy
Alors, on obtient, of = XY 4 2x, of = ¥V 4+ 2y.
ox ox
pieme NMéthode: Posons F = fog.Onadong,

f
F:RZ 5 RP--- SR

(xy) — (uloy),o(xy)) — f(u,0).

La matrice Jacobinne de la premiere application g est la suivante:

ou oJu

ox dy XY pxty
el a (% W)

ox 9y

La matrice Jacobinne associée a f est la suivante:

]f:(%/ %):(L 1)

Ce qui signifie que

ou ou

_(OF OF\ [ of of ox oy
”—(w'w)—(a'%)x v v
ox 9y

[ foudfd Af du af v\, .., oy
N ( du 9x dv 9x’ du Ay + dvay ) (™42, e +2y )

Correction d’exercice supplémentaire [2| <&
PP

Soit la fonction f de classe C! sur R?. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes.
(a)

2 8. 2 f

F:R* — R°"———-—R

(xy) — (y,x)— f(y, %)

La matrice Jacobinne de la premiere application g est la suivante:
01

=1 0)

La matrice Jacobinne associée a f est la suivante:

<
Ll

= |
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Ce qui signifie que

_(OF OF\ [ of of 0 1
fl“(%'—y)— —x'@)X(lo)

Finalement on trouve,

(b) Application:

oF _ of B F_of 321 42
g_@(y,x)—bcy et, ——ax(y,x)—3y + x“.

(@)

F:R % RZ--- SR
x — (x,x) — f(x,x).

La matrice Jacobinne de la premiere application & est la suivante:

- (1)

La matrice Jacobinne associée a f est la suivante:

= (o )

Cela nous donnons

(b) Application:

Fly) = ¥4+ = F(x) = f(,1) =26 = F(x) = (38 + 7 + 209) (1) = 62

|Correction d’ exercice|14) ¥r
Posons f(x,y) = xe¥ 4 e*sin(2y).

8 Notons que (0,0) est une solution de léquation f(x,y) = 0.On a
q q y

0

g_i(

of

dy

x,y) = e¥ 4 e*sin(2y) §_§(OIO) =1
=
(x,y) = xe¥ + 2¢* cos(2y) é(0,0) =2

Puisque %(O, 0) # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(x) définie au voisinage de 0

tel que f(x, ¢(x)) = 0.

= |

L
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Comme,
d
/ %(0,0) 1
P (O) - af _E'
Alors, I’équation de la droite tangentea penx = O esty = —%x.
Ona
im = lim 2% = jigg $E =00 _ g - 1
(xy)—(0,0) x—0 X x—0 x—0 2
|Correction d’ exercice [15) ¥
On posons f(x,y) = 2x°y + 2x* + y2.
Notons que (1,1) est une solution de léquation f(x,y) = 0.On a
g—j;(x,y) = 6x%y + 4x %—];(1,1) =10
/ 3 N o
oy V) =20 42 5y V)
Puisque @(1, 1) # 0 il existe une et une seule fonction y = ¢(x) définie au voisinage de 1
tel que f(x, ¢(x)) = 1.
Comme,
d
/ Ty s
¢ (1) - af - _5
Donc, I’équation de la droite tangente a ¢ en x = 1 est
5 7
Y= —E(x—1)+1 =—5xt3

le développement de Taylor de ¢ a 1’ordre 1 en point 1.

p(x) = 9(1) + ¢/ (1)(x — 1) +0(x) = 3 — 2x + ().
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