CHAPITRE Il INTERPOLATION POLYNOMIALE

Interpolation polynomiale

2.1 Introduction

Dans ce chapifre, on dispose dune foncfion [ conmue uniquement par ses valeurs en
certams pomnts, et on cherche a approcher / par une fonction polynome. Le probleme de
I'mterpolation polynomiale consiste a trouver un polynome de degre infenieur ou €gal a n dont
la courbe passe par les n + [ pownts donnes.

Supposons par exemple que nous connaissons les valeurs d une fonction f en un nombre
fini de points distincts x, xj, ..., X, de l'imtervalle [a, 5] selon le tableau survant :

X Xa X . Xy

o | ) e I e

Pour estimer 1a valeur de fen un point quelconque x = IR , on peut construire un polynome
P de degré infénieur ou égal a n tel que :

P(x;) = f(x;) pour i=0,12, _» etutiliser |"approximation P(x) = f(x).

C'est ce quon appelle Inferpolation polymomiale - interpolation de la fonction f par le
polynome Py(x) aux points xg, Xp, ..., Xn-

Les points xg, xj, ..., X sont appelés points d'interpolation (raeuds ).

2.2 Methodes Numeriques
2.2.1 Interpolation de Lagrange

2.2.1.1 Théeoreme et definition

Sotent n+1I points distincts x xj,..., X, de I'mtervalle [a, 5] et et fune fonction dont les
valeurs sont fixg), fixy), .. .., fixy). 1 existe un unique polynome P, de degré inférieur ou
€gal a n tel que :

£(x)=B,(x) pour i=0.1.2, .
Le polynome s'écrit :

(0= FG)L ) = fO Ly () + FO)L )+ + F(x,)L, (%)
il

avec ¥; = f(x;)
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L(x)= H (r=x)  (x=x)x—x) (r—x_)x—x.). (x—x,)

e (6 X)X )0 = 3)oen (8 = ) — X))

Le polynome P, est appele polynome d'interpolation de Lagrange de la fonction f aux points
X Xjyoooy Xy

Les polynomes L;i(x) sont appelés cogfficients polynomes de Lagrange.
2.2.1.2 Quelques exemples simples
- Polynome de degre 1 (n=1) :

Le polvnéme de Lagrange, passant par 2 pomnts, est une droite.

B(x) = fyly(x) + L, (%)

Ce qui s'écrit encore :

L~ 2) “
R(x)= ——(x —Xg) Ty % x3 *
(2 —xp)
- Polynome de degre 2 (n =2) :
Le polynome de Lagrange, passant par 3 points, est une f-l-- -
parabole.
Py(x) = foly(x)+ ALy (x) + f1Ly(x) J{;
(2 —x)(x —x,) (x—x)(x—x3) S S S S
= f{l - Xy x; x;

(xp — 1 )(xg —x3) l (x; — X )x; — x3)
=)

(x3 = xg M(xy — x;)

Exemple :
Deternuner le polynome d'interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau ci-dessous :

X; xp =0 x=1 =2 x;=3

Af 1_"
) | di =2 [ =2 | /14

(]
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Solution :
Dans ce cas on a 4 points, donc le polynome de degre inféneur ou egal a 3.
Le polynome d'interpolation de Lagrange est :
3
Fi(x)= z J )L (x) = f (x )Ly () + f (0 )Ly (x) + f (e )Ly (x) + fF(x5) L5 (x)
i=0

On calcul les coefficients polynomes de Lagrange :

_j_’ﬂ(x}= ':I—Il}(-‘f—r:)(x—xj} _ (3‘5_1}(1—2)(1'—3} 1
(I[, —I]}(I{, _-I:}l:.'ﬂ} —.1'3} (D—U{U—E}(ﬂ _3} 6
1
2

—(xX’ —6x" =11x—6)

o) -x)o %) (—0)x-2)x-3) _

5

- —(x*-5x"+6
L = e e ) —x) - A=0)A=2)1=3) (7 =5x° + 6x)
Ly(x)= r-x)xr-x)x-x) _(x-0)(x—-1)(x-3) _ _1(13 — 4y = 3x)

(2 =2 )0 — )6 —x5)  (2-0)(2-1)(2-3) 2
Li(x) = (x—x)x —x)x—x5) _ (x-0)x-1)(x-2) _ l(lj - 2x)
O —x)(x5 —x5)x—x) (3-0)3-1DE-2) 6

Finalement on remplace les coefficients polynomes et on obtient :

Py(x) = (-4) —% ¥ —6x% <11x—6) j:—(—z}j %(:H —5x? = 6x) j:— 2 —%(xi —4x? 23%) '

+14 %{xi —3x? +2x) '

B(x)= X' —2x" +3x—4
2.2.2 Interpolation de Newton
2.2.2.1 Différences divisées d'une fonction

Forme generale :

La forme de Newton du polynome d’interpolation est :
P(x)=a;+a(x—x)+a,(x—x)x—x)+. . +a (x—x; N x—x) . (x—x_)
On P, est le polynome de degre mfeneur ou égal a n quu inferpole faux points x5 X, ..., Xp.
Les coefficients a, seront trouves en utilisant des différences divisées d ordre #1 de 1a fonction
f

F(x)=a,=f(x;)
Fx) - f(x)

=X

P(x))=ay+a(x,—x)=f(x,)+a(x—x,)=f(x)=aq =
On procede de 1a méme maniere jusqu’a 1" obtention de a,.
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Definition 2.1:
Soit une fonction défime sur [a, bf et x5, Xxj,..., X (+1) points de [a. b] distincts. On
appelle différences divisées d ordre & de f les relations de récurrences suivantes -
dordre - f [-‘f.-'] = f(x.)
= S () — ()
11—

.I',-_l - TI_

[I."—I - 53 ]—f[x,-?:r,-_l]

.t_l'_] - x;,

dordre7- S [I,:?I_.-

dordre 2 : f[x,-?l’,-_l,xl_-_l]z f

= Sl % 1= flx x5

d’ordre k : f[x.-'-x.‘—1="'=x."—k

L
D’ apres cette définition on a :
.’ﬂu =f[1'||]=f[xu}
o= fliey x|« L= 1)
X, — X,
Jlx)-fx) Sl -rix,)
la=slrgn )Ll sl mon weow

X3 —Xg X; — X,

Ces coefficients an sont les différences divisées d ordre n de 1a fonction f.

Theoreme 2.1:
Le polynome d’ interpolation Pyix) de degré inférieur on égal a » passant par les points (x;,
i), i=0,1,.., n peut s”écrire:
P, (x) = f(xg) =[x 3 Jox = x) + Flxg. 3. x, Nor — xg ) =) + .+

- f[xﬂ.xl,---,xﬂ:kx—:rﬂ}(x— X ) (=X, )

Ce polvnome d’interpolation est appelé forme de Newton du polynome d interpolation par les
différences divisées.

Calcul des differences divisees :

Le tableau des différences divisées permet de calculer les différences divisées dune fonction
selon le schéma smivant :
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X f[].'.] f[xl'xl—'.] f[I;.I;_-_.JL'_._:] T f.xl """T.'—.II
Xy f[-r-:]]
Hi [I{I- 1'1]
X, flx] 1% %%,
heox]
o e
f[‘j‘-n -2 3 ']l-.-.'—'. 2 Jl-.-.']
f [']"..'.'—'. > J"..'.']
x, | Sx]
Exemple :
Trouver le polyndme d’interpolation de Newton qui passe par les points suivants (0.1). (2,5)
et (4,17).
Solution:

On a 3 points, donc le degre du polynome est 2.

Le polynome d’interpolation de Newton est :

B(x)=f(x,)+ _f[:a‘u X ](1 —xp)+ f[x,ﬂ_ s A N ]{1‘ —x Mx—x)

On constnut le tableau des différences divisees de [

o | | el | s
1 =0 f[rn]=l
5-1

f[x-:u-rl]—z_ﬂ =2
=2\ flx]=5 _ F%. %%, 02,

f[xl--"z]= 14__35 =6 [ -] 4=0

X, =17

- £l

On obtient -
Px)=1+2x+x(x-2)

P(x)=1+x"

18



CHAPITRE Il INTERPOLATION POLYNOMIALE

2.2.2.2 Differences finies progressives (cas des points équidistants)

Dans ce cas les ponts d interpolation sont en progression anthmetiques. 1.e. :

— 1 —a 1) R —
X, =X, +h x,=x;+2h... x =x,+nh. h=0

Definition 2.2:

Soient f(x;) =¥, pour i=0, I, ..., n des nombres réels. On appelle différences finies
d’ordre & de [ les relations de récurrences suivantes :

- dordrel: Af(x)=f(x_)—f(x)pouri=0.1.._ n-1

- dordre?: A f(x)=Af(x.)-Af(x,) pouri=01_._. n-2

- dordrek: AT f(x)=A""Fflx)-A"f(x) pouri=0.1,.... n—k
Convention _"'Ff{xl.-) =f(x;) . pouwri=01....n

Table des differences finies progressives :

Xio| f(x) | Af(x) | Xf(x) | Xf(x) A F(x)
X | F(x)
A f(x)
5 | flx) A1 (%)
AF(x) K f(x)
X, | f(x,) Af(x,) o ;
A f(x,) A f(x)
X3 (x; ;
b ) B,
—"lif(-'ﬁ.—l:l
Af(x,.)
x, | Sx,)

Relation entre les difféerences finies progressives et les différences
divisees :

Theéeoreme 2.2:

Soit fune fonction dont on connait les valeurs f(x;) = ¥;.i=0, 1, .., n, avec

x; =x;_, +ih, h=0_Alors:
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k
A X; L

f[f.-ﬁl’_.-l------1’.—'-5]=—§F{il'D pour 0<i<i+k=n

On f[x,.x_._-_.,....._x,_,,] est la différence divisée d ordre & de faux points x,.x,_;,.....x,_, et

A(f(x,)) estla différence finie d’ordre & au point f(x ).

Polynome d’interpolation de Newton par les differences finies :
Theéoreme 2.3:

Sotent xg xj, ..., X, points equidistants. Le polynome d’interpolafion Py,fx) de degre
infénieur ou égal a n passant par ces points peut 5" écrire:

Af(x) A £(xp)
P(x) = flxg) +— " (x—xp) = ——F(x—x)x—x) + ..+
1'h 21k
A" f(x,)
—T””[x— xpx —x ) (x—x,,)
Ce polynome d’interpolation est appelé forme de Newton du polynome d’interpolation par les

différences finies.
Exemple :
Trouver le polynoéme d'interpolation de Newton passant par les points suivants

Xi 0 4
g |1 17

L]

Solution :
On a 3 pomnts, donc le degré de polvnome est n=_2.

On remarque que les points donnés sont equidistants avec le pas d'mterpolation i =2, alors

sous la forme de Newton par les differences fimes, le polynome d'interpolation de fest donne

par :

A f(x)
114

N A S(xg)
2147

B(x) = f(x)+ (r—2xg) (x =2 )(x = x3)
Ou: h=x-x,=x,—x,=2

Le caleul des différences finies se fait comme suit :

X; Jix) Afix) Af(x)
Xp=0 | flx)=1
Af(g)=5-1=4
x=2| flx)=5 Af0n)=12-4=8

Af(x)=17-5=12
n=4 | fx)=17
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D'on,
Px)=1+2x+x(x-2)
P (x)=1+x

2.3 Estimation de l'erreur d'interpolation

Soit [ : [ﬂ.b] — IR de classe C™"! . Notons P, son polynome d’inferpolation aux noeuds x;,
X1,..., Xy dans [a.b]. Alors pour tout x = [a.b]. il existe ¢ = [a.b]tel que -

£, (0| =|£ ()~ B, (0| =

fﬁ_lif‘} n B ) ‘M
(n+1)! ,f_.l“ I"')‘ T (m+1)!

[Te-)
=l

on M= n;pJf“'l{x)\

x=|a.b
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