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Introduction
Les différences finies sont une méthode de résolution numérique des EDP (avec les
éléments finis et les volumes finis principalement). Avec les schéma de ce type, les erreurs

dCies a la discrétisation sont polynomiales (ex : en O (At,Ax?)).

Pour la résolution d’une équation différentielles aux dérivées partielles (EDP) de
dimension n+1 (espace+temps), on introduit un maillage de ’espace R" de pas Ax; et du

temps pas At. exemple, pour n=1 :

bx,
LY
On construit ainsi une grille. On note :
T, = jAz; pour 7 £ &
* = kAL pour k ¢ I
Les nceuds de la grille sont les coordonnées (Xyj, . . . , Xnj, tk).

Les différences finies consistent a approcher les opérateurs de dérivation par des opérateurs

discrets de dérivation. Par exemple, pour :

o
i

u[t"‘,.nj + Ay —‘.‘_,!.I:f,",J"L:II
Ay

(1%, 21,) =

ol u (t* X1j) est I’approximation de U, la fonction continue régie par I’EDP au point ( to+ k
At, xotjdx). La construction de tels schémas pour une équation différentielle et une EDP avec
un terme en espace 1D. Pour I’EDP, nous distinguerons schéma implicite et schéma explicite.

Les sections suivantes traitent des problemes que provoquent la discretisation.



1. Construction de schémas
1.1. Idée

Soit u une fonction d’une variable, de classe C* Si h tend vers 0, nous avons les deux

formulations suivantes (formule de Taylor) :

! W, By -

ulr 4+ h) = ulw) 4 hu'(z) 4 u ()4 T () 4+ k™)
h? h?

ulr— b)) = wujx)—hu'{z)4 Tuﬂ{.r] - Tu"""{.r] i C]{h']

En combinant les deux équations, il vient naturellement :

Wr) = ulx 4 .FLIF]L—ul:.r] F O

w(z) = —“‘:"'3‘;'5‘"“3 F Oh)

wz) = ulx 4 h];:u:.r —h) , C:II:.FI-E:]

Et:

wf(z) = ulx -+ i) —21;::;'] fufz — k) FOR)

1)
)
©)

(4)

L’équation (1) est appelée I’approximation a droite de u'(x) et I’équation (2) approximation a

gauche de u'(x). Ces deux équations sont cependant grossiéres puisqu’elles sont en O(h).

L’équation (3), appelée approximation centrée de u'(x), est plus précise puisqu’elle est en

O(h%). Quand a I’équation (4), il s’agit de I’approximation de u**(x) et elle est aussi en O(#?).

Passons maintenant en dimension deux. On considére maintenant u comme une fonction de

deux variables de classe C*. Le principe d’approximation des dérivées est exactement le

méme. Si Ax et Ay tendent vers 0, nous avons:

du ulz 4 Ax w) — ulx, 1

E':l vl = ( _,,:3 (. v) + ) I:ﬂu']

du ulz, y) — ule — A, g

m{.e'. ¥ = (= 9) ﬂl..:r 9 (&)

du ulz 4 Ax y) — ulzx — Ax, g .
—(ey) = I J]Mu-{ vl OA?)

Et:



U"Eul:r y) = uiz 4+ Ax, ) — 2ulz, v) 4 ulz — A y) .
B2 e

O(Ax?)

Il en est de méme pour les dérivees par rapport a la variable y. Ces formules permettent de

comprendre la discrétisation qui va s’effectuer sur les équations aux dérivées partielles.

1.2. Exemple de schéma pour une équation différentielle

Considérons le probléme suivant :

ullll =a

{ —Ifl:_ru{.r] i }J{.i‘]{;u{.fj Flzulz) = flz) =]l 1]
11.{].] = ﬁ

Nous supposons p, q et f suffisement réguliéres avec q(x)>0 . Subdivisons le segment [0,1] en

N+1 points. Le pas du maillage est :

2|

Et les nceuds du maillage sont :

x; =ih i=10 ., N
Le systeme est verifié en chaque point du maillage :
:.F [
—Fu(.q] 4 j.l{.a'.;]?iu{.r.;] bl i) = flx;)

Nous utilisons les approximations 3 et 4 :

ulzi +h) — 2ulz;) +ulz; —h ulx R —ulz; —h o
_ulzith) ;E_z s —h) ) ]2“ B gt uga) = Fa)+ O

On néglige le terme O(#4?). En notant u; la valeur approchée de u aux points x;, on obtient :

1 o 2 Lo
=g — S )t uwlgr ta) (- Hl=1F
T = o

Uy = I-".!

Notons :

o = (—gr — 4. bi = (F @) ete; = (—p7 + &)



Nous aboutissons alors au systeme :

oo 00 T f—am
ag bz oeg ug fa
0 ay by Uz fa
by—z ex—a g Fi-2
ay—1 by 1 Ffyv—r—ewaf

Il reste a étudier I’ordre du schéma, sa consistance et sa convergence. Nous verrons plus tard

dans ce chapitre comment faire.



323 Exemple de schéma pour une EDP simple

Considerons 1'équation surrante {égquation de la chaleur) :

&= D () €0, T[=]0. 1]
ufz, (1) = Px) condition mitiale

ulll, t) =u(l.t) =10 coendition lmite

On peut considérer gu'il s'agit de 1'évolution de la température d'une barre seumise aux
extremites a une temperature oulle.

schéma explicite

Construisons un maillage régulier. on note #; = jhxavec j =0, .., W et #y, = nAt On
note 'I'I;:I' I"approximation da u(z;, ty).

En utihsant pour la déerm-ée temporells une approxmation a droite, on obtent :

Fu utt — gn
Bz i+ tn) Mt
la schama se pose alors -
aa:+iu_u1 =Du‘;+ _i';—u:,‘_._ j=1..N—1
ul = Bz ;) i=L.., -1
ull = ol = [ Wn e B

On connait les uf, on déduit les u' et ainsi de suite jusqu’aux 1';“ Ce schema est dit

.F I
explicite car les 1';_F ! se déduisent directement des u“ Dans ce genre de 5chema aucum systeme
d’equation n’est a résoudre {pas de matrice a m*mzr mumenguement ! !}, la nowrvean pas se

deduit des pas précedement caleulas.

schéma implicite
Dhnscretizons la méme equation avec le méme maillage mais wiilisons cette fois une approx:-

mation 3 gauche pour la dénvée temporelle -

fhu u? — gt
—_— ] = e —
it (5 tn) At
Ce simple chanpement semble anodin. En fait les modifications engendrées sont trés impor-
tantes. Obser-ons le nowean schéma :

wr ™t . I .

Iy = PP
;= j i=1..,

ug =y =10 Yne R

Ce schema necessite la réesclution d'un systeme d’equations. Au temps ¢, le systeme dagua-
tions s ectit -

" s 1
B 1] Al 1_."31':3
wni—t
i} uy Y
ml
ﬂR"—E B
|_ a3 J o iy
§ a SR pup
o1t :
=1 aa"-"_.' "
ul a § & :_;'3“1\'
uj - e
Wy . ¥R
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Tfl-l"i'—l ||3 [l “:.-l\'_—.-'. n
—A —Buy



avec o = —ﬁ- == et 1 = . Trouver les ‘I'Ij a partrr des u" " nacessite 101 la re-

solution d'um I;}'I;u!me | E | OT8Tslon d une matrice. Le systéme est ic1 rdiagonal. On peut le
resoudre facilement par 'algonthme de Thomas, specialement adapté aux matmces bandes. Un
tel schéma est implicite.

La discretisation du probléme mdmt plusieurs problematgues gue nous etudions dans les
sections swivantes. Nous y analyserons des problémes de dimension 1. La valeur de wut™, =;) ¥
est tow)ours approximes par 1';_?.

3.3 Erreur de troncature

Le calcul des emreurs de troncature est usuellemeant baseé sur les developpements de Tavlor
Par exemple, pour I'équation de la chaleur :

il Ty Pu -0
T

O utilise un schema explicite centre en espace -

1
T — u”
N

L)
i _ Mz{u;_. — 2 +ul_4)

En développant f;“_l et 1':“ par developpement de Taylor, soustravant les résultats et drrisant
le tout par At -nnre-tmu . ler.re-u.r de troncature sur le temps, (C)(5e). En surrant le méme
principe aec le terme sur 'espace, on troure une erreur en D{ﬂzzj

A final :
éh a2 Sl
Ej—nﬁl;=f" ﬂrﬂj EI:‘I'I ier —2ul 4wl ) +ET

avec E.T., I’'amreur de troncature. L'ordre de 1’emeur de troncature est (1A, ﬂzzj.

3.4 Consistance
Un scheéma aux différences finles est consistant si1:

lim ET =1
[ AdAz) il

Des problémes peuent se PﬂEEI 51 'erreur de troncature vare comme q_,: Dians o2 cas, on
est oblize de raffiner de sorte que -s_,; # 0



3.5 Stabilité

Ce concept 5" appligue aux problémes d'evolution. Par defimition, un schéma numeéngue est
stable 51 les emreurs (d'arrond:, de troncature, .} ne peuvent pas croitre pendant la procedure
numérique dum pas de temps au suivant

Un schema peut ée :

— Incondinonnellement stable : Quels que solent At ot Aur les emreurs causées par le schama
numerique n'explose pas au fil des terations.

— Condiionnellement stable : On doit poser une condition sur At et Ao pour que la sohtion
n’explose pas.

— Inconditionnellement instable : Quels que solent Al et A les emreurs s'amplifient an fil
des erattons. Cect cause des resultats complatement faux.

3.6 Convergence

Un schéma comergent est un schéma wumseriguement sains. Une condition nécessaire a la
comwrrergence d un schema est -

STABILITE + CONSISTANCE

Ce theoréame ast applicabla pour les EDP linsaires. On le suppose aussi valable dans le cas
non Iméaire.

3.7 Erreurs dies a la discrétisation
Il en existe deux types. les emeurs dammond: (c4-7,) 8t les emreurs de discrénisation (£4;..)-
Les premaéres s’ expliguent par le nombre fima de clnffres aprés la virguls st les secondes par les

erreurs de tromeature. Ona :

[(sol. exacte de I"EDP) — (sol. trourée par Uordinateur)| = |egrra — Egisel

3.3 Forme conservative

Una EDP posée sous forme conservative possade la partieularite sur-ante : Ses coeficients
ne se retrouvent pas dans les derm-aes.

Par example -

[ Forme non conservatre | Forme conseratrme
Pavdecomimtt | o eo—0 | Fe-o
Egu. de la chaleur
g =plI) . . . . .
o =) ,rx'%?- = k%‘;} 1 %% ,r?r.'% = %(L%T;:]
k= k()

T =Tt

Arvantages de la forme conservatrme :

— Meilleure prise en compte des EDP avec coefficients non contmus {ex : ondes de choe)).

— Pnse en compte du principe de conser-aton sur une region finle. Cec: mplique la sup-
pression de petites sources et de petits puits de matiére (sauf aux bords du domame).



Equations
differentielles
aux derivees
partielles



Introduction

Les équations différentielles aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans de nombreux
domaines de physique, qui comprennent les problémes de diffusion, les phénomenes de
propagation, ainsi que le domaine de la mécanique des fluides décrite par les équations
hydrodynamiques comme celles de Navier-Stokes et 1’équation de Schrédinger dépendante du
temps pour la mécanique quantique. Ces équations différentielles n’ont généralement pas de
solutions analytiques et une résolution numeérique de ces équations est alors nécessaire. Une
équation aux dérivées partielles est une relation liant une fonction de n variables a ses
dérivées partielles. L’ordre de 1’équation est donné par ’ordre le plus élevé des dérivées

partielles apparaissant dans I’équation.

On distingue EDP linéaire et EDP non linéaire. Les EDP linéaires ne contiennent aucun
produit de variable avec elle méme ou une de ses dérivées alors que les EDP linéaires peuvent

en posséder. Par exemple :

Equation de propagation Equation de Burgers
d’onde (lineatre) : (non hinéaire)
o~ o =0 Bt T uE = v

Avec u qui dépend de x et de v et une constante.

Dans ce cours, nous allons nous limiter aux équations aux dérivées partielles linéaires. Une
premiere classification non exhaustive fait apparaitre trois types d’équations : équations
hyperboliques, paraboliques et elliptiques. Cette classification se fait sur la base d’une

¢quation d’ordre 2 standard :
ﬂ-q’_]’_f | M"T.I.II | Cq’_'ﬂf | {Iq’: | !"q’hl | I‘I’ :l:lﬂ:."y:l

ou a, b, ¢, d, e, f sont fonctions de (x,y). C’est une équation linéaire. Le type de I’EDP dépend

de son discriminant, A=b*> —4 ac:

- A>0 alors, ’EDP est hyperbolique.
- A =0 alors, ’EDP est parabolique.
- A4<0 alors, P’EDP est elliptique.



Equation hyperbolique : La propagation des ondes dans un milieu continu (unidimensionnel)
obeit & I’équation suivante :

Fu(z, t) g u(z, t)
=r
it dr?

Ou u(x, t) peut designer une variable scalaire comme la densité locale p(x, t) ou une variable

vectorielle comme la vitesse locale v(x, t).

Equation parabolique. La diffusion de particules dans un milieu continu obéit a 1’équation

suivante

dplz.t)
ot =D dx2

Ou D est la constante de diffusion et p(x, t) la densité locale instantanée des particules

diffusantes.

Equation elliptique. En dimensions deux, le potentiel coulombien induit par une densité de
charges ¢lectriques satisfait 1’équation suivante (avec des unités choisies de maniere

appropriée)

i\ (x4, 1) %1 "z, 4.1)
_I|'.I{J'_ .'!.n’:l = 2 4

iy

Ou p(x, y) est la densité locale de charge et V (X, y) le potentiel électrostatique a déterminer.

Probleme bien posé

Le probleme d’une EDP + condition aux limites (C.L.) + condition initiales (C.l.) est
bien posé si la solution existe, si elle est unique et si elle dépend avec continuité des C.L. ou
des C.1I. ie, une petite dérivation dans les C.L. ou les C.I. produit une petite dérivation dans la
solution. Cf : Hadamard, 1932



Exemples d’EDP intéressantes
1. Equation d’onde linéaire d’ordre un

i I du 0
o Pz
Propagation d’une onde vers la droite a la vitesse C.
2. Equation de Burgers non-visqueuse

e I i 0

— Tl — —

ot dr

. . . : S - ]

Propagation d’onde non linéaire monodimensionnelle. La non linéarité est diie au terme u %

3. Equation de Burgers
ot dr g2
Cette equation est un modele 1D de Navier-Stokes. Elle n’est pas linéaire.

4. Equation de Tricomi

Jzi.!- | ri#ﬂ_u
VT B

Probléeme mixte : elliptique ou hyperbolique suivant le signe de y. Modélise par exemple les
écoulements transsonigues non visqueux.

5. Equation de Poisson

82y #Pu
ol 3 fla,y)
Conduction thermique dans un solide avec source f(x,y).
6. Equation d’advection-diffusion
e I-:')u _ P u
TR P
7. Equation de Korteweg-de-Vries

i I uﬁ')u. I P u —0
ot dr  ded
Ondes non linéaires dispersives.

8. Equation d’Helmoltz



Fu Fu
{3_;‘:-' } @ FE*u=0

Ondes harmoniques en fonction du temps avec k le parametre de fréquence. Exemple :

propagation d’ondes acoustiques dans un milieu 2D.
Equation de la chaleur

1. Présentation

L’¢équation de la chaleur est :

tu iy

ErRT

Cette équation sert de modele pour les équations (paraboliques) de couche limite. Nous en

présentons ici des schéma adaptés a la résolution de ce type d’EDP.

2. Equation de la chaleur 2D

2.1. Adaptation des schémas
Les techniques utilisées précédement posent des difficultés. Voyons deux exemples
significatifs :

1. Simple schéma explicite :

m+1
W —ul

At Azt Ay

el eyl T e n n
W14 — 2“5._,: FW_1 TGl — 2“5._,: 1
i $ -

Pour résoudre 1’évolution du systéme, on pose le schéma sous la forme :

“:!_,il = Auj; + ey i+ Cully j+ Dufl + Euf;
ATEC
A=1- Zl"rﬁr - erflf_r
1T = iy .
[h =r'r§zf_'
'y =g
B =r'r%;_.-
ig[1,1]
Fe[LJ]




On considére i = {1,2,..,J} et j = {1,2, ..., J}. Les conditions imites sont alors les
p, i1, Ui, B +1 que l'on considére comme des constantes (conditions lmites de

Dirichlet).

On constate que B = C et [ = E. Nous les différencions pour une meilleure compra-

hension de la mathods. On pose :

L =

s )

La forme matricielle du probléme est alors :

)

1,2

L
f.i-2||

Tz

W10
LTS

e MO 4V

M est une matrice (f = J, T = J). Elle a la forme d"ime matrice par blocs -

M,

M,

]

M=

My




Chague bloc est de talle (. = J) et :

o 1] B 0
:lf:g‘l = : .’If,ﬁ = N
] (s i B
A D 0
m—| F
0 E A4

Comme dans le cas 100, le vecteur V' de taille (1 = J) contient les conditions aux limates :

Cup,1 4 Euipg
g o

Cag g 4 Dy g

Fuzg
0
0
D 5o

Euz g

]

0
Dug_1 g
Bup.11 + Eupg
Bz

H‘ll.l #2104 .r}'“.ll_"r +1

Remarque : Pour résoudre ce genre de problemes sous Matlab, il est intéressant de déclarer M
comme une matrice creuse (sparse matrix). Dans un langage tel que le C ou Fortran
on codera la matrice de facon intelligente. On ne rentrera que les bandes non nulles de

la matrice et adaptera la multiplication matricielle au type de codage choisi.

La condition de stabilité de ce schéma est :

1 1 1
At |y = = =
“ [ﬂ.r Dy ] "2

En prenant Ax=Ay, la condition de stabilité est :

aft 1

Az? =73

Cette condition est encore plus restrictive que dans le cas 1D !

2.2. Equation de Laplace



Ay Pu

e iy? =0

Cette équation est un modeéle pour les équations de Navier Stokes incompressibles et
stationnaires (équations elliptiques) et aussi pour les écoulements potentiels (irrotationnel,
nonvisqueux et incompressible). Dans les équations de N-S incompressibles, on arrive
souvent une
¢quation de Poisson pour la pression en prenant la divergence de 1’équation de la quantité de
mouvement :

l"_i'zlr} l"_i'zlr}
dr? - fy?

— fiz.v)

2.2.1. Formule a cing points

1|.,;.|,_|;—21L_;,_|; e ] . ;41 —215,_.; 151 -0
A Ay

Ierreur de troncature est d’ordre O(AX%,Ay?) et 1’équation modifiée est :

1 . .
Upr + Uy = —E[11,”,(1"';.1']‘Z { 1L_.I._.I._.I._.|.|:ﬂ;_|,']2] b

Une formule a points peut étre générée facilement avec comme erreur de troncature

O(AX", Ay*)

Ax
—
i+1 * . g
Ay
i . . 2
¥
i-1 * L *
iz ¥ J&l
— X

Toutefois, I’erreur de troncature diminue rapidement pour les équations elliptiques plus

générales, et il est de plus difficile de garder la précision pres d’une frontiére.



Supposons une grille uniforme (Ax = Ay) avec un nombre de points égal suivant les x et ley

(=N). L’équation aux différences s’écrit :
i 1,5+ Wi g e b oo — dug g =10

pour chaque point ou la solution (i,j) est recherchée.

Si les C.L. sont de type Dirichlet et la solution est connue sur les quatre frontiéres, alors
il reste N? points ou la solution n’est pas connue. Pour chaque point, on écrit 1’équation aux

différences. On a donc N® équations linéaires algébriques pour les N* inconnues :
[A][0] =[]

La matrice [A] (de taille (N** N?) contient beaucoup de zéros ! Pour résoudre ce systéme, on
peut utiliser une méthode directe (Gauss, Choleski...) ou une méthode itérative (Gauss-Seidel,

surrelaxation, ADI).



1.4.1 Le probleme de Cauchy

Le probleme de Cauchy (aussi appelé probleme aux valeurs initiales) consiste
a trouver la solution d'une équation différentielle ordinaire (EDO), scalaire ou
vectorielle, satisfaisant des conditions initiales. Par exemple, dans le cas scalaire,
si [ désigne un intervalle de R contenant le point #4. le probleme de Cauchy associé
a une EDO du premier ordre s’écrit :
trouver une fonction réelle x(t) € C*(I) solution du systeme :

r(t)= f(t,x(t)), tel 1 o

ou f(t,x) est une fonction donnée a valeur réelle définie sur le produit

S = Ix] — oo, 4+o¢| et continue par rapport aux deux variables. Si f ne dépend
pas explicitement de t (i.e. f(t,xz(t)) = f(x(t))), 'équation dittérentielle est dite
autonome.

On obtient en intégrant (1.7) entre #y et ¢

¢
x(t) =z +/ f(rox(r))dr, tel. (1.8)
to

La solution de (1.7) est donc de classe C! sur I et satisfait I'équation intégrale (1.8).
Inversement, si z(t) est définie par (1.8), alors elle est continue sur I et x(fy) = xg.

1.4.5 Méthode de tir pour la résolution des équations

différentielles
Dans cette section nous faisons l'étude des équations différentielles linéaires
d’ordre 2 avec conditions aux limites de la forme :

Y (1) = as(x)y (2) + ar(x)y(x) +aolx) yla) =y et y(b) = y. (1.13)

On suppose les fonctions (a,;(2)) suffisamment régulieres pour assurer l'existence
et I'unicité des équations différentielles que nous rencontrons.

La différence entre les équations différentielles avec conditions initiales et celles
avec conditions aux limites est que dans le premier cas, a t = g, la fonction y(tp)
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Méthode des Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis (MEF) n’a rien d’original en soi. Il s’agit simplement
d’une combinaison d’ingrédients qui permettent d’obtenir une méthode bien adaptée a la
résolution approchée par ordinateur de problémes de physique.

1. Intéréts

On a vu que la méthode de Galerkin appliquée a la formulation faible du probléme ou la
méthode de Ritz appliquée a la minimisation d’une fonctionnelle conduisent a la résolution

d’un systéme linéaire de la forme :
Kq=f 1)

ou les termes de la matrice K s’écrivent sous la forme :

Kij = [o]L{oJ]r!!!
Jo

Par exemple.

Tout d’abord, le calcul des termes Kij nécessite 1’intégration sur le domaine Q. On imagine
bien que, dans le cas de domaines 2D ou 3D de formes complexes, le calcul de ces intégrales
peut étre trés délicat.

Dans la MEF, les fonctions de base ont pour support de définition les éléments du
maillage. De plus ces éléments ont des formes simples (segments, triangles, quadrangles,
tétraédres, ...). Les intégrations peuvent se faire sur les éléments, élément par élément, en

remarqguant que :

> Jo, 0 2

ou M est le nombre d’éléments du maillage et QEi le domaine couvert par le i-eme élément.
La relation précédente n’est pas toujours une égalité car, dans le cas de domaines de forme
complexe, la couverture du domaine par les éléments n’est pas forcément exacte comme le

montre la figure 1.



FIG. 1 — Approximation dans le couverture du domaine

Dans la pratique, les intégrales sont calculées numériquement, mais de maniére exacte,
en utilisant des techniques d’intégration numérique telles que la Méthode de Gauss par
exemple.

Ensuite, les termes Kij ou fi sont associés a des fonctions de base ¢i ou ¢j. Les fonctions
étant toutes différentes (par nature), les calculs a effectuer sont tous différents. Cette
différence de traitement des termes n’est pas trés pratique pour un traitement numérique du
probléme.

Dans le cas de la MEF, les fonctions sont aussi toutes différentes, bien qu’elles aient des
formes (chapeau) identiques, les fonctions associées a des points d’interpolation du bord
sont différentes des fonctions associées a des points intérieurs. Par contre, on remarque
que lorsqu’on considére la trace des fonctions sur les €léments, toutes les représentations
élémentaires ont la méme forme. Cela est illustré en dimension un sur la figure 2 et en

dimension deux sur la figure 3.

FIG. 2 — Découpage en elements 1D



FIG. 3 — Découpage en éléments 2D

2. Mise en ceuvre

2.1 Principe

Les différents termes de la matrice de raideur K et du vecteur des forces généralisées f
sont construit élément par élément a 1’aide de la propriété (2). D’autre part, sur un élément
donné, les seules fonctions de base non nulles sont celles associées aux nceuds sommets
de I’élément. Ainsi, les informations nécessaires pour la construction des termes de raideur
et de force généralisée sur 1’¢lément sont purement locales a 1’élément.
La matrice de raideur K est donc construite comme un assemblage de matrices de
rigidité élémentaires. Il en va de méme pour le vecteur des forces généralisées f construit

comme un assemblage de  vecteurs  forces  généralisées  élémentaires.

Tous les éléments ayant la méme structure, le principe de construction des termes
élémentaires est commun a tous les éléments. Il s’agit donc de le définir une fois pour toute et

de I’appliquer ensuite a chacun des éléments.



La définition d’une méthode des ¢éléments finis pour un type de probléme donné passe
donc par une premiére phase de définition des principes de construction des termes

élémentaires appelée écriture de 1’élément.

2.2 Difféerentes étapes de I’écriture d’un élément

A. Choix de la géométrie de 1’¢lément.

1D segments droits ou courbes.
2D triangles, quadrangles a bords droits ou courbes.
3D tétraédres, pyramides, prismes, cubes droits ou courbes.
B. Choix des fonctions de base et des inconnues.
C. Expression des champs et de leurs dérivées.
D. Calcul de la matrice de raideur élémentaire.
E. Calcul des vecteurs forces généralisés élémentaires associés aux différentes conditions aux
limites.

6.2.3 Différentes étapes de la résolution d’un probléme

I. Maillage : découpage du domaine en éléments géométriques.

I1. Choix de la formulation : Choix des fonctions de base.

I11. Calcul des matrices de raideur : calcul des matrices élémentaires puis assemblage de
la matrice globale.

IV. Calcul du vecteur des forces généralisées : idem.

V. Prise en compte de CL sur les inconnues.

VI. Résolution du systeme linéaire.

VII. Détermination du champ en tout point.

VIII. Calcul des dérivées sur les éléments.

IX. Détermination des réactions aux limites.
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