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 الفصل الثالث
 دراسة الجمل الكوانتية أحادية البعدو  Schrödingerمعادلة 

 Schrödinger Equationمعادلة .1 

 جسيم حر.1

ة القوى المطبقالسرعة و ديناميكيته تتعرف تعرف بيعرف الجسيم الحر في الفيزياء الكلاسيكية بالموقع و 

قوانين نيوتن، في ميكانيكا الكم لا نستطيع التكلم عن موضع الجسيم و سرعته في نفس الوقت لذلك نعرف عن طريق 

"𝜓" الدالة الموجية  و كثافة احتمال، و ديناميك الجسيم يعرف بتطور الدالة الموجية خلال الزمن من خلال       
 .Schrödinger  معادلة

 يدينا حزمة الأمواج لجسيم حر التالية لتكن        

𝜓  ⃗    ∫             ⃗  ⃗⃗

 

           

⃗ ىي اشعة الموجة و    ⃗⃗⃗⃗⃗   ،   التردد الزاوي المعطى في المجال النبض أوىو   حيث  موضع الجسيم          
   في الفضاء ذو الكتمة 

⃗  لمجسيمات  Broglie Deحسب ما سبق من قانون لدينا     يصبح       و كذلك من علاقة بلانك   ⃗⃗   
                            :لدينا 

   ⃗    ∫      
 

 


     ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 

                  

  يصبح لدينا                                  بالاشتقاق بالنسبة الى الزمن 

 

  
𝜓  ⃗    ∫   

 


     

 
 


     ⃗  ⃗ 

 

             

⃗  ⃗  حيث ⃗   بالاشتقاق بالنسبة الى الموضع مرتينو الان     :يصبح لدينا                  

  

   
𝜓  ⃗     ∫

  


      

 
 


     ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗
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في     بضرب المعادلة 
 

  
 :نجد       ا مع المعادلةبحمعثم    

  
 

  
𝜓  ⃗    


 

  

  

   
𝜓  ⃗    ∫ (  

  

  
)     

 
 


     ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 

               

  ) طاقتو معطاة بـــ: ينا جسيم حر دلكن ل
  

  
 تصبح       إذن المعادلة   (

  
 

  
𝜓  ⃗     


 

  
 𝜓  ⃗           

  حيث 
  

   
 المرتبطة بالزمن لجسيم حر. Schrödinger ىي معادلة    ، المعادلة  

ℋ معطى بــــ:  ةالجمم ℋ بالنسبة لجسيم حر فإن ىاممتونيان  
  

  
  Schrödingerإذن معادلة        

  
 

  
𝜓  ⃗    ℋ 𝜓  ⃗          

 إلا ما ىي   ⃗   خاضع لكمون  ملجسي Schrödingerمعادلة  بصفة عامةو 

  
 

  
𝜓  ⃗    (     ⃗ )𝜓  ⃗    

  
 

  
𝜓  ⃗     


 

  
𝜓  ⃗       ⃗ 𝜓  ⃗          

ℋحيث        ⃗  

ذه ى سيمات الكمية. إنلج، و تصف ديناميك ا وانتيانيك الككساسية لمميالاالعلاقة  ىي (7إن المعادلة )
آن و في سيم و اندفاعلجلا يمكن تحديد موضع ا ميانيك الككالمي و في، لأنوالمعادلة لا تصف موضع جسيم أو اندفاع

 .والفضاء و احتمال اندفاع في سيملجاحتمال تواجد ا  Schrödingerواحد، و إنما تصف معادلة

و    واحب:        ماذا تلاحظ بالنسبة لممعادلتين 

 دراسة الجمل الكوانتية أحادية البعد.2 
 الحالات المستقرة 1.2 

يحقق معادلة التطور لـــ:     ⃗  𝜓ندرس جسيم كمي يخضع لكمون لا يتعمق صراحة بالزمن دالتو الموجية 
Schrödinger 

  
 

  
𝜓  ⃗     


 

  
 𝜓  ⃗       ⃗ 𝜓  ⃗           
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 ،    ⃗  𝜓و ىذا لإيجاد     نبحث عن حمول المعادلة 

لدينا حالات كمية ذات طاقات محددة  كوني وون الطاقة محفوظة فإنكالكمون مستقلا عن الزمن و ل اذا كان
  الات المستقرة.لحلات بالحاذه اى عىن. تدييدروجيتماما مثل حالات ذرة ال

  نستطيع أن نكتب               𝜓    ات:ير المتغ فصل ستطيعن فإننا لحالةا ذهفي ى 

  𝜓     

   
     

      

   
 

 𝜓     

  
     

     

  
 

   Schrödingerمعادلةبالتعويض في 

       
     

  
  

  

  
    

      

   
                      

 في     نضرب طرفي المعادلة 

         
 ل عمى صنح 

   
 

    

     

  
  

  

  

 

    

      

   
              

الفضاء فقط،  في ا دالةيسر لالأي نما الطرفيالزمن فقط، بب مرتبطة و دالةى( 10يمن لممعادلة )الاالطرف 
ىذا  ميسن يدل عمى الطاقة إذن سرالأي الطرفو بما أن ون ثابت. كذه المعادلة لابد أن يى فيأن طر  مىمما يدل ع

  :وومن      الثابت بثابت الطاقة 

  
 

    

     

  
                

                   
  

  

 

    

      

   
                          

   ىي معادلة تفاضمية من الدرجة الاولى حميا بسيط، بوضع        المعادلة 
 نجد مباشرة   ⁄ 

                            

       ة الكمونفيمكن حميا اذا بمعر  نعن الزم ةستقمالم Schrödinger معادلةفيي      أما المعادلة  

 
  

  

      

   
                         

 من اجل الحالات المستقرة و يكون او بيذ
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 محددة وون طاقتكو ت     لكيوصف بدالة موجية من الش وحالة مستقرة فإنفي ون جسيم موجود كفعندما ي
  . ساويتتماما و 

عن  ةستقمالم Schrödinger معادلةو ىي            ℋبــ:       كذلك نستطيع ان نكتب المعادلة 
 .بالنسبة لبعد واحد  نالزم

 دراسة حاجز الكمون2.2 

 ( 1يكون لنا حاجز كمون )الشكل   لنعتبر منحدر ذو ارتفاع 

قبل .    حركية بر جسيم )كرية( اتية من الجية اليسرى بطاقةلنعت
حيث      وصول الكرية الى الحاجز تممك ىذه الكرية طاقة كمية 

                        الطاقة الكامنة معدومة 

               دراسة الكلاسيكيةال.1 
  فإن الكرية ستحاول صعود الحاجز الكموني حيث تتناقص سرعتيا و جزء من طاقتيا       اذا كان 

        الحركية يتحول الى طاقة كامنة و بعد جزء من الحاجز تتحول الطاقة الحركية الى 

 الاتية تعبر الحاجز و تقول ان ىناك نفوذ كمي لمكريات عبر الحاجز.فنلاحظ ان كل الكريات 

  حيث   ́ فإن الكريات ستتوقف عمى الحاجز عند النقطة       اذا كان 

 , و نقول أنو ىناك انعكاس كمي لمكريات حيث و لا كرية ستعبر الحاجز.      ́        ́   

  ميةدراسة الكال.2 

      Schrödinger معادلةالدراسة الكمية تعتمد عمى حل     

( 
  

  

  

   
     )              

 يجزئ الفضاء منطقتين         . الكمون (2يمثل حاجز الكمون في الشكل )      حيث 

                     المنطقة                 

                       المنطقة                
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التالية: الشروط الموجية الدالة تحقق أن يجب    الدالة الموجيةخصائص 

 و   أجل من واحدة قيمةذات  ويا فيعر ت مجالفي  مستمرة         الدالة الموجية  ونكت أن    

 .حتى عند سطوح الانقطاعتبقى مستمرة  و

 أي: ، (و)منت املاكمتيمتيا طو  عبمر  ونكي أن ∫ |      |     
  

  
 . 

  في المناطق التي تكون فييا الطاقة الكامنة محدودة.مرة مشتقاتيا الاولى أيضا مستتكون 

 . Schrödingerو التي ستساعد في حل معادلة  𝜓تسمى ىذه الشروط بشروط الاستمرارية لمدالة الموجية 

         اذا كان  .1

 تصبح                  حيث  المنطقة  في        Schrödingerمعادلة 

)        المنطقة  
  

  

  

   
  )             

           (
  

   
 

   

  
)        

   نضع  
√   

 
 المعادلة الاخيرة تصبح   

(
  

   
   

 )                     

  من الشكل  معطى حمياجة الثانية و ىي معادلة تفاضمية من الدر 

                                  

 ثابتان مركبان    و  حيث 

 تصبح      Schrödingerمعادلة                        في المنطقة  

)      المنطقة   
  

   
 

        

  
)        

  نضع 
√        

 
 المعادلة الاخيرة تصبح    

(
  

   
   )                        
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  من الشكل  حميا

                                  

    تصبح      المعادلة  و منو      توجد أمواج منعكسة أي اتية من اللانياية ، إذن  لا   في المنطقة 

                              

  الجسيماليدف من الدراسة السابقة ىي حساب سعة الموجة النافذة  و سعة الموجة المنعكسة و احتمال تواجد 
 في أي منطقة من المنطقتين .

  بالتعريف 
  سعة الموجة المنعكسة 

  |
  
  
|  |

 

 
|
 

  
| | 

| | 
          

  النافذة  سعة الموجة 

  |
  
  
|  |

 

 
|
 

  
| | 

| | 
 

    

    

| | 

| | 
          

⃗⃗⃗  و   ⃗⃗⃗  حيث  ψالموافقة لــــ : ىم أشعة كثافة التيار الاحتمالي   ⃗⃗⃗  و    
 

ψو  الموجة المنعكسة 
 

و  الموجة الواردة   
ψ

 
 الموجة النافذة. 

  ⃗⃗⃗   
  

  
(ψ

 
 ⃗⃗⃗ψ

 

 
 ψ

 

 
 ψ

 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) 

 بالتعويض 

{
 
 

 
    

  

 
| | 

    
  

 
| | 

   
   

 
| | 

                 

      حيث 

ψفإن      و     بالعودة إلى المعادلات 
 
ψتعبر عن الموجة الواردة  و         

 
تعبر          

ψالموجة المنعكسة و 
 
 تعبر الموجة النافذة        

 ىي كالاتي        𝜓 الدالة الموجيةمن أجل الحالات المستقرة و منو 
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       {
      

                                     

      
                                                      

         

 

 

 

 

 

 

 الان نحسب معاممي الانعكاس و النفوذ ، من شروط الاستمرارية )الشروط الحدية( 

{
           

  
̀       

̀    
                

        {
     

            
           

 بحل ىذه الجممة 

{
 

   
    

    
 

  
   

    
 

                

 و منو 

{
 
 

 
   

       

       

  
    

       

                

  فإن ىناك جسيمات تنعكس و ىذ      الملاحظ ىنا أنو رغم أن طاقة الجسيمات أكبر من طاقة الحاجز
 .غير موجود كلاسيكيا

          :أن  اثبت من الجممة   تمرين 
  ع𝒦  

 

  
𝒦إذن      √⁄      نض  :الحل الجممة          
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{
 
 

 
   

(  𝒦)
 

(  𝒦)
  

  
 𝒦

(  𝒦)
 

                

𝒦فإن      إذا كان      في المعادلة  و معامل النفوذ     و ىذا يؤدي الى أن معامل الانعكاس    
𝒦فإن       أما في الحالة التي عندنا       و منو      الى أن معامل الانعكاس و منو    
 .     مما يؤدي إلى      و معامل النفوذ     

         اذا كان  .2

       Schrödingerمعادلة 

 تبقى نفسيا أي نفس الحمول كما في الحالة الاولى                 حيث  المنطقة   

                                  

 تصبح      Schrödingerمعادلة                         في المنطقة  

)      المنطقة   
  

   
 

        

  
)        

̀ نضع   
√        

 
 المعادلة الاخيرة تصبح    

(
  

   
  ̀ )                        

  من الشكل  معطى حميامعادلة تفاضمية من الدرجة الثانية 

                                
 

فإن      منتيية في اللانياية أي لما  نفيزيائية أي أنيا تكو لكي نقبل ىذه الحمول يجب أن تكون   
 إذن       .        

          ̀                 
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ψىنا  
 
ψ        تعبر عن الموجة الواردة  و         

 
ψتعبر الموجة المنعكسة و  

 
تعبر    ̀     

 الموجة النافذة

 ىي كالاتي        𝜓 الدالة الموجيةمن أجل الحالات المستقرة  كذلك في ىاتو الحالة 

       {
      

                                     

      
       ( ̀    )                                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 لدينا  من شروط الاستمرارية

{
           

  
̀       

̀    
                

        {
     

           ̀ 
           

 بحل ىذه الجممة 

{
 
 

 
   

     ̀

     ̀
 

  
  ̀

     ̀
 

                

 و منو نستنتج أن معامل الانعكاس ىو

  
| | 

| | 
 

  
   ̀ 

  
   ̀ 

              

 أي أنو ىناك انعكاس كمي لمجسيمات.
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لا يوجد نفوذ لأي جسيمة     في ىذه الحالة يوجد اختلاف كبير بالنسبة لمدراسة الكلاسيكية لأنو لما  
 أما في الدراسة الكمية ىناك احتمال نفوذ لمجسيمات رغم ان طاقة الحاجز اكبر من طاقة الجسيمات

     |ψ
 
     |

 
 | |     ̀  

   
 

  
   ̀ 

| |     ̀             

 منتهالبئر الكموني أحادي البعد اللا3.2 

 :أحادي البعد منتور الكموني اللائلنعتبر الب

0 

   

 

اندفاع  إيابا بطاقة و ابا وىي ذنالكمو  ئرسيم يبقى داخل البلجكلاسيكيا ا. ئرالب داخل مقيدا جسيمابر لنعت
 بتدائية.الاطاقة حسب الشروط  سيم أيلجا ن، و يمكن أن يمتمكيثابت

  الدراسة الكمية

، أي     |    |لأن          البئر معدومخارج البئر تكون الدالة الموجية معدومة  الجسيم خارج 
المستقمة عن  Schrödingerمعادلة  ،      الةلحمعدوم. ندرس إذن ا ئرسيم خارج البالأن احتمال تواجدا 

  :الزمن

( 
  

  

  

   
     )              

 إدن       حيث 

 
  

  

  

   
                                                 

                  
  

   
       

   

  
               

 من الشكل حميامعادلة تفاضمية من الدرجة الثانية 

        
       

                    

  من الشكل  ثابتان مركبان و نكتب    و    حيث 
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  الموجية مدالةلشروط الاستمرارية  باستخدام

{
      

      
 

 ىو      و منو حل المعادلة                            إذن

         
                                        

 نجد أن       حيث   أما شرط الاستمرارية بجوار 

                               

 و نكتب مكممة   إذن قيم 

  
  

 
 

 :و منو مكممة، أيضا سيملجا طاقة أن   المعادلة  حسب جنتنست وعمي و موجب.عي طبي عدد   ث حي

     
   

    
               

و   ( ميدد كى ععيد    (  ات الطاقة المتعمقة بـيلدينا مجموعة من مستو  وفإن وو عمي        و نكتب أيضا
 و منو الدالة الموجية تحقق: بمقموب الكتمة.أيضا  متعمقة

{
            (

   

 
)                

                و                              
                 

∫ يدعي بثابت التقنين و نحصل عميو من معادلة التقنين    |    | 
  

  
 إذن     

| | ∫ (   (
   

 
))

   

  

       √
 

 
            

 و منو 

        √
 

 
   (

   

 
)                  
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 و في الاخير الدوال الموجية الكمية لمبئر الكموني اللانيائي أحادي البعد ىو 

{
 
 

 
 
  𝜓     √

 

 
   (

   

 
)    ( 

   

 
)                

                و                             

        

 ltunne ffetEظاهرة النـــفق    3.2

 لنعتبر مجموعة من الجسيمات الآتية من اليسار إلى حاجز كموني من الشكل 

     {
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كلاسيكيا كل الجسيمات الآتية من  .نركز الدراسة فقط عمى الجسيمات التي طاقتيا أقل من طاقة الحاجز
في المناطق الثلاثة  المستقمة عن الزمن Schrödingerمعادلة حل كميا فنقوم باليسار الى الحاجز ترتد عنو. أما 

  .7كما ىو مبين في الشكل 

 
  

  

  

   
                                        

 و حميا من الشكل: عن المناطق الثلاثة  حيث تعبر

{

                                  

                              

                                              

          

 حيث

   
√   

 
          

√        

 
 

 .        و      عند سطوح الانقطاع لما  من شروط الاستمراريةنحصل  ثوابت           و 

ψالدوال  
 
ψتعبر عن الموجة الواردة  و         

 
ψتعبر الموجة المنعكسة و          

 
         

 .تعبر الموجة النافذة

  

 

 

 

 

 

 باستخدام شروط الاستمرارية

{
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 نجد     بالتعويض في الجممة 

 

 

 :    الثابتين التعويض نجد بىذا و  (55)و (56المعادلتين الاخيرتين )بالتبسيط في 

 

 

 ( نجد:53( و )54( في المعادلتين )57بتعويض )

 

 

 بالجمع و التعويض نجد

 

 

 

 ىما : عمى التواليو منو معامل النفود و معامل الانعكاس ىما 

 

 

 

 

 تصبح  ( 66المعادلة )                          لدينا من دساتير التحويل 
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لحاجز الكموني بالرغم من أن طاقة الجسيمات جتياز الجسيمات اامكانية ا ىذا يعني و    أن نلاحظ  
ن كانت  الحاجزر الجسيمات بلأن تعحتمال غير معدوم اك از أى أن ىنأقل من طاقة الحاج و ىذا      حتى وا 

كون وت,  أو مفعول النفق :لظاىرة, تسمى ىذه  كلاسيكيال يك نظرية الميكان في ير ممكنغ الكموني" النفق بظاهرة" ا
 .ز أصغرجز أكبر كمما كان عرض الحاحاجنسبة الجسيمات التي تعبر ال


