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 برمجة الأعداد الصحيحة.: المحور الخامس
  تمهيد:

لا فقدت صفتيا.      بعض المتغيرات الاقتصادية خاصة المتعمقة بالكميات الفيزيائية، لا يمكن تجزئتيا، وا 
نكون بصدد تحديد كميات الثلاجات الواجب إنتاجيا في مصنع ما، فلا مجال لتقديرىا بالأجزاء  فعندما

جياز، فالجياز يجب أن يكون وحدة كاممة، فنقول أن الإنتاج  4.02كأن نقول أن الإنتاج اليومي ىو 
غيرات قيميا جياز. وفي البرامج الخطية كثيرا ما يعطينا الحل الأمثل مت 42جيازا أو  .4اليومي ىو 

ببرمجة الأعداد بالفاصمة وىو ما أدى إلى البحث في التخمص من ىذا المشكل، فنتج ما يسمى 
 الصحيحة.

فبرمجة الأعداد الصحيحة ىي طريقة من طرق البرمجة الخطية تقتضي البحث عن الحل الأمثل     
صحيحة، ويتطمب ذلك المرور بعدة لمبرامج الخطية بحيث يحتوي الحل الأمثل عمى متغيرات قيميا أعداد 

 :مراحل

إيجاد الحل الأمثل وفق البرنامج الأصمي، إذا حصل حل أمثل متغيراتو لا تحمل قيما الأولى:  المرحمة -
 صحيحة ننتقل إلى المرحمة الثانية.

الحصول تسمى بمرحمة التفريع، وفييا تتم إضافة قيود جديدة لمبرنامج الأصمي، بيدف الثانية:  المرحمة -
عمى حل أمثل آخر متغيراتو تأخذ قيما صحيحة، وتستمر عممية إضافة القيود لحين التوصل إلى حل 
أمثل متغيراتو تأخذ قيما صحيحة، وىناك طريقتين الأولى ىي طريقة التفريع والتحديد والثانية ىي طريقة 

 قتصر عمييا.القطع، ونظرا لأن الطريقة الأولى ىي الأكثر شيوعا وسيولة لذلك فسوف ن
 البيانية لحل نموذج برمجة الأعداد الصحية: الطريقة أولا:

من أجل توضيح طريقة الحل البيانية ليذا النوع من النماذج سوف نستعين بالمثال التالي وىو نموذج     
 برمجة أعداد صحيحة:

 ليكن البرنامج التالي: مثال:
Max: Z=3x1+4x2 

    

{
 
 

 
 

         
          

       

صحيحة      
  (.2.............)  

 تحديد الحل الأمثل لمبرنامج بالطريقة البيانية. والمطموب:
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تعتمد الطريقة البيانية لحل ىذا النوع من البرنامج عمى تحديد الحل الأمثل لمبرنامج وفق الطريقة      
المتبعة لحل نماذج البرمجة الخطية )أي دون الأخذ بعين الاعتبار الشرط الأخير في البرنامج أعلاه(، 

و أيضا حل أمثل لنموذج فإذا كانت قيم المتغيرات الأساسية لمنموذج في الحل الأمثل أعداد صحيحة في
برمجة الأعداد الصحيحة. بينما في حالة ما كان الحل المتوصل إليو يحتوي عمى أعداد غير صحيحة، 

 فإنو يجب إدخال تقنيات جديدة لتحسين الحل والبحث عن الحل العددي الصحيح لمبرنامج.
في ىذه المرحمة يتم  لصحيحة:تحديد الحل الأمثل لمبرنامج دون الأخذ بعين الاعتبار شرط الأعداد ا -

 إعداد التمثيل البياني لحل البرنامج كما يمي:

 من القيد الأول يتم تحديد نقطتين لتمثيمو بيانيا وىي: قيود البرنامج:-

           {

            

                                                           
  

 ⁄  

           

 

 .B(13,0)و  A(0,13/3)إذن القيد الأول لمبرنامج يتحدد بالربط بين النقطتين: 

 وكذلك الأمر بالنسبة لمقيد الثاني:

            {

               
                                                             

               
 

 .D(4,0)و  C(0,10)النقطتين:  إذن القيد الثاني لمبرنامج يتحدد بين

 ويمثل القيدين في معمم متعامد ومتجانس نحصل عمى الشكل التالي:

 (.10(: التمثيل البياني لحل البرنامج )10الشكل رقم )
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ىي مساحة الحمول الممكنة غير المشروطة بأن تكون  OAEDمن خلال الشكل يظير أن المساحة     
، ct2و ct1وىي نقطة تقاطع مستقيمي قيود البرنامج  Eأعداد صحيحة، ونقطة الحل الأمثل ىي النقطة 

x1والتي تقدر فييا القيم التالية: 
*
=34/13,  x2

*
=45/13,  Z

*
=282/13. 

ىذه القيم إلى عدد صحيح ليتحصل عمى حل أمثل ذو أعداد  42012قد يعمد البعض إلى تقريب      
، لكن ىذا ليس مجديا لأن ىذا الحل ليس أمثل ويوجد حل x1=2,  x2=3,  Z=18صحيحة مقبول وىو: 

أحسن منو، ويتم تحديد من خلال عممية إزاحة مستقيم )خط( دالة اليدف نحو الأسفل كون اليدف ىو 
، وفي ىذه الحالة تكون x2و x1منطقة الحل ويكون الحل الأمثل عند أول نقطة ذات إحداثيات صحيحة لـ 

ونسمي عندئذ النقطة x1=1, x2=4, Z=19 الحل الأمثل لمبرنامج ىو:  ، فيكونE'(1,4)عند النقطة 
 بالحل الأمثل العددي الصحيح لمبرنامج.

نلاحظ أن قيمة دالة اليدف لنموذج برمجة أعداد صحيحة دائما أقل أو يساوي من قيمة دالة ملاحظة: 
 اليدف لنموذج البرمجة الخطية المقابل لو.

نحصل عمى الحل الأمثل بعد ثلاث خطوات )ثلاث جداول(، والحل  Simplexباستخدام طريقة     
 الأمثل لمبرنامج يكون في الجدول الموالي:

 (: جدول الحل الأمثل لمبرنامج.10) رقم الجدول

 S2 S1 X2 X1  
B1 . . 2 3 Cj Vb 

45/13 -1/13 15/39 2 . 2 X2 

34/13 3/13 -2/13 . 2 3 X1 

Z*=282/13 5/13 42/39 2 3 Zj 
-5/13 -42/39 . . Cj-Zj 

في الحقيقة إن الحل بالطريقة البيانية ليذا النوع من النماذج يعتبر أفضل وأسيل الحمول، ولكن بمجرد     
أن يتجاوز عدد متغيرات النموذج متغيرين تصبح غير قابمة لمتطبيق ونضطر إلى المجوء إلى طرق أخرى 

نة ببعض التقنيات والتي لمحل وىي تتمثل في استعمال الطريقة الرياضية وفق قواعد السمبمكس بالاستعا
 الطرق اللاحقة.نتطرق إلييا في 
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 (:GOMORYطريقة المستوى القاطع لجوموري ) ثانيا:

ينما كانت مساحة الحل في ب(، 4.سنحاول أولا فيم مبدأ ىذه الطريقة ىندسيا من خلال الشكل )    
وىي منطقة الحمول الممكنة لنموذج البرمجة الخطية الموافق  OAED( تتمثل في المنطقة 2.الشكل )

)دون شرط العدد الصحيح(، والحل الأمثل ىو أحد الحمول التي تقع عمى قمم ىذا المضمع، ومن بين ىذه 
 فقط تمثل حل ذو أعداد صحيحة. dو Oالقمم نلاحظ أن النقطتين 

 (.10(: التمثيل البياني لحل البرنامج )10) رقم الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

( بحيث يحتوي عمى كل الحمول OAEDفرضا لو قمنا بإنشاء مضمع آخر داخل المضمع السابق )     
(، ىذا يعني أنو يمكن إيجاد حل أمثل لنموذج برمجة OFGEDذات الأعداد الصحيحة وليكن المضمع )

فقط بإضافة القيود الضرورية التي تعبر عن حدود المضمع  Simplexأعداد صحيحة باستخدام طريقة 
والنموذج المتحصل عميو يتمتع  FG, GE, ED :الجديد، وىي القيود ذات المستقيمات الجديدة

 بالخاصيتين التاليتين:

عداد صحيحة لمنموذج الخطي الموافق ىو أيضا حل ممكن لنموذج برمجة الأعداد كل حل ممكن ذو أ -
 الصحيحة.

 كل قمم مضمع الحمول لنموذج برمجة الأعداد الصحيحة ىي حمول ذات أعداد صحيحة ممكنة. -

نستنتج من ىاتين الخاصيتين أن الحل الأمثل لنموذج برمجة أعداد صحيحة ىو حل أمثل ذو أعداد      
 لنموذج البرمجة الخطية الموافق. صحيحة
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عمميا ليس من السيل إنشاء المضمع الذي يحتوي عمى كل الحمول العددية الصحيحة في نماذج     
تحتوي عمى عدد كبير من المتغيرات، فالطريقة السابقة تعمل عمى إنشاء قيد جديد )أو مستوى قاطع( 

ى أعداد صحيحة(، ثم حل النموذج المتحصل عميو انطلاقا من الحل الأمثل الأساسي )الذي لا يحتوي عم
، وىكذا نكرر العممية إلى حين الحصول في الحل الأمثل عمى كل القيم العددية Simplexبطريقة 

 نا بحاجة إلى عدة مستويات قاطعة تتمتع بالخصائص التالية:حيحة التي نحتاجيا، وىذا يعني أنالص

 ؛الحمول الممكنة لنموذج البرمجة الخطية الموافق تخفض عدد -

 ؛مستقيمات القيود الإضافية تمر عبر حمول عددية صحيحة ممكنة -

 ؛منطقة الحمول الممكنة تشمل جميع الحمول العددية الصحيحة لنموذج البرمجة الخطية الموافق -

ر عمى نموذج يحتوي عمى بعد عدة مراحل متدرجة من تطبيق المستويات القاطعة نحصل في الأخي -
 حل أمثل عددي صحيح.

بقي لنا الآن معرفة كيفية التوصل إلى العبارة الرياضية لمقيود الإضافية، ولمقيام بذلك سوف نستعين     
نقوم بإنشاء أول قيد إضافي من خلال شكل  ثم(، 2.الجدول )في بالمثال السابق ولنأخذ الحل الأمثل 

 أحد القيود في الحل الأمثل وذلك كما يمي:

، x1نقوم باختيار المتغير القاعدي الذي قيمتو في الحل الأمثل تحتوي عمى أكبر جزء كسري وليكن  -
 والقيد المتعمق بيذا المتغير في الحل الأمثل ىو:

x1+0x2-(2/13)s1+(3/13)s2=34/13 

الجزء الصحيح لعدد حقيقي أكبر عدد صحيح أقل أو يساوي ىذا العدد، فمثلا الجزء الصحيح  نسمي    
وىكذا مع كل عدد حقيقي، ونسمي الجزء الكسري لعدد حقيقي الفرق بين  -3ىو  -303، 3ىو  303لمعدد 

ىو  -303ولمعدد  303-3= 03.ىو  303ىذا العدد وجزئو الصحيح، فمثلا الجزء الكسري لمعدد 
 ، وىذا يعني أن الجزء الكسري يكون دائما موجب.-303-(-3=)3..

 نقوم بفصل كل معامل من معاملات ىذا القيد إلى جزء صحيح وجزء كسري كما يمي:
x1+(-1+11/13)s1+(0+3/13)s2=(2+3/13) 

 x1= - (-1+11/13)s1-(0+3/13)s2+(2+3/13) 

 كما يمي:الآن نقوم بفصل الأجزاء الصحيحة عن الأجزاء الكسرية 
x1=(S1-0S2+2)+(-11/13s1-3/13s2+8/13) 

سوف يكون عدد صحيح، ومنو إذا أردنا أن ) (S1-0 S2+2إذن من أجل حل عددي صحيح الحد     
عبارة عن عدد  (S1- 3/13 S2+8/13 11/13-)عدد صحيح يجب أن يكون الحد الثاني  x1يكون 

 (S1-3/13 S2 11/13-)( ىو عدد موجب أقل من الواحد والعبارة 23/3صحيح، ىنا نلاحظ أن العدد )
ىي عدد موجب فحتما سوف تكون  (S1-3/13 S2+8/13 11/13-)ىي عدد سالب، فإذا كانت العبارة 
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أن تكون ىذه العبارة  عدد كسري أقل من الواحد وبالتالي يستحيل أن تكون عدد صحيح، لذلك فإذا أردنا
 عدد صحيح فمدينا حظ أوفر لو جعمناىا سالبة أي:

-11/13 S1-3/13 S2+8/130 

بيذه الطريقة نكون قد حددنا أول مستوى قاطع وقبل إدخاليا كقيد في النموذج الجديد يجب تعويض 
 المتغيرات الإضافية بالمتغيرات الحقيقية لمنموذج، لدينا من النموذج الأساسي:

x1+3x2+S1= 13   S1=13-x1-3x2 

5x1+2x2+S2= 20   S2= 20-5x1-2x2 

 وبالتعويض في العبارة السابقة نحصل عمى القيد الجديد التالي:
-11/13(13-x1-3x2)-3/13(20-5x1-2x2)+8/130 

2x1+3x215   .........(03) 

الحمول الممكنة وذلك بحذف ( كيف أن ىذا القيد الجديد استطاع أن يخفض منطقة 3.نلاحظ في الشكل )
 جزء كبير من الحمول ذات الأعداد الغير صحيحة.

 دائما: Simplexالآن نقوم بحل النموذج الجديد )مع القيد الإضافي( بطريقة 
Max: Z=3x1+4x2 

    {

         
          
         

        

  ....... (.3)  

 نحصل عمى الحل الأمثل: Simplexبعد تطبيق طريقة 

 (.10(: الحل الأمثل لمبرنامج )10الجدول رقم )

 S3 S2 S1 X2 X1  
B1 . . . 2 3 Cj Vb 

35/11 22/5 22/4- . 2 . 2 X2 

8/11 22/23- 22/3 2 . . . S1 

30/11 22/4- 22/3 . . 2 3 X1 

Z*=230/11 22/22 11/1 . 2 3 Zj 

 22/2- . . . Cj-Zj 
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من جديد لأن لو أكبر جزء كسري وكما فعمنا سابقا  x1من جديد مستوى قاطع آخر وذلك باختيار  نختار
 نختار القيد:

x1+(3/11) S2-(2/11)S3 =30/11 

x1+(0+3/11)S2+(-1+9/11)s3=2+8/11 

x1= (S3+2)+(-3/11s2-9/11 s3+8/11) 

 ومنو نحصل عمى القيد الجديد:
-3/11S2-9/11S1+8/110 

 بالقيم الحقيقية لمنموذج نحصل عمى القيد: وبالتعويض

3x1+3x217  .......  (.2)  

 وبعد إضافتو إلى النموذج السابق نحصل عمى النموذج الجديد:
Max: Z=3x1+4x2 

    

{
 
 

 
 

         
          
         
         

        

  ....... (.5)  

 جدول الحل الأمثل التالي:وبحل البرنامج بطريقة السمبمكس، نحصل عمى 

 (.10(: الحل الأمثل لمبرنامج )10رقم ) الجدول

 S4 S3 S2 S1 X2 X1  
b1 . . . . 2 3 Cj Vb 

3/11 3/4- 2 . . 2 . 2 X2 

3/3 3/22 3 2 . . . . S2 

4 2 2- . . . 2 3 X1 

. 2 4- . 2 . . . S1 

Z*=62/3 3/2 2 . . 2 3 Zj 

3/2- 2- . . . . Cj-Zj 

عدد صحيح، نواصل من جديد ونأخذ المتغير  X1لاحظ ىنا أننا حصمنا عمى حل أمثل فيو قيمة ن     
 والقيد المتعمق بو، وبإتباع نفس الخطوات السابقة نحصل عمى القيد الجديد: x2القاعدي 
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x1+x25    ........(.1) 

 نضيف ىذا القيد  لنحصل عمى النموذج الجديد:
Max: Z=3x1+4x2 

    

{
 
 

 
 

         
          
         
         
      
         

 ..........  (.3)  

 وفي الأخير نحصل عمى جدول الحل الأمثل الموالي:
 (.10(: الحل الأمثل لمبرنامج )10رقم ) الجدول

 S5 S4 S3 S2 S1 X2 X1  
b1 0 . . . . 2 3 Cj Vb 

4 4/2- . . . 4/2 2 . 2 X2 

3 4/23- . . 2 4/3 . . . S2 

2 4/3- . 2 . 4/2- . . . S3 

4 3- 2 . . . . . . S4 

2 4/3 . . . 4/2- . 2 3 X1 

Z*=19 4/5 . . . 4/2 2 3 Zj 

4/5- . . . 4/2- . . Cj-Zj 

من خلال الجدول، نكون قد توصمنا إلى حل أمثل عددي صحيح بحيث أن قيم كل متغيرات القرار     
صحيحة )بما في ذلك متغيرات الفجوة، بالرغم من أنو لا يشترط أن تكون قيم ىذه الأخيرة عبارة عن أعداد 

ساسية أعداد صحيحة، بحيث أن يمكن أن نكتفي لو حصمنا فقط عمى أعداد صحيحة لممتغيرات الأ
 والحل الأمثل ىو: x2و x1لمنموذج فقط 

x1=1, x2=4, Z=19. 

 التفريع والتحديد: طريقة ثالثا:

يتم إيجاد الحل الأمثل بطريقة التفريع والتحديد لمبرنامج الأولي كما ورد أصلا دون اعتبار لشرط    
المتغيرات أعداد صحيحة. إذا كانت قيم المتغيرات المحصل عمييا في الحل الأمثل صحيحة، نتوقف 
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ذا كانت قيم المتغيرات المحصل عمييا في  الحل الأمثل ويكون ذلك ىو الحل المراد الوصول إليو، وا 
لمبرنامج الأصمي ليست قيما صحيحة فحينئذ نقوم بتوليد برنامج جديد، حيث يضاف إلى البرنامج الأصمي 

 قيد آخر وفق ما يمي:

، فإنو يمكن كتابتو biحيث يأخذ قيمة غير صحيحة ولتكن  xjإذا كان المتغير في الحل الأمثل ىو  -
 ضمن مجال كما يمي:

bi1<xj<bi2 

أعداد صحيحة غير سالبة، فمتجنيب المتغير قيمة ضمن ىذا المجال فإنو يتم اشتقاق  bi2و bi1حيث 
، ونضيف كل قيد منيما إلى البرنامج الأصمي فنحصل عمى xj bi2و xjbi1قيدين جديدين ىما 

برنامجين آخرين، نقوم بحل كل واحد منيما حلا مستقلا، إذا كانت متغيرات الحل الأمثل صحيحة 
نتوقف، ونأخذ الحل الذي يعطي أكبر قيمة لمدالة الاقتصادية من بين الحمين في حالة التعظيم وأقل قيمة 

لا نستمر في تقريع البرنامج الذي أعطى أمثل قيمة لمدالة لمدالة الاقتصادية في حا لة التدنئة، وا 
 بالتفريع.الاقتصادية وىذا لغاية الوصول إلى حل أمثل قيم متغيراتو صحيحة، وىذا ما يسمى 

 أوجد الحل الأمثل لمبرنامج التالي:: مثال
Max: Z=20x1+2x2 

    {
           
         

 (.3).........  

 صحيحة. وىي
 (10)الحل الأمثل لمبرنامج (:10)رقم جدولال

b X3
e

 X2 X1  
11/2 1/4 5/2 2 X1 

110 5 48 0 Z 

X1=11/2=5.5  و x2=0 و  Z=110  

 ىو قيمة غير صحيحة، ويمكن كتابتيا كما يمي: x1يلاحظ أن 
5<x1<6 

 .x1 6والثاني ىو:  x15أي يمكن استنتاج قيدين الأول ىو: 

فإن البرنامج الأصمي يفرع إلى برنامجين الأول يتكون من البرنامج الأصمي مضافا إليو القيد الأول  وعميو
 ، وىما:x1 6والثاني أيضا يتكون من البرنامج الأصمي مضافا إليو القيد  x15المستنتج وىو 
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البرنامج الأول       البرنامج الثاني           
Max: Z=20x1+2x2    Max: Z=20x1+2x2 

    {

           
   

         
  (.2)      {

           
    

         
  (2.)  

 وىي صحيحة.     وىي صحيحة  

 نوجد الحل الأمثل لكل برنامج من البرنامجين:
 (10)الحل الأمثل لمبرنامج  (:10) رقم جدولال

b X3
e

 X3
e

 X2 X1  
1/5 -4/10 1/10 1 0 X2 

5 1 0 0 1 X1 

502/5 96/5 1/5 0 0 Z 

x1=5 وx2=1/5=0.2 وZ=502/5. 

 متناقض وليس لو حل، لذلك يتم الاستغناء عنو.( .2)بينما البرنامج 

لا تأخذ قيمة صحيحة ويمكن كتابتيا أيضا عمى  x2وجدنا أن المتغيرة  (2.)من خلال حل البرنامج 
 الشكل:

0<x2<1 

 وىو مرفوض لتناقضو مع شرط عدم السالبية. x20والثاني  x2 1ومنو نستنتج القيدين الأول ىو 

 ىما:(2.)لذلك فالبرنامجين الجديدين المتفرعين عن البرنامج 
Max: Z=20x1+2x2    Max: Z=20x1+2x2 

    {

           
    
    

         

 (22)        {

           
    
    

         

 (24)  

 وىي صحيحة     وىي صحيحة    

 مرفوض ويتناقض مع شرط عدم السالبية. x20يلاحظ أنو متناقض لأن القيد (24)غير أن البرنامج 
 

 

 



 محاضرات مقياس اساسيات بحوث العمليات. مقدمة لطلبة السنة الثانية علوم اقتصادية 0202/0202....أ.د. بن يوسف نوة

11 
 

 (00)الحل الأمثل لمبرنامج  :(10)رقم جدولال

 

x1=3 و  x2=1 و  Z=62. 

الحد الأسفل يلاحظ أن المتغيرات كميا أصبحت صحيحة، وبالتالي فإن ىذا الحل يسمى بحل     
، وتكون كل الحمول الأخرى التي لم تعطي قيما صحيحة لممتغيرات ممغاة. ويكون حل الحد لممسألة

، وىو يحققو بالكامل (3.)الأسفل ىذا ىو الحل الأمثل لبرنامج الأعداد الصحيحة الأصمي أي البرنامج 
 ويمكن التأكد من ذلك بالتعويض في البرنامج الأصمي.

 يوضع التفرعات المستنتجة من البرنامج الأصمي حتى الحصول عمى الحل الأمثل. (3.)الشكل رقم و 

متغيراتو ليست أعدادا  -حالة التعظيم–الخلاصة ىي أنو إذا كان الحل الأمثل لمبرنامج الأصمي     
صحيحة، فإنو يستمر التفريع حسب منيجية المثال السابق، حتى نحصل عمى حل أمثل متغيراتو كميا 

صحيحة، ويكون ىذا الحل ىو الحل الأسفل لممسألة، وكل البرامج المتفرعة الأخرى تصبح ممغاة،  أعدادا
حمول تتضمن أعدادا صحيحة لكن قيمة دالة ىدفيا المحصمة أقل من قيمة  إلىبما فييا البرامج التي أدت 

عدا أن حل البرنامج وفي حالة التدنئة فإن الطريقة ىي نفسيا، تتبع ما  دالة اليدف لحل الحد الأسفل.
الأصمي يكون ىو حل الحد الأسفل وحل البرنامج النيائي الذي يتضمن أعدادا صحيحة يكون ىو حل 

  الحد الأعمى لممسألة.

 

 

 

 
 

 
 

b X6
a

 X5
e

 X4
e

 X3
e

 X2 X1  

3 / 2/2. . 2/2 . 2 X1 

4 / 2/2.- 2 2/2- . . X4
e

 

2 / 2- . . 2 . X2 

14 / 23 . 5 . . Z 
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 الاصميالبرنامج  تفرعات(: 10) رقم الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 

 

 

 3البرنامج

X1=5.5 

X2=0 

Z=120 

 .2البرنامج 2البرنامج

X1=5 
X2=0.2 

Z=120 

برنامج 
 متناقض

 24البرنامج 22البرنامج

X1=3 
X2=1 

Z=62 

برنامج 
 متناقض

 الحل أمثل


