Chapitre 3 Intégration Numeérigie

Intégration Numérique

3.1 Introduction
On veut évaluer l'intégrale dune fonction f sur un intervalle [a.5]. Si I'on connait sa
]
primitive F, on peut calculer directement [ : I(f) = | f(x)dx=F(b)-F(a)
Mais dans de nombreux cas, la fonction f ne dispose pas d’expression analytique pour sa
primitive ol elle est trop compliquée (probléme physique).
b B
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Jl-sinx ;I,logx
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Exemples : [e™ dx, [4/l+cos” x dx,

a

Pour cette raison on fait appel 4 des meéthodes numériques, afin de calculer une
approximation de 'intégrale J{ /). Dans ces méthodes d'intégration. l'intégrale dune fonction
continue sur un infervalle borné [a,b]est remplacée par une somme finie. Dans ce chapitre, on
va émdier quelques méthodes usuelles (rectangle, trapéze et Simpson) dédiées a 1'intégration
NUMErigque.

3.2 Formule de quadrature de type interpolation

&
Pour approcher 1a valeur nombre exacte de I'intégrale I( 1) = _| Fix)dx par une formule de

&

quadrature globale, 1'idée est 1a suivante :
1) On remplace (x) par son polynéme d"interpolation (x).

2) On calcule I (f) = j'f;{x}dr

3) On estime I'erreur du résultat E, (1) =|I(/)—1,(f)
Supposons qu'il y en ait # + I points d'interpolation tel que a = x; <x <. <x Zbhetque
Pix) soit le polyndme d'interpolation unique de fen ces points.

On peut utiliser le formulaire de Lagrange pour ce polynome d'interpolation afin d’obtenir :
I(f)= [ fEdc= 1) = [B®dr = [3 L@ =3 £x)| [Lxds = 3w, f(x)
a @ o =l dmld \a ualli
Avec W = [Lr{.r) dx
En générale. une méthode d’intégration numeérique 5" écrif
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Clhapitre 3 Inteégration Numeérigiie

I(f)=1.(N~+E(f)
Ou L(f)=2w f(x)
i)
Avec :
x, . i=012___, n - Neends ou points d’intégration numerique.
w _i=012 __ _ n:Poids de la formule de quadrature (d"intégration numeérique).
E,(f) : L'emreur d’infégration
On peut calculer Ierreur comme suit

E,(N) =I(f)- rm—llf(xn Pfx}l:ir—lf Eﬁh.:l.“ x)dr

_fr '(1'-’:'“ [[(r-x)dx  e< [a.5]

3.3 Formules de Newton-Cotes

Les fornmles de quadrature de type interpolation les plus simples sont les fornmles de
Newton-Cotes. Elles sont basées sur une interpolation polynomiale équidistante.

Théoréme
Sofemt aZx, <x <. <x <b n+] points équidistants avec x =x, +ifi=01L1..
h=2"2 Alors la formule generale de quadrature de Newton-Cotes est donnée par :

n
= [f(‘fjd‘f =(b- HJZ“ 'f(x)
[mil
Va
o w"=
b-a; Pyfx)
. Jix)
3.3.1 Formule des rectangles (n = 0) fal -
3.3.1.1 Formule de base
Cette formule est obtenue en remplacant f"par un polyndme _
a S

constant égale a la valeur de fen un point & =[a.b]:B,(x)= f(a)

(polyndéme qui interpole fen le point (=, f(z)) et donc de degré Figure 1. méthode simple de rectangle
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0y (Fig.1), ce qui donne :

I(f) =1,(f) = [ B(x)dx = [ f(e)dx =(b-a) f(«)

Donc W, =1

Formule du rectangle a gauche : I,.(f)=(b-a) f(a)

Formule du rectangle a droite - I (f=(b-a) f(B)
Dans le cas particulier on le point @ est le milien

a+hb

de[a_ E:r] o= , on obtient

In(N =11 = [R@axr=@-a) 72D

Cest 1a formule simple du reciangle Point-Milisu,

3.3.1.2 Formule composite :
On décompose 'intervalle d’intégration [a.5] en

b—
H

aet

n sous-intervalles de méme longueur h =

on posex,=x,+ih,i=0.L...n. Enappliquant Ia

fornmle du rectangle 4 chaque sous infervalle [_r, \ .r,_]]

(Fig. 2}, on obtient la formmle composite des rectangles -

I, (N=-5 [r@)@=2225 £

dmll g n =i}

Dians le cas des rectangles point-milien

_ oon-l .
L () =223 pEET

]

fa)

s
SmadeSana

L 3
a o b X

Figure 2: méthode simple du rectangle
Point-Milieu
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Figure 3: méthode composée des rectangles
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3.3.1.3 Formule des erreurs d'intégration :
a- Errenr de Rectangles :

L’erreur d'intégration de la méthode des rectangles est -
EN=1N-L(N =@ a-a)ix=LDe-ay

(b - a}‘

In

£, ()| G- “} Mo et |£' {}"|
oil H=M[’.:;ﬂ 1)

b= Errenr du Point-Milien :

Epg ()= I(f) = Iy () = f"fc}[t _} f"“"}fb —ay

LT P YR 0y ESLBY,
ot M =Ma|r"(©)
Exemple :
K

On veut calcoler I'intégrale suivant - T= fe": dx
[

1/ Donner une valeur approchée de Jen utilisant la meéthode du point-milien.

2/ Calculer J par la fornmle du rectangle a gauche en décomposant ['intervalle d’intégration
en trois parties. Evaluer Ierreur commise.

Solution :
On pose f(x)= e~

13 Formule simple :
a+b 1

n=l],b=l,a'= )
2 2 4

La formule de 'intégration par la méthode simple du rectangle Pomi-Milieu est :
Iy (f)=(b-a)

_(1 bredy = 707
—,E—{],_;I'"(Ej—f}.d-ﬁg.ﬂ.
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2} Formule composite
La formule d’intégration par la méthode composée du rectangle est

EJ Ifl'"_l

1.(=25 1@, h:f’_;té:%

1 1 1
& 3 2
5 rf.'-'
Jia) 1 0972583 (0,804849 0778801
La formule du rectangle & gauche -
I,,{{f)_ - Tf{ﬂ)— = (flap)+ @)+ f (@)
(]
—Ff|ffﬂ} f‘6|— - |=%|1 0.972583 = 0.804840 )= 0.477205

L’erreur de la méthode des rectangles est : |ER__ ()

*Mu on M= Maxjf{cj

Ona:
f)=e* = f(x)=—2xe*

Sur i n__l}_ M= }f'{l)‘ =0.773301
[ 72 2

14 e
|E.. () 2 2 (0.77881) = 003245

3.3.2 Formule des Trapezes (n =1)
3.3.2.1 Formule de base
On remplace la fonction fpar le polynéme d’interpolation

Vi
Pyix) qui passe par les dewx points d’extrémite fa ffa)) et (b)) )
{Fig. 4). On obtient :
] b x— b -ﬁa) -
1, (f}=flf_r}=_Fﬁtr}dr=L fla—
- r@ 52 |+ s 52
Figure 4: méthode simple des Trapézes
- fce I"f(ﬂ}—f(b} )
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) 1
W@ =w? =1

2
L’intégrale est donc remplacee par la surface du trapeze

Li{(N= —U"lfa:|+ fib)) i
Fit )
3.3.2.2 Formule composite F ) I
On généralise 1a formule de Trapeze a chagque sous fl
intervalle [x,.x,.,] (Fig. 5). on obtient - Ifi X

-
o

]
i

-

=% b-aZ (flx)+ fix))
I (f)= E J.i"“{x_.]:it= ”ﬂ Z{f X wf . Figure 5: méthode composée des Trapézes

N OMOIES WP}

3.3.2.3 Formule des erreurs d’intégration des Trapézes :

EIL}:"):I{-I"}_IIEI:I:f”;C:IJ'EI_a]{I_b}dt=f fc}l. (b— ﬂ:' | f”ff'}(b a:l

®-a) (a a}

& (= A6 B M
o M= Maxf" (c)
Exemple :
%

On veut calculer I'infégrale suivant - T = _Fe‘*: dx
]

Utiliser la formmle simple puis la formule composite des Trapézes avec trois sous-infervalles.

Evaluer 1" erreur conumise.

Solution :

On pose f(x)= e~
1) Fornmle simple :
La formule d'intégration par la methode des Trapézes est :

IU’"J=—|}'"( }+f(5}3——|f[0) f'— =0.4447

38
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2) Fornmule composite -
L,(n-214 luf) f{mwzﬂx} p-2-2
| N1y /1)
I,:.{f]= [El_fuu;|-f,+f:_i=sr|E|I_fm)-f:_5_:__|+f|E_: f'3 | 0.459472

3
Lerreur de Ia méthode des Trapézes est : |E, ()< %M o M =Malrc)

Ona:
flx)=e™. flx)=-2xe™, f'(x)=(4x" =)™

[ 1_ "
Sur LU’E_'F M=|f"(0)=2

On obtient - |E&(f'}| : HE 2 (2)=00023

3.3.3 Formule de Simpson (n = 2)
3.3.3.1 Formule de base

La méthode de Simpson consiste a remplacer la fonction

f par le polvnéme d’interpolation Pyfx) qui passe par les trois

points équidistants:, = v =72y, =3, avec h=-_% (Fig.6) B R
- Figure 6: meéthode simple de Simpson

ce qui donne :

L(N) =L(f) = j‘P:(xJeir
N e I (atb|(x-a)x=b) |

.
-|| ro———rro— i

La formule de Simpson s’ écrit -
L= 222 | r@=ari 22 |- r)

Done
5 , 1 P |
w.f{) =wi¥ == et wl[" =—
B ] 6
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3.3.3.2 Formule composite : .
il

On généralise la fornmle de Simpson pour i sous intervalles

e

égalmdeloﬂgmurh=:;a__ on a alors -
H

L (D=5 [0+ )43 (5,) =23 f(5) | L

-
>
i+ X
=l

Figure 7: méthode composée de Simpson

N @+f®=4 T f@)=2T 1) |

3.3.3.3 Formule des erreurs d’'intégration de Simpson :

La méthode de Simpson est caractérisée par erreur :

I:b—ﬂ:ls -_|= ~ -;I.-|-1-:'|:.|:',‘:I I:b—ﬂ:ls

B, =101, = LD f (v aye- 2~y = L - C %

b-
| [ ﬂ} E:.'I- [:f'} i

g
(b—a) o

A et E
180 n

o

M = Max|

c=lahb]

)
Exemple :
5
Calculer I'intégrale I = | ™ dx par la formule de Simpson en décomposant I"intervalle
Q
d’mtegration en frois parties. Evaluer I'errewr commise.

Solution :

La formmule composite de Simpson est

=

I {f}——'f{ﬂ} f@)+ 4Zf{x}+17f{1}th— =

i pair
0 N N1y 1)
=3l + i+ 4f+20]=3| FO+ 1| 5 [+4/] 5 |+ 21| 5 || =0414380

Lerreur de la méthode de Simpson est = |E, (f)|< ?ﬂ{l aj: M oh M= ?L:I[’aﬂ G

Ona:

f)=e* = fix)=-2xe™ = f(x)=(4x" - 2)e™
= fO(x)=-8x x* - % le™ = FOx)=(16x* - dx? +12)e™
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1

=

M =|j‘:*'|:[!)| =12

Sur |D'

Omn obtient :

1/32

13'{}{3)4 (12) =2,57.107

E, (f)z
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